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Vorwort der Herausgeber 



Heinz Liincburg ist am 19. Januar 2009 plotzlich vcrstorbcn. Uber sein Buch- 
projekt „Projektive Geometric" war auf seiner homepage zu lesen: 

Dieses Buch, im WS 1967/68 begonnen, sollte mein erstes Buch wer- 
den. Dass es dies nicht wurde, lag an meinem Wechsel nach Kaisers- 
lautern. Vier Kapitel waren damals mit meiner Reiseschreibmaschine 
aufgeschrieben. Hier hatten wir aber nur Studenten im ersten Semester, 
so dass ich keine Vorlesungen iiber den Gogenstand halten konnte, wobei 
jedoch die „Einfiihrung in die Algebra" von den Vorarbeiten fiir jenes 
Buch profitierte. Es blieb also liegen. Es blieb liegen, bis ich die Vor- 
lesungen iiber Fibonacci begann. Diese Vorlesungen waren oinstiindig. 
Die eine Stunde bedurfte jedoch einer Woche an Vorbereitung. Also griff 
ich in die Konserve und hielt neben der Vorlesung iiber Fibonacci noch 
eine vierstiindige Vorlesung iiber projektive Geometric. ... Das Buch hegt 
also jetzt da, 525 Seiten im ehemaligen B.I.-Format, und es fehlt noch 
ein Kapitel. Wann ich dieses schreiben kann, wei& ich nicht. Vielleicht 
publiziere ich es ohne das fehlende Kapitel iiber orthogonale Gruppen. 

Leidcr cnthalt der Nachlass von Heinz Liincburg nur cincn rudimcntarcn Anfang 
dieses Kapitels iiber orthogonale Gruppen, namlich die Konstruktion von Clif- 
fordalgebren, und keine Spuren von einem weiteren geplanten Kapitel „Anwen- 
dungen". Mit der frcundlichcn Zustimmung von Frau Karin Liincburg machen 
wir die im Nachlass vorhandenen Kapitel der Offentlichkeit zuganglich. 

Die Projektive Geometric von Heinz Liincburg spiegelt die zeitlichen Ver- 
anderungen wider, wclchcn auch die Mathcmatik untcrworfcn ist. Das Buch 
beginnt mit einem verbandstheoretischen Aufbau, gemai3 der grundlagentheo- 
retischen Perspektive der 1960er Jahre. In den Kapiteln llll und V wird die 
Liincburgschc Sicht auf die cndlichc Geometric imd auf Polaritaten deutlich. Die 
Kapitel VI und VII zeigen, dass Heinz Liincburg sich fiir die Burausche Welt der 
synthetischen algebraischen Geometric erwarmen konnte und zu dieser Theorie 
modcrne, cinsichtige Bewcisc gclicfert hat. 

Ein Vortrag von Karl Strambach zur Erinncrung an Heinz Liincburg ist als 
Anhang beigefiigt. 



Wiirzburg, im Juni 2011 



Theo Grundhofer und Karl Strambach 
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Die Grundlagen und ein bisschen mehr 



Projektive Geometrien sind zunachst Inzidenzstrukturen, bestehend aus Punk- 
ten und Geraden mit gewissen Eigenschaften. Wie sich herausstellt, verbirgt sich 
dahinter eine reiche Struktur, namlich dcr Vcrband dcr Unterraume dieser Geo- 
metrien. In dicscni Kapitel wird es nun vor allem darum gchen, diese Verbande 
vom verbandstheoretischen Standpunkt aus in den GrifF zu bekommen, soweit 
dies ohne Verwendung von Methoden der linearen Algebra, die hinter all dem 
steckt, ohne Zwang moglich ist. Insbesondere werden wir den Basissatz beweisen 
und zeigen, dass eine projektive Geometrie, deren Dimension nicht gcradc 2 ist, 
stcts dcsargucssch ist. Dies implizicrt wicderum, dass ein projektiver Verband, 
desscn Dimension mindestens 3 ist, dem Unterraumverband cines geeigneten 
Vcktorraums isomorph ist. Da die Dimension dieses Vektorraumes um 1 grofier 
ist als die Dimension der zugehorigen Geometrie, werden wir das Wort Di- 
mension nur informoll bonutzen und stattdessen vom Rang einer projektiven 
Geometrie und vom Rang eines Vektorraumes reden. 

Nicht zu den Grundlagen dessen, was wcitcr folgt, gehoren die Ausfiihrungen 
iiber vollstandig reduzible Ringe. Sie sind hier aufgenommen, wcil man an ih- 
nen demonstrieren kann, wie niitzlich der Begriff des projcktivciii Verbandes ist. 
Hinzu kommt, dass die projektive Dcutung der einschlagigen Satze Einsichten 
vermittelt, die man in Algebrabiichern vergeblich sucht. 

1. Projektive Raume 

Es sei n eine Menge, deren Elemente wir Punkte, und F eine Menge, deren 
Elemente wir Geraden nennen. Ferner sei I cine Teilmenge des cartesischen 
Produktes H x F von H und F. Ist (P, G) E I, so sagen wir, dass P mit G 
inzidiere, andernfalls, dass P imd G nicht inzidierten. Statt P inzidiere mit G 
werden wir auch andere Redewendungen wie P liege auf G oder G gehe durch 
P oder P sei enthalten in G oder ahnliche verwenden. Statt (P, G) e I bzw. 
(P, G) ^ I werden wir meist PIG bzw. P J G schreiben. Das Tripel (11, F, I) 
heifit Inzidenzstruktur . 

Es sei (n,F,I) eine Inzidenzstruktur und $ C n. Die Punkte von $ heiBen 
kollinear, falls es ein G € F gibt mit X I G fiir alle A" € <&. Sind P und Q zwei 
verschiedene koUineare Punkte und gibt es nur eine Gerade durch P und Q, so 
bezeichnen wir diese mit P + Q. Diese Bezeichnung soil an die Addition von 
Unterraumen eines Vektorraumes erinnern, da die so bezeichnete Verkniipfung 
am Ende nichts anderes als diese sein wird. 
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Aus den uniiberschbar viclcn Inzidcnzstrukturcn sondern wir die projek- 
tiven Geometrien durch die folgende Definition aus. Die Inzidenzstruktur S := 
(n, r, I) heiiSt projektive Geometrie oder auch projektiver Raum, falls S den fol- 

gcndcn Bcdingungcn gcniigt. 

(PI) Sind P und Q zwei verschiedene Punkte von S, so gibt es genau eine Ge- 
rade G von S mit P,QIG. 

(P2) Sind P, Q und R drci nicht koUinearc Punkte von S und sind D und E 
zwei weitere, verschiedene Punkte mit D 1 P + Q und E I Q + R, so gibt es 
einen Punkte F mit FIR + P und FID + E. 
(P3) Jede Gerade von S tragt wenigstens zwei Punkte. 




Veblen-Young Axiom 



Axiom (P2) wird haufig Veblen- Young Axiom genannt. Man kann es salopp 
auch so formulieren: TriflPt eine Gerade zwei Seiten eines Dreiecks in verschiede- 
nen Punkten, so triflt sie auch die dritte Seite. 

Beispiele von projektiven Geometrien sind leicht zu verschaffen. Die einfach- 
sten Beispiele sind die folgenden: 1st M eine Menge und bezeichnet P2{M) die 
Mcngc dcr Tcilmcngcn mit gcnau zwei Elcmcntcn von M, so ist (Af, P2{M), e) 
eine projektive Geometrie. So banal diese Beispiele auch erscheinen mogen, so 
werden sie uns doch spater beim Beweise des Satzes von Wielandt iiber die Au- 
tomorphismengruppe der alternierenden Gruppe ein sehr niitzliches Werkzeug 
sein. 

Projektive Geometrien, deren Geraden mehr als zwei Punkte tragen, erhalt 
man folgendermaficn: Es sei V ein Vektorraum iiber dem K5rper K. Bezeich- 
net man mit \JRi{V) die Menge der Unterraume des Ranges i von V, so ist 
(URi(y), UR2(y), C) eine projektive Geometrie. (Der Leser erinnere sich, dass 
Rang hier das ist, was anderenorts meist Dimension genannt wird.) Dies zu 
beweisen, sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Ein Tipp sci jedoch 
gegeben. Sind pK und qK zwei verschiedene Punkte, so sind pK, qK und 
{p + q)K drei verschieden Punkte auf der Geraden pK + qK. 

Es seien (E, F,!) und (11', F', I') zwei Inzidenzstrukturen. Ferner sei a eine 
Bijektion von H auf H' und r eine solche von F auf F'. Das Paar (cr, t) heifit 
Isomorphismus von (n, F, I) auf (H', F', I'), wcnn fiir alle P G H und alle G gT 
genau dann PIG gilt, wenn P"^ I' ist. Gibt es einen solchen Isomorphismus, 
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so nennen wir die bcidcn Inzidenzstrukturcn isom,orph. Isomorphismen einer 
Inzidenzstruktur auf sich heifien Automorphism,en odor Kollineationen. 

1.1. Satz. Es sei E := (11, F, I) ein projektiver Raum. 1st G € T, so setzen 
wir := {P \ P G U, P I G} . Dann ist {idu,T) ein Isomorphismus von S auf 

(n,r^e). 

Beweis. Das Einzige, was zu beweisen ist, ist die Injektivitat von r. Diese 
folgt aber unmittelbar aus der Tatsache, dass jede Gerade mindestens zwei 
Punkte tragt und zwei verschiedene Punkte nur mit einer Geraden inzidieren. 

Dicscr Satz zcigt, dass man die Geraden eines projektiven Raumes mit den 
Mengen der jeweils auf ihnen liegenden Punkte identifizieren kann. Dies ist 
immer wieder einmal bequem und wird, meist ohne es explizit zu sagen, dann 
auch getan. 

Es sei E := (11, F, I) ein projektiver Raum und U C H. Die Menge U heiSt 
Unterraum von S, falls mit zwei verschiedenen Punkten stets auch ihre ganze 
Verbindungsgerade in U liegt. (Hier liaben wir zum crsten Male Geraden mit 
Punktmengen identifiziert.) Beispiele von Unterraumen sind die leere Menge 
0, die Mengen, die nur aus einem Punkt bestehen, die Geraden und U. Wir 
bezeichncn die Menge aller Unterraume von S mit i(S). Sind X, Y E L{T,) 
und ist X in Y enthalten, so bezeichnen wir diesen Sachverhalt mit X < Y. 
Wir benutzen in diesem Falle also das Zeichen < anstelle von C. Die Relation 
< ist reflexiv, antisym,metrisch und transitiv, dh. sie ist eine Teilordnung auf 
L(E). Diese Teilordnung gilt es nun zu studieren. 

Damit der Leser ein Gefiihl dafiir bekomme, was Unterraume sind, beweise 
er das Folgendc: Es sei V ein _ft'-Vektorraum. Ferner sei X eine Teilmenge von 
URi(y). Genau dann ist X ein Teilraum von (URi(F), UR2(V^), C), wenn es 
einen Teilraum W von V gibt mit X = URi(W^). 

Ist M eine Menge, so ist L{M, P2{M), e) nichts Anderes als die Potenzmenge 
von M. 

Es ist im Weiteren bequem, die Unterraume, die nur aus einem Punkt beste- 
hen, mit diesem Punkt zu identifizieren, so dass sich also die Inzidenz dcs Punk- 
tes P mit der Geraden G durch P < G beschreiben laBt. Damit sind der Begriff 
des Punktes und der Begriff der Geraden unter den Begriff des Unterraumes 
subsumiert, so dass die Ausnahmestellung dieser Objekte beseitigt ist. 

Es sei weiterhin E eine projektive Geometric. Ist M C L(E), so ist, wie 
unmittelbar aus der Definition des Unterraumes folgt, auch f]^^j^^X e L{Y,). 
Wie iiblich definiert man daher den von M aufgespannten Unterraum, X^xeM 
von E als den Schnitt iiber alle Unterraume Y von E, fiir die X < Y fiir alle 
X G M gilt. Es gilt dann die folgende banale, aber niitzliche Aussage. 

1.2. Satz. Es sei E eine projektive Geometrie. Es sei ferner M C I/(S) und 
Y G L(E). Dann gilt: Ist Y < X fiir alle X € M , so ist Y < fl^eM^- 

X <Y fiir alle X e M, so ist J2xeM X <Y. 

Dieser Satz besagt, dass ClxeM^ grofite, in alien X G M enthaltene 
Unterraum von E ist, wahrend YlxeM '^^^ kleinste, alle X G M umfassende 
Unterraum von E ist. 
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Die Definition des Operators der im Ubrigen das ist, was man einen 
Hiillenoperator nennt, ist zwar elegant, man hatte aber auch gerne eine in- 
terne Beschreibung des von einer Menge von Unterraumen aufgespannten Un- 
terraums. Diese Beschreibung wird in Kiirze gegeben werden. Dazu dcfinicren 
wir zunachst eine binare Verkniipfung auf der Potenzmenge der Punktmenge 
n eines projektiven Raumes. 

(1) Es ist S © = © 5 = 5 fiir alle 5 C n. 

(2) Ist S eine einelementige Teilmenge von 11, so setzen wir S Q S = S. 

(3) Sind S und T Teilmengen von 11 und gibt es zwei verschiedene Punkte P 
und Q mit P G S und Q G T, so sei S QT die Menge der Punkte, die auf den 
Geraden liegen, die zwei verschiedene Punkte A und B mit A G S und B e T 
verbinden. 

Die wesenthchen Eigenschaften dieser Operation sind im folgenden Satz 
aufgehstet. 

1.3. Satz. Es sei T, := (11, F, I) eine projektive Geometrie. Sind S, T und U 

drei Teilmengen von H, so gilt: 

(a) IstSCT, so ist S QU CTQ U. Insbesondere istSCSQS. 

(b) Es ist S QT = T Q S. 

(c) Ist R e und gilt S , T C R, so ist S Q T C R. 

(d) Es istiSQT)QU = SQiTQU). 

(e) Genau dann gilt S Q S = S , wenn S G ist. 

(f) Sind S,T G so ist S QT ^ S ^-T. 

Beweis. (a) Die erste Aussage von (a) folgt unmittelbar aus der Definition 
von ©. Wendet man dies nun statt auf S, T und U auf 0, S und S an, so folgt 

5 = 0©S'CS'©S'. 

(b) und (c) folgen unmittelbar aus der Definition von © und der definieren- 
den Eigenschaft von Unterraumen mit zwei Punkten ihre Verbindungsgerade zu 
enthalten. 

Um (d) zu beweisen, nehmen wir zunachst an, dass alle drei Mengen nur aus 
einem Punkt bestehen, so dass wir sie gemafi unscrcr Konvention mit dicscn 
Punkten identifizieren. Liegen S, T und U auf der Geraden G, so folgt mit (c), 
dass (S © T) © [/ und 5 © (T © U) in G liegen. 1st SqT =U, so folgt, dass 
S = T = U ist. In diesem Fallc gilt also (d). Enthiilt S QT einen Punkt, der 
von U verschieden ist, so ist S U oder T ^U. \st S ^ U, so folgt 

G = SqUC{SqT)QUCG 

und 

g = squcsq{tqu)cg, 

so dass (d) auch in diesem Falle gilt. Ist T ^ U, so folgt (d) entsprechend. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass S, T und U nicht kollinear sind. Dann 
sind sie insbesondere auch paarweise verschieden. Wir zeigen zunachst, dass 
Sq{TqU) C{SQT)QU gilt. Dazu sei A € S & {T QU). Auf Grund von (a) 
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diirfcn wir annehmen, dass A ^ S QT, U gilt. Wegen A G S Q {T QU) gibt es 
ein B G TqU mit A < S + B. Ware B = T,so ware A < S + T im Widerspruch 
zu A ^ S QT. Also ist B ein von T verschiedener Punkt in T QU = T + U, 
so dass insbesonderc T + U = T + B ist. Hieraus folgt wcitcr, dass B, S und 
T nicht koUinear sind. Weil A U ist, gibt es nach (P2) daher einen Punkt C 
auf S + T mit C < A + U. Nun ist S + {T nT) + U = T, so dass C ist. 
Hiermit folgt zusammen mit S + T = S QT, dass 

A< A + U = C + U = CqU C{SQT)QU 

ist. Damit haben wir gezeigt, dass S Q{TqU) C {S QT)QU gilt. Mit (b) 
folgt nun 

{S QT) QU = U @ {T Q S) C {U @T) Q S = S Q {T QU). 

Also ist in dicscni Fallc tatsaclilich S Q {T Q U) = (S Q T) Q U . 

S, T und U seien nun beliebige Punktmengen. Ist eine von ihnen leer, so 
ist (d) sicherlich erfiillt. Wir diirfen daher annehmen, dass keine von ihnen leer 
ist. Ist P G {S QT)qU, so gibt es also Punkte A, B und C mit Ae S, B e S, 
B e T und C e U sowie P £ {Aq B) Q C. Mit dem bereits Bewiesenen und 
(a) folgt 

PGAQ{BQC)CSQiTQU), 

SO dass {SqT)qU C Sq{TqU) ist. Hieraus folgt unter Benutzung von (b), 
dass 

SQ{TqU) = {UQT)qSCUQ{TqS) = {SqT)QU 

ist. Damit ist (d) bewicsen. 

Genau dann ist S € L{T,), wenn S mit zwei verschiedenen Punkten stets 
auch ihre Verbindungsgerade enthalt. Dies bedeutet, dass S genau dann in 
L(E) licgt. wonn S Q S C S ist. Aus (a) folgt abcr, dass stets S C S S gilt. 
Somit ist S genau dann ein Unterraum von E, wenn SqS = 5 ist. Dies beweist 
(e). 

Es scicn S und T Untcrraume von S. Nach (c) gilt dann S QT C S + T. 
Mittels (b), (d) und (o) folgt 

SqtqSqt = sqSqtqt = sqt, 

so dass S QT nach (e) ein Unterraum ist. Wegen S, T C S Q T gilt nach 1.2 
daher S + T C S QT, so dass auch (f) richtig ist. Damit ist alles bewiescn. 

Es sei A eine Menge und -< sei eine binare Relation auf A, die reflcxiv und 
transitiv sei. Wir nennen A beziiglich -< gerichtet, wenn es zu a, /3 G A stets 
ein 7 G A gibt mit a ^ 7 und /3 -< 7. Prominentestes, nicht trivialcs Bcispiel 
fiir diese Situation ist die Menge Fin(M) der endlichen Teilmengen einer Menge 
M, die beziiglich der Inklusion gerichtet ist, da die Vereinigung zweier endlicher 
Mengen wieder endlich ist. 

Ist S eine projektive Geometric und ist M C i(S) beziiglich der auf i(E) 
definierten Relation < gerichtet, so nennen wir M aufsteigendes System von 
Unterraumen von E. Es gilt nun 
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1.4. Satz. 1st S eine projektive Geometrie und ist M ein aufsteigendes System 
von Teilrdumen von S, so ist 

U ^- 

Bcweis. Es seien P und Q zwci Punktc aus UxeM S^^* dann Y, 

Z e M mit P <Y und Q <Z. Weil M gerichtet ist, gibt es ein i7 G M mit Y, 
Z <U.Es folgt 

P + Q<U< U X. 

Folglich ist [JxeM Teilraum von S. Da dieser Teilraum in J2xeM ^ li^gt, 

folgt mit 1.2 die Gleichheit dieser beiden Raume. 

Es sei M eine Teilmenge der Potenzmenge P(n) von 11, wobei 11 wieder die 
Punktmenge einer projektiven Geometrie sei. Ist M endlich, so ist klar, da 
assoziativ und kommutativ ist, was wir unter 

Qx. 

xeM 

zu verstehen haben. Wegen 1.3 (a) gilt 

Qx= U O^- 

XeM NCM XeN 

Ist M eine nicht notwondig cndliche Teilmenge von P(n), so setzen wir den 
obigen Sachverhalt benutzend 

0^:= U O^- 

XeM NeFin{M) XeN 

Damit sind wir nun in dcr Lage, die versprochene interne Beschreibung der 

Summc von Untcrraumcn zu gcbcn. 

1.5. Satz. Ist S eine projektive Geometrie und ist M eine Teilmenge von 
L(E), so ist 

XeM XeM 

Beweis. Induktion nach \M\ zcigt untcr Vcrwcndung von 1.3 (f), dass der 
Satz richtig ist, falls M endlich ist. Daher ist in jedem Falle 

{Oxeiv^l^eFin(M)} 

ein aufsteigendes System von Teilraumen von S, so dass QxeM ^ nach Satz 
1.4 ein Teilraum ist. Mittels Satz 1.2 folgt schliefilich die Behauptung. 
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Als nachstes bewciscn wir die Giiltigkeit eincs cingcschranktcn Distributivge- 
setzes in -L(E). Dieses hat Dedekind als Erster betrachtet, so dass es heute seinen 
Namen tragt (Dedekind 1897). 

1.6. Dedekindsches Modulargesetz. Es sei S eine projektive Geometrie. 
Sind S,T,U G L(S) und ist T < S, so ist S niT +U) = T + {S nU). 

Beweis. Die Gleichung ist richtig, falls T oder U leer ist. Wir diirfen daher 
annehmen, dass dies nicht der Fall ist. 

Es ist ferner trivial, dass T + {S n U) < S n {T + U) ist. Es sei also A ein 
Punkt von S r\{T + U). Ist A < T, so ist nichts zu beweisen. Wir diirfen also 
A^T annehmen. Nun ist A <T + U und nach 1.3(f) ist T +U = TqU. Weil 
T und U nicht leer sind, gibt cs dann zwei Punktc B und C mit B < T, C < U 
und A< B + C. Wegen A^T ist Aj^ B, woraus folgt, dass B + C = B + A 
ist. Somit ist 

C<A + B<S + T = S, 
da ja T < 5 gilt. Also ist C < 5 n i7. Hieraus folgt schliefilich 

A< B + C <T + {SnU), 

was zu beweisen war. 

Eine weitere wichtige, wenn auch banal zu beweisende Eigenschaft einer 
projektiven Geometrie wird im nachsten Satz formuliert. 

1.7. Satz. Es sei M ein aufsteigendes System von Teilrdurnen des projektiven 
Ravmes S. Ist dann Y G L{T.), so ist Y fi J2xeM ^ = J2xeMi^ ^ 

Beweis. Mittels Satz 1.4 folgt, da ja auch {YOX \ X e M} ein aufsteigendes 
System von Teilraumen ist, 

yn^x = yn |J x = \J {Ynx)= ^(ynx). 

xeM xeM xeM xeM 

1.8. Satz. £^5 sei S eine projektive Geometrie. Sind X, Y G -t'(S) und gilt 

X n y = 0, so gibt es ein Z e L(S) mit Y < Z , X n Z = 9 und X + Z = II, 
wobei n wieder die Menge aller Punkte von E bezeichne. 

Beweis. Es sci N := {U \ U e L{^),Y < C/,X n [/ = 0}. Dann ist N 
nicht leer, da Y zu gehort. Es sei M C A^ ein aufsteigendes System von 
Unterraumen von S. Nach 1.4 ist dann V :~ Uj/gm ^ Teilraum von S, der 
natiirlich Y enthalt. Weil V die mcngentheoretische Vcrcinigung der U aus M 
ist, folgt, dass der Schnitt von V mit X leer ist. Somit gilt V & N. Auf Grund 
des zornschen Lemmas gibt es daher einen maximalcn Teilraum Z in N. Es sei 
P G n. Wir miissen zeigen, dass P in X + Z licgt. Dazu diirfen wir annehmen, 
dass P weder zu X noch zu Z gehort. Dann ist insbesondere Y < Z < Z + P, 
so dass die Maximalitat von Z impliziert, dass X r\ {Z + P) ^0 ist. Es gibt 
also einen Punkt Q mit Q < X {Z + P) . Weil P nicht in X liegt, ist Q von 
P verschieden. Ferner ist Z + P = Z Q P. Es gibt daher einen Punkt R mit 
R < Z und Q < R + P. Wegen Q < X und X n Z = ID ist Q R. Also ist 
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R + P = Q + R. Daher ist P < Q + R < X + Z. Dies zeigt, dass in der Tat 
X + Z = n ist. 

1.9. KoroUar. Ist X G L(E), so gibt es ein Z e L{T,) mit X (1 Z = ^ und 

x + z = 'n. 

Beweis. Dies folgt mit y := aus 1.8. 

Ist S eine projektive Geometrie, sind X, Y, Z G i(S) und gilt X OY = 
und X + Y = Z, so nennen wir Y Komplement von X in Z. Diesen Sachverhalt 
beschreiben wir, wie in der Algebra iiblich, durch X (BY = Z. 

1.10. Satz. Es sei S eine projektive Geometrie und U ihre Punktmenge. Ist 
U = X (BY und ist Y das einzige Komplement von X, so ist 11 = X U Y. 

Beweis. Es sei P € 11 und P ^ X. Nach 1.8 gibt cs cin Komplement Z von 
X mit P < Z. Weil Y das einzige Komplement von X ist, ist Z = Y. Damit 
ist alles bewiesen. 

1.11. KoroUar. Es sei S eine projektive Geometrie. Trdgt jede Gerade von 
S wenigstens drei Punkte, so sind und 11 die einzigen Unterrdume von S, die 
genau ein Komplement besitzen. 

Beweis. Es sei 11 = X ® F und X und Y seien beide nicht leer. Ist dann 
P ein Punkt auf X und Q cin Punkt auf F, so enthalt die Gerade P + Q noch 
einen dritten Punkt R. Wegen XnF = ist P + Q weder in X noch in Y 
enthalten. Folglich liegt R weder in X noch in Y. Nach 1.10 ist Y daher nicht 
das einzige Komplement von X. 

Es sei < eine Teilordnung auf der Menge L und <' eine solchc auf der Mcngc 
L'. Die Bijektion a von L auf L' heifit Isomorphismus von {L,<) auf (L',<'), 
wenn fiir alle x, y & L genau dann x < y gilt, wenn x'^ <' y" ist. 

Ist V ein A'-Vcktorraum, so bezeichnen wir mit L{y) die Menge seiner Un- 
terraume. Ferner setzen wir 

S(y) := {UR^{V),UR2{V),C). 

Es gilt dann der folgende Satz, dessen Beweis dem Leser als Ubungsaufgabe 
iiberlassen bleibe. 

1.12. Satz. Es sei V ein K-Vektorraum. Seize X" := URi(X) fiir alle 
X g L{V). Dann ist a ein Isomorphismus von {L{V), C) auf (L(S(V")), <). 

In Kapitel II werden wir sehen, dass die projektiven Geometrien, deren Rang 
mindestens 4 ist, alle von dieser Art sind. 

2. Projektive Verbande 

Als Nachstes geht es darum, die Menge der Unterraume einer projektiven Geo- 
metrie verbandstheoretisch zu charakterisieren. 

Es sei L eine Menge und < sci eine Teilordnung, dh. eine reflexive, anti- 
symmetrische und transitive Relation auf L. Gibt es in L ein Element 11 mit 
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X < H fiir alle X G L, so nenncn wir 11 das groflte Element von L. Hat das 
Element G L die Eigenschaft, dass < X gilt fiir alle X G L, so nennen wir 
das kleinste Element von L. Aus der Antisymmetrie der Relation < folgt, dass 
einc tcilwcisc gcordnete Menge hochstens ein grofites und hochstens ein kleinstes 
Element besitzt. 

1st M C i und ist R eine Element von M, so dass X € M und R < X 

implizicrt, dass R = X ist, so lieifit R maximales Element von M . Entsprechend 
werden minimale Elemente definiert. Ist 5 G L und ist X < 5* fiir alle X G M, 
so heifit S obere Schranke von M. Untere Schranken werden entsprechend 
definiert. Hat schlicfilicli die Mcngc der oberen Schranken von M cin kleinstes 
Element, so heifit dieses Element obere Grenze von M . Besitzt M eine obere 
Grenze, so bezeichnen wir diese mit "Y^x^m Besitzt die Menge aller unteren 
Schranken von M cin grofites Element, so heifit dieses Element untere Grenze 
von M. Wir bezeichnen sie mit ClxeM Obere und untere Grenzen sind, falls 
sie existieren, eindeutig bestimmt. 

Ist L cine tcilwcisc gcordnete Mcngc und besitzt jcdc nicht Icerc cndlichc 
Teilmenge von L eine untere und eine obere Grenze, so heifit L Verband. Hat 
jede Teilmenge von L eine obere und eine untere Grenze, so heifit L vollstdndiger 
Verband. Ein voUstiindigcr Verband besitzt stets ein grofites und ein kleinstes 
Element, namlich H := J2xeL ^ ^^"^ := Plxei ^■ 

Bei der Definition des vollstandigen Verbandes haben wir des Guten zuviel 
getan, wie der folgende Satz zeigt. 

2.1. Satz. IstL eine teilweise geordnete Menge, so sind die folgenden Aussagen 
dquivalent: 

(a) L ist ein vollstdndiger Verband. 

(b) Jede Teilmenge von L hat eine untere Grenze. 

(c) Jede Teilm,enge von L hat eine obere Grenze. 

Beweis. (b) und (c) folgen natiirlich aus (a). 

Es gelte (b) und es sei M C L. Mit M* bezeichnen wir die Menge der 
oberen Schranken von M und mit M** bezeichnen wir die Mcngc der unteren 
Schranken von M*. Dann ist natiirlich M C M** . Nach Voraussetzung besitzt 
M* eine untere Grenze U. Per definitionem ist U das grofite Element von M** , 
so dass insbesonderc X < U gilt fiir alle X e M. Folglich ist U € M* . Wcgcn 
J7 < F fiir alle Y € M* ist U das kleinste Element in M* , so dass U eine obere 
Grenze von M ist. Damit ist gezeigt, dass L ein vollstandiger Verband ist. 

Ganz entsprechend zeigt man, dass (a) auch aus (c) folgt. 

Es sei L cin Verband mit kleinstem Element 0. Genau die minimalen Ele- 
mente von L — {0} heifien Atome von L. Solche braucht es nicht zu geben. Gibt 
es jedoch zu jedem X G L — {0} ein Atom A mit A< X, so heifit der Verband 

L atomar. 

Es sei L ein Verband mit kleinstem Element und grofitem Element H. Sind 
A, B G L und ist A + B = JI sowie ^ D B = 0, so heifit B Komplement von 
A. Diesen Sachverhalt bezeichnen wir wic schon zuvor mit II = A (B B. Hat 
jedes Element von L ein Komplement, so heifit L komplementdrer Verband. Der 
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Vcrband L hcifit irreduzibel , falls und 11 die einzigen Elemente von L sind, die 
genau ein Komplement haben. 

Der Verband L heifit modular, falls aus A, B, C G L und B < A folgt, dass 
An{B + C) = B + {AnC) folgt. 

Es sei L ein Verband und M sei eine Teilmenge von L. 1st M beziiglich 
der auf L gegebenen Teilordnung gerichtet, so nennen wir M ein aufsteigendes 
System. Der Vcrband L hcifit nach oben stefAg, falls allc aufstcigcndcn Systcmc 
von L eine obere Grenze haben und falls fiir alle aufsteigenden Systeme M und 
alle YgL gilt, dass Y n ExeM ^ = ExeMi^ n X) ist. 

Eincn voUstandigcn, atomaren, modularcn, komplcmcntarcn und nach oben 
stetigen Verband nennen wir projektiv. Die Ergebnisse des ersten Abschnitts 
lassen sich nun zusammenfassen zu 

2.2. Satz. Ist S eine projektive Geometrie, so ist L{T,) beziiglich der Inklusion 
als Teilordnung ein projektiver Verband. 

Das Hauptzicl dieses Abschnittcs ist nun zu zcigcn, dass jcdcr projektive 
Verband zum Unterraumverband einer projektiven Geometrie isomorph ist. 
Es sei L ein Verband und C, D G L. Ferner sei C < D. Wir setzen 

D/C -.^iX \ X e L, C <X <D} 

und nennen D/C den Quotienten von D nach C. Offenbar ist D/C beziiglich 
der in L definierten Teilordnung ein Verband, m. a. W., D/C ist ein Teilverband 
von L. 

2.3. Transformationsregel. Es sei L ein modularer Verband und A und B 
seien Elemente von L. Seize 

X'':=XnBfurX€{A + B)/A 

und 

V — Y + AfiirY € B/{A n B). 

Dann ist a ein Isomorphismus von [A + B)/A auf B/{A n B) und r ist ein 
Isomorphismus von B/{A fl B) auf {A + B)/A. Uberdies sind a und r invers 
zueinander. 

Beweis. Aus A < X folgt A OB < XOB < B, so dass a cine Abbildung von 
{A + B)/A in B/{A n B) ist. 1st Ac^ B <Y < B, so folgt A<Y + A< A^- B, 
so dass T eine Abbildung von B/{A D B) in [A + B)/A ist. 

Ist A< X < A + B, so folgt auf Grund der Modularitat von L, dass 

X"'' = {X r\ B) + A = X r\ {A + B) = X 

ist. Folglich ist err die Idcntitat auf [A + B)/A. 1st Ar\B <Y < B, so folgt 
wiederum wegen der Modularitat von L, dass 



Y''" = {Y + A) n B = Y + {An B) = Y 
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ist. Also ist T(j die Identitat auf B/{An B). Folglich sind a und r zueinander 

inverse Bijektionen. 

Schliefilich folgt ans A < Xi < X2 < A + B, dass Xf = n B < X2 n B = 
ist, und aus ^nS < Yi < ^2 < -B folgt, dass auch = Yi+a < Y2+A = Y{ 

gilt. Damit ist alios bewicscn. 

2.4. KoroUar. Ist P ein Atom des modularen Verbandes L, dessen kleinstes 
Element wieder mit bezeichnet sei, und ist A G L, so ist entweder P < A oder 

(A + P) I A und P/0 sind isomorph. 

Beweis. Nach 2.3 sind {A + P)/A und P/{A n P) isomorph. Nun ist < 
Ar\P <P und daher, da P ein Atom ist, entweder A n P = oder Ar\P = P, 
dh., P<A. 

2.5. Korollar. Es sei L ein modularer Verband mit kleinstem Element 0. Sind 
P, Q und R Atome von L, ist P und R< P + Q, so ist P + Q = P + R. 

Beweis. Es ist P ^ Q, da sonst P = Q = R ware. Somit ist {P + Q)/P nach 
2.4 zu Q/0 isomorph. Da dor Quotient Q/0 nur aus den Elementen und Q 
besteht, enthalt der Quotient {P + Q)/P nur die beiden Elemente P und P + Q. 
Hieraus folgt, dass P + R = P + Q ist, dajaP<P + ii<P + Q ist. 

2.6. Satz. Es sei L ein modularer Verband mit kleinstem Element 0. Ferner 

seien P und Q zwei verschiedene Atome von L. Schliefilich sei A ^ L und 
Q < P -\- A. Ist Q < A, so setzen wir R := Q. Ist Q ^ A, so setzen wir 
R := Ad {P + Q). Dann ist R ein Atom und es gilt R< A und Q < P + R. 

Beweis. Ist Q < A, so ist nichts zu beweisen. Es sei also Q ^ A. Dann ist 
auch P ^ A, da andernfalls Q < P + A = A ware. Es folgt PnA = und 
weiter 

P/0 = P/{P nA)^{A + P)/A ^{A + P + Q)/A = (P + Q)/R. 

Somit ist (P + Q)/R = {P, P + Q} und R^ P + Q. Andererseits ist 

(P + P)/R^ P/{P n P) = P/0, 

dajaPnP < PDA = ist. Also ist (P + P) = {P,P + P} und P ^ P + R. Nun 
ist aber P+P < P+Q+P = P+Q und folglich {R+P)/R C {P+Q)/R. Hieraus 
folgt zusammen mit dem bereits Bewiesenen, dass {P, P + P} = {P, P + Q} 
und damit dass P + Q = P + P ist. Damit ist zunachst gezeigt, dass Q < P + R 
ist. 

Es bleibt zu zeigen, dass P ein Atom ist. Dies folgt nun aus 

P/0 = P/(P f^R)'^{R + P)/P = (Q + P)/P = Q/(P n Q) = g/0, 
wobei wir erst hier die Voraussetzung P ^ Q benutzt haben. 

Der nachste Satz ist der verbandstheoretische Hintergrund des Veblen- Young 
Axioms. 

2.7. Satz. Es sei L ein modularer Verband mit und P, Q und R seien drei 
verschiedene Atome von L mit R ^ P+Q. Sind dann S und T zwei verschiedene 
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Atome mit S < P + Q und T < Q + R, so gibt es ein Atom U mit U < S + T 
undU < R + P. 

Beweis. 1st S = P, so tut's U := P. Es sei also S P. Nun ist 5 < P + Q. 
Nach 2.5 ist dahcr P + Q = P + S. Also ist Q < P + S. Hicraus folgt, dass 
T <Q + R< S + P + R ist. Aus 2.6. folgt schliefilich, dass es ein Atom U gibt 
mit U < P + R und T < S + U. Weil T ^ S ist, folgt wiederum aus 2.5, dass 
S + U = S + T ist. Also ist auch U < S + T. Damit ist alles bewiesen. 

Fiir spatcrc Vcrwcndung bcwciscn wir den nachstcn Satz, dcr auf der Menge 
der Atome eines modularen Verbandes eine Aquivalenzrelation beschreibt. Bei 
seinem Beweis wird der gerade bewiesene Satz benutzt. 

2.8. Satz. Es sei L ein modularer Verband mit kleinstem Element 0. Sind 

P und Q Atome von L, so setzen wir P ^ Q genau dann, wenn entweder 
P — Q ist oder wenn P + Q wenigstens drei Atome umfasst. Dann ist ~ eine 
Aquivalenzrelation auf der Menge der Atome von L. 

Beweis. Die Relation ^ ist offcnkundig reflexiv und symmctriscli. Um die 
Transitivitat zu beweisen, seien P, Q und R drei Atome von L und es gelte 
P Q und Q R. Sind zwei der drei Atome gleich, so ist nichts zu beweisen. 
Wir diirfen dahcr annchmcn, dass sie paarwcisc vcrschicdcn sind. Ist R < P+Q, 
so folgt P+R = P+Q. Hieraus folgt, dass P+R mindestens drei Atome enthalt, 
so dass P ~ gilt. Es sei schliefilich R ^ P + Q. Wegen P ~ Q und Q ~ P 
gibt cs cin von P und Q vcrschicdcncs Atom A mit A < P + Q und ein von 
Q und R verschiedenes Atom B mit B < Q + R. Nach 2.7 gibt es ein Atom 
C mit C < A + B und C < R + P. Es bleibt zu zeigen, dass C von P und R 
verschieden ist. Ware C = P, so folgte C + A~P + A<P + Q und damit 
C + A = P + Q,daiaPy^A ist. Aus C < A + P folgte weiter C + A = A + B 
und daher 

B <{P + Q)n{Q + R) = Q. 

Dieser Widerspruch zcigt, dass C 7^ P ist. Ganz entsprechend zeigt man, dass 
auch C R gilt. Damit ist alios bowioscn. 

Es sei L ein Verband mit kleinstem Element 0. Der Verband L heifit relativ 
atomar, wenn es zu A, B G L mit B < A stets ein Atom P gibt mit B < 

B + P<A. 

2.9. Satz. Es sei L ein Verband mit kleinstem Element 0. Ist L relativ atomar, 
so ist jedes Element von L die obere Grenze der in ihm enthaltenen Atome. 

Beweis. Es sei A ein von verschiedenes Element von L und S sei die Menge 

der in A enthaltenen Atome. Dann ist A cine obere Schrankc von S. Es sei B 
eine weitere obere Schranke von S. Dann ist auch BCiA eine obere Schranke von 
S. Ware Br\A<A,so gabe es ein Atom P mit B n A < {B n A) + P < A. Es 
folgte P € S und damit der Widerspruch P < B n A. Also ist A = AnB < B. 
Somit ist A die kleinste obere Schranke von S, was zu beweisen war. 

Der Verband L heifit relativ komplementdr , wenn jeder Quotient zweier El- 
emente von L ein komplemcntarer Verband ist, dh., wenn es zu U, V, W G L 
mitU <V <W stets ein X € L gibt mitVnX = UundV + X = W. 
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2.10. Satz. Es sei L ein komplementdrer und modularer Verband mit grofitem 
Element H und kleinstem Element 0. Ferner seien U , V und W drei Elemente 
von L mit U < V < W und Y sei ein Komplement von V inU. Seize X := 
U + {Y nW). Dann ist X nV = U und X + V = W. Mit anderen Worten, 
jeder komplementdre, modulare Verband ist relativ komplementdr. 

Beweis. Es ist V + X = V + U + {Y nW) = V + {Y nW). Wegen der 
Modularitat von L ist daher 

v + x = wn{v + Y) = w. 

Andererseits ist, wiederum auf Grund der Modularitat von L, 

vnx = vn{u + {Yr\W)) 

= u + {vnY nw) = u + {onw) = u. 

Damit ist alles bewiesen. 

2.11. Satz. In einem atomaren, komplementaren und modularen Verband ist 
jedes Element die obere Grenze der in ihm enthaltenen Atome. 

Beweis. Nach 2.9 geniigt es zu zeigen, dass jeder solche Verband relativ 
atomar ist. Dies folgt aber unmittelbar aus der in Satz 2.10 etablierten relativen 
Komplementaritat cincs komplementaren modularen Verbandcs. 

An dieser Stelle ist eine methodische Bemerkung angebracht. Ist S eine 
projektive Geometric, so ist L{T,) auf Grund seiner Definition natiirlich relativ 
atomar. Man benotigt also nicht die relative Komplementaritat dieses Verban- 
des, um dies festzustellen. Dies ware mit Kanonen nach Spatzen geschossen, da 
man die Komplementaritat von nur iiber das zornsche Lemma erhalt. 

2.12. Satz von der endlichen Abhangigkeit. Es sei L ein relativ atomarer, 
vollstdndiger Verband. Genau dann ist L nach oben stetig, wenn gilt: Ist P ein 
Atom und S eine Menge von Atomen von L, ist ferner P < X^Qgs Q> 9^^^ 
es endliche viele Punkte Qi, . . . , QtinS mit P < Qi- 

Beweis. Es sei L nach oben stetig. Ferner sei P cin Atom und S eine Menge 
von Atomen von L und es gelte P < ^^oes *3- System M := {J2Qe'f> ^ I 
$ € Fin(S')} ist aufsteigend. Ferner ist 2xeM — ^QeS Folglich ist 

P = Pn^Q = Pn ^= ^(.P<^^)- 

QeS xeM xeM 

Hieraus folgt die Existenz eines X G M mit P (1 X 0. Weil P ein Atom ist, 
folgt welter P < X. Weil X von einer endlichen Teilmenge von S erzeugt wird, 
gibt OS also cndlich viclc Qi, . . . , Qi G S mit P < Yll.^i Qi- 

Umgekehrt gelte: Wann immer P ein Atom und S eine Menge von Atomen 
von L ist, so dass P < X^qss ^ ^° S^^* ®^ endlich viele Qi, . . . , Qt £ S 
mit P < J2l.^i Qi- Unter dieser Annahme miissen wir nun zeigen, dass L nach 
oben stetig ist. 
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1st X E L, so bczcichncn wir mit S{X) die Menge der in X enthaltenen 
Atome. Nach 2.9 ist dann X = EQeS(x) Q- Ferner gilt S{X) n S{Y) = S{X D 
Y). 

Es sei nun M ein aufsteigendes System von L. Ferner sei B G L. Dann ist 

^{Bnx)<Bn ^ X. 

xeM xeM 
Es sei P ein Atom von B n J2xeM Dann ist insbesondere 

xeMQeS{x) 

Es gibt also Qu Qi. e UxeM ^i^) ™it P ^ EUi ^i- Weil M gerichtet 
ist, gibt es ein y e M mit Qi, . . . , Qt e Y. Es folgt 

p < BnY < Bn X. 

XGM 

Weil in einem relativ atomaren Verband jedes Element die obere Grenze seiner 
Atome ist, folgt schliefilich 

Bn Yx< J2iBnx). 

XeM XeM 

Damit ist Satz 2.12 bewiesen. Er wird uns im nachsten Abschnitt gute Dienste 
leisten. 

Nun zeigen wir, dass jeder projektive Verband zum Unterraumverband einer 
projektiven Geometrie isomorph ist. 

2.13. Satz. Es sei L ein projektiver Verband. Wir definieren eine Inzidenz- 
struktur S wie folgt. Punkte von S sind die Atome von L. Geraden von E sind 
die Elemente der Form P + Q von L, wobei P und Q zwei verschiedene Atome 
von L sind. Dann ist S eine projektive Geometrie und die Verbdnde L und 
L(E) sind isomorph. 

Bcwcis. Durch zwci vcrschicdonc Punkte von E gcht stcts cine Gcradc, und 
aus 2.5 folgt, dass os auch nur eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte 
gibt. Also gih (PI). Nach 2.7 gilt auch (P2). Schliefilich gilt (P3) auf Grund 
der Definition einer Geraden. 

Um die Isomorphic von L und zu bcweisen, probiere man das Nachst- 

liegende. Funktionierte dies nicht, ware man in Schwierigkeiten. Fiir X Cz L 
setzen wir also X"^ gleich der Menge der in X liegenden Atome und fiir Y G L(Yi) 
setzen wir Y'^ :— X^gey wobei ^ die obere Grenze in L bezeichne. Dann 
ist a eine Abbildung von L in L(E) und r eine Abbildung von L^E) in L. 1st 
nun X € I/, so ist X die obere Grenze der in X enthaltenen Atome. Daher ist 
X'^^ = X, so dass err = idL ist. 

Es sei Y € i(E) und P ein Atom von L mit P < Y'^ . Wir zeigen, dass 
P in y liegt. Nach dem Satz von der endlichen Abhangigkeit gibt es Qi, . . . , 
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Qt GY mit P < Yll-=i Qi' wobci ^ sich wiedcr auf L bezieht. 1st < = 1, so ist 
P = Qi e r. Es sei also t > 1. Dann ist P < Qi+J2l.=2 Qi- ^^ch Satz 2.6 gibt 
es einen Punkt R mit P < Qi +-R und R < X]i =2 Qi- Nach Induktionsannahme 
ist R E Y. Dann ist aber Qi + R cine Gerade von Y, so dass auch P qY gilt. 
Somit ist Y'^'^ = Y, so dass ra = idnY.) ist. Folglich sind a und r zueinander 
inverse Bijektionen. Dass beide inklusionstreu sind, ist banal. 

Die Prage, wann ein projektiver Verband irreduzibel ist, ist nun leicht zu 
beantworten. 

2.14. Satz. Es sei L ein projektiver Verband. Genau dann ist L irreduzibel, 
wenn auf jeder Geraden von L wenigstens drei Punkte liegen. Ist L irreduzibel, 
sind X, Y G L und gilt Y < X, so ist auch X/Y irreduzibel. 

Bcwcis. Nach 2.13 diirfen wir annchmcn, dass L = ist, wobei S wie 

in 2.13 dcfinicrt sci. Liegen nun auf jeder Geraden von S drei Punkte, so ist L 
nach 1.11 irreduzibel. 

Es sei L irreduzibel. Ferner sei U cine Aquivalenzklasse der in 2.8 crklarten 
Aquivalenzrelation ^. Dann ist U G L. Es sci V die Mcnge der nicht in 
U liegendcn Punkte von a. Dann ist auch V G L, da V Vereinigung von 
Aquivalenzklasscn von ^ ist. Dann istUUV = Yl = U(t)V. Hieraus folgt aber, 
dass V das cinzige Komplement von U ist. Da U als Acjuivalenzklassc nicht leer 
ist, ist U = H, da L als irreduzibel vorausgesetzt war. Somit ist y = und 
alle Geraden von S sind in U enthalten und tragen daher alle mindestens drei 
Punkte. 

Es sei L irreduzibel, es seien X,YgL und es gcltc Y < X. Es sei G e X/Y 
eine Gerade von X/Y. Weil L relativ komplementar ist, gibt cs ein H mit 
G = Y(BH. Mittels der Transformationsregel folgt, dass H/0 zu G/Y isomorph 
ist. Also ist H eine Gerade, tragt daher drei verschiedene Punkte Pi, P2 und 
P3. Setze Qi := P, + Y. Dann sind Qi, Q2, Q3 drei verschieden Punkte von 
X/Y, die alle auf G liegen. Folglich ist X/Y irreduzibel. 

Es sei {Li \ i & I) eine Familie von Verbanden. Wir versehen das cartesische 
Produkt C := cartig/Li der Lj mit einer binaren Relation <, indem wir fiir alle 
F, G G C genau dann F < G setzen, wenn Fi < Gi fiir alle i G I gilt. Es ist 
schnell verifiziert, dass (C, <) ebenfalls ein Verband ist. Sind alle Li projektiv, 
so ist auch C projektiv. 

2.15. Satz. Es sei L ein projektiver Verband. Auf Grund von 2.13 diirfen 
wir jedes Element von L mit der Menge der auf ihm liegenden Punkte identi- 
fizieren. Es sei H die Menge aller Punkte von L und bezeichne die leere Menge. 
Es sei weiter n/~ die Menge der Aquivalenzklassen der in 2.8 definierten 
Aquivalenzrelation ~. Ist dann U G 11/ so ist U G L und der Quotient U/0 
ist mit der von L ererbten Teilordnung ein irreduzibler projektiver Verband. Ist 
nun X G L, so definieren wir 

a{X) G cart[/gn/".C^/0 
durch a{X)u := XnU. Dann ist a ein Isomorphismus von L aufcaitu^u/^U/O. 
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Bcwcis. Natiirlich ist cine Abbildung von L in das fragliche cartesische 
Produkt, welches wir abkiirzend mit C bezeichnen. Es sei cf{X) = ciY). Dann 
ist 

x = xr\ U ^= U ^'^^ 
= y rn;7 = yn |J u = y. 

Dies zeigt, dass a injcktiv ist. Um zu zcigcn, dass <j auch surjektiv ist, sei F G C. 
Wir setzen X := ^uen/r-^Pu- Sind P und Q zwei verschiedene Punkte von X, 
so liegt auch P + Q ganz in X: Dies ist sicherhch richtig, wenn P und Q in ein 
und demselben Fjj liegen. Liegen sie aber in verschiedenen Aquivalenzklassen, 
so liegen auf P + Q nur die beiden Punkte P und Q. Somit gilt X & L. Da nun 
(y{X) = Fu ist, ist a auch surjektiv. 
Die Inklusionstreue von a ist banal. 

Dieser Satz zeigt, dass man alle projektiven Verbande kennt, wenn man nur 
die irreduziblen unter ihnen kennt. 

3. Der Basissatz 

Die Vorgehcnsweisc in diescm Abschnitt mag dem ein oder andercn Lcser um- 
standlich erscheinen. Sie erklart sich daraus, dass ich immer versuche, ohne das 
Auswahlaxiom auszukommen. 

Es sei L ein projektiver Vcrband, dcsscn Punktmcngc wir wicder mit 11 
bezeichnen. Wir nennen X £ L endlich erzeugt, wenn es ein $ S Fin(n) gibt 
mit X = X^pg$ P- 1st X endlich erzeugt, so setzen wir 

RgLiX) := min{ |cl>| | $ e Fin(n), X = Epe$ P} 

und lesen Rgj^{X) als Rang von X. Ist 11 endlich erzeugt, so nennen wir Rg^{U) 
auch Rang von L. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass im Falle der 
Endlichkeit von Iig]^{X) die Zahl Rgj,(X) — 1 die Dimension von X ist. 

3.1. Satz. Es sei L ein projektiver Verband. Ferner seien X , Y G L und 
es gelte Y < X. Ist X endlich erzeugt, so ist auch Y endlich erzeugt und es 
gilt Rgj^iY) < Rg^(X). Uberdies gilt in diesem Falle genau dann 'Rgj^{Y) = 
Rg^(X), wenn Y = X ist. 

Beweis. Es sei n :— Rg^(A') und ^ sei eine Menge von n Punkten, die X 
erzeugt. Ist n = 0, so ist X = und dann auch y = 0, so dass der Satz in diesem 
Falle gilt. Es sei also n > 0. Ist y = X, so ist nichts zu beweisen. Es sei also 
Y < X. Es gibt dann ein P e $ mit P ^ Y. Nach der Transformationsregel 
gilt daher Y/0 = (y + P)/P. Ist Q e $ - {P}, so ist Q + P ein Atom des 
Quotienten X/P und X ist als Element von X/P das Erzeugnis dieser Atomc. 
Daher ist Ilgx/p{X) < n — 1. Nach Induktionsannahmc ist folglich y + P als 
Element von X/P endlich erzeugt und es gilt Rgx /p{Y + P) < n — 1. Wegen 
der Isomorphic von Y/0 und (Y + P)/P ist also auch Y endlich erzeugt und die 
Ungleichung Rgj;,(y) < n — 1 erfiillt. 
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Statt zu sagen, dass X cndlich erzeugt sei, werden wir in Zukunft auch sagen, 
dass X endlichen Ranges sei. 

1st $ eine Menge von Punkten eines projektiven Verbandes L und ist P ein 
Punkt von L, so hciBt P abhdngig von $, falls P < X^gg^ Q gilt. Hat die Mengc 
<& von Punkten von L die Eigenschaft, dass keiner ihrer Punkte P von <& — {P} 
abhangt, so nennen wir $ unabhdngig. 

Ist X ein Teilraum endlichen Ranges eines projektiven Verbandes und sind 
Pi, . . . , PB.g^(x) Punkte, die X erzeugen, so ist die aus diesen Punkten gebildete 
Menge unabhangig. 

3.2. Satz. Es sei L ein projektiver Verband und X sei ein Teilraum endlichen 
Ranges von L. Ist <J> eine unabhdngige Teilmenge von Punkten von X, so ist $ 
endlich und es gilt \^\ < Kg]^{X). 

Beweis. Der von $ erzeugte Unterraum von L ist nach 3.1 endlich erzeugt 
und sein Rang ist hochstens gleich dem Rang von X. Wir diirfen daher an- 
nehmen, dass X = YIiQ^^Q ist. Setze n := Rg£,(X). Ist n = 1, so ist die 
Aussage des Satzes offenkundig. Es sei also n > 1 und {Pi, . . . ,Pn} sei eine 
Menge von Punkten, die X erzeugt. Setze Y := Y^^~\ Pi- Dann ist 

Y<x=Y,Q- 

Es gibt also ein Q e $ mit Q ^Y. Nach der Transformationsregel gilt 

X/Y = {Y + Pn)/Y = Pn/(Y n P„) = Pn/0. 

Andererseits sind auch (Y + Q)/Y und Q/0 isomorph. Weil P„ und Q Punkte 
sind, sind aber auch P„/0 und Q/0 isomorph. Somit sind X/Y und {Y + 
Q)/Y isomorph. Weil der zweite Quotient im ersten enthalten ist und beide 
Quotienten nur je zwei Elemente enthalten, gilt schliefilich X = Y + Q. 
Setze Z := J2r(^'S>-{q} Dann \st Z + Q = X und ZnQ = 0. Also ist 

Y/0 ^{Y + Q)/Q ={Z + Q)/Q ^ Z/0. 

Hieraus folgt Rg^(Z) = Rgj^(F) < n — 1. Nach Induktionsannahme ist daher 

["S - {Q}\ <n-l und folglich |$| < n. 

3.3. KoroUar. Es sei L ein projektiver Verband und sei eine endliche 
unabhdngige Menge von Punkten. Dann ist 

l^l=RgL(Epe*^)- 

Beweis. Es sei X := X]pe$ ^- Dann gilt per definitionem die Ungleichung 
Rgi^{X) < |$|. Andererseits gilt nach 3.2 auch |$| < lX.gj^{X). Damit ist das 
Korollar bewiesen. 

Die Punkte eines projektiven Verbandes sind genau die Unterraume des 
Ranges 1 und die Geraden sind die Unterraume des Ranges 2. Die Unterraume 
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dcs Ranges 3 ncnncn wir Ebenen. Fcrncr ncnncn wir die Komplemente von 
Punkten Hyperebenen und gclcgcntlich auch Ko-Atome. 

3.4. Satz. Es sei L ein projektiver Verband und U{L) sei die Menge der 
unabhdngigen Mengen von Punkten von L. Dann gilt: 

a) 1st $ eine Menge von Punkten von L, so gilt genau dann $ e U{L), wenn 
Fin($) C C/(L) gilt. 

b) Sind ^, ^ G U{L), sind $ und ^ beide endlich und gilt \^\ = |$| + 1, so gibt 

es ein P e ^ - $ mit {P} € U{L). 

Beweis. a) 1st $ € U{L), so ist natiirlich Fin(\l/) C U{L). Es sei $ abhangig. 
Es gibt dann ein P G ^,so dass P von $ — {P} abhangt. Nach dem Satz von der 
endlichcn Abhangigkcit gibt cs cine cndlichc Tcilmcngc von $ — {-P}, so dass 
P von "if abhangt. Es folgt, dass "if U {P} eine endliche abhiingige Teilmenge 
von $ ist, so dass Fin($) ^ U{L) gilt. 

b) Sctze X := X^Qe* Q- Nach 3.2 gibt cs dann wcgcn \^\ > |$| cin P e 
mit P ^ X. Setze Y := X + P. Dann ist Y endlich erzeugt und iiberdies 
X <Y. Nach 3.3 und 3.1 ist daher 

m = Rgi(x) < Rg^(y) < 1$ u {P}\ = 1$! + 1. 

Es folgt RgLiY) =1 $ U {P} |, so dass $ U {P} in der Tat unabhiingig ist. 

Satz 3.4 besagt, dass U{L) ein Beispiel fiir das ist, was man Unabhdngigkeits- 
struktur nennt. Die Eigenschaft b) wird gewohnlich steinitzscher Austauschsatz 
genannt. 

Es sei X ein Teilraum dcs projektiven Verbandes L. Ist <E> cine Menge von 
Punkten von X, so heifit $ eine Basis von X, wenn $ unabhangig ist und X 
erzeugt. Ist X endlichcn Ranges und ist $ eine Basis von X, so ist, wie wir 
oben gesehen haben, |$| = Rg^(X). Ferner gilt: 

3.5. Basissatz. Es sei L ein projektiver Verband. Ist X G L und ist ^ eine 
unabhdngige Menge von Punkten von X, so gibt es eine Basis $ von X mit 
\E' C $. Insbesondere hat jedes X G L eine Basis. 

Beweis. Ist X endlichen Ranges, so gibt es per definitionem eine Basis 
von X. Weil |^| < gilt, folgt die Existenz von ^ mittels Induktion aus dem 
Steinitzschcn Austauschsatz. 

Ist X nicht endlichen Ranges, so erschliefie man die Existenz von $ mittels 
des zornschen Lemmas. 

Die letzte Aussage dieses Satzes folgt mit ^' := aus dem bereits Bewiesenen. 

Weil U{L) cine Unabhangigkeitsstruktur ist, folgt, dass sich zwci Basen eines 
Elements X G L stets bijektiv aufeinander abbilden lassen. Wir werden diesen 
Beweis hier nicht durchfiihren. Fiir einen solchen sei der interessierte Leser auf 
Liincburg 1989 verwiesen. Die alien Basen von X gcmcinsame Kardinalzahl 
heii3t Rang von X. Sie werde ebenfalls mit Rg^{X) bezeichnet. 

3.6. Satz. Es sei L ein projektiver Verband und X und Y seien Elemente von 
L. Ferner sei $ eine Basis von X und ^' eine Basis von Y . Ist X nY = 0, so 
is< $ n * = und i> U * ist eine Basis von X + Y. 
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Bcwcis. Die Aussagc iibcr den Schnitt von $ mit "if ist trivial. Fcrncr ist klar, 
dass X + Y von $ U \1/ erzeugt wird. Es ist zu zeigen, dass <5? U \1/ unabhangig 
ist. Um dies zu zeigen, setzen wir zunachst O := $ U Ware O abhangig, 
so gabc cs cin P E il, so dass P von il — {P} abhinge. Wir konnten oBdA 
annehmen, dass P S $ galte. Setzte man dann Z := J2Qe't-{P} '5) so folgte 
X + Y = Z + Y und weiter, weil L ja modular ist, 

X = X U {Z + Y) = Z + {X nv) = Z 

im Widerspruch zur Unabhangigkeit von $. Damit ist alles gezeigt. 

3.7. Rangformel. Es sei L eine projektiver Verband. SindX undY Elemente 
endlichen Ranges von L, so ist audi X + Y endlichen Ranges und es gilt 

Rg^(X) + Rg^(y) = Rg^{X + Y)+ Rg^iX n Y). 

Beweis. Weil X und Y endlich erzeugt sind, ist es auch X + Y. Es sei W 
ein Komplement von X DY in Y. Nach 3.6 ist dann 

Rgi(F) = Rg^iX + Y) + Rg^iW). 

Nun ist 

X + Y = X + {XnY) + W = X + W 

und 

xnw ^ xnYnw ^0. 

Also ist RgLiX + W)^ RgL(^) + RgL(W^)- Somit ist 

Rg^ix) + Rgi(y) = Rg jx) + Rg^ix n y) + Rg^iw) 
= Rgjx + y) + Rgi(xny). 

Dieser Beweis funktioniert natiirlich auch fiir unendliche Kardinalzahlen, 
doch in diesem Falle taugt die Rangformel nicht viel. 

4. Vollstandig reduzible Moduln 

Der Geometrie wird nachgesagt, dass sie von jedem Fortschritt in der Mathe- 
matik profitiere, dass sie aber selbst nur wenig bis gar nichts zum Fortschritt 
der Mathematik beitrage. Dass man die Geometrie jedoch manchmal dazu her- 
anziehen kann, Dinge in anderen Teilen der Mathematik besser zu verstehen, 
mochte ich hier am Beispiel der vollstandig reduziblen Moduln demonstrieren. 

Es sei zunachst R ein Ring, wobei wir nicht voraussetzen, dass R eine 1 habe. 
Es sei ferner M ein i?-Rechtsmodul. Mit Ln^M) bczcichncn wir die Menge aller 
Teilmoduln von M und fiir die Einschrankung der Inklusionsrelation auf Lji{M) 
benutzen wir das Symbol <. Mit diesen Verabredungen gilt nun der folgende 
Satz. 

4.1. Satz. Ist M ein R-Rechtsmodul, so ist {Lr{M),<) ein modularer, voll- 
stdndiger und nach oben stetiger Verband. Der Schnitt von Teilmoduln im men- 
gentheoretischen Sinne ist gleich ihrem Schnitt im verbandstheoretischen Sinne, 
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und ihre Summe im modultheoretischen Sinne stimmt iiberein mit ihrer Summe 
im verbandstheoretischen Sinne. 

Der simple Beweis dieses Satzes sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. 
Das Rechtsideal / des Ringcs R hcifit maximal, wenn 

\Ln{R/I)\=2 

ist. Das Rechtsideal / heiBt regular, wenn cs ein a ^ R gibt mit x — ax ^ I fiir 
alle X £ R. Hat R eine Eins, so ist jedes Rechtsideal regular. Ist / ein regulares 
Rechtsideal, und ist J ein Rechtsideal mit / C J, so ist auch J regular. 

Der ii-Modul M hcifit irreduzihel, falls MR ^ {0} ist und Lji{M) genau 
zwei Elemente enthalt. Ist M irreduzibel und ist ^ u e M, so ist M = uR. 
Ist namlich J := {v \ v & M,vR = {0}}, so ist J ein Teilmodul von M, der 
wegcn MR ^ {0} und der Irreduzibilitat von M gleich {0} ist. Wegen u ^ J 
ist also uR = M . 

4.2. Satz. Es sei R ein Ring und M sei ein irreduzibler R-Modul. Ist u £ 
M, so definieren wir den Epimorphismus a des R-Rechtsmoduls R auf uR = M 
durch a{r) := ur. Dann ist Kern(CT) ein maximales, regulares Rechtsideal von 
R. Ist umgekehrt I ein maximales, regulares Rechtsideal von R, so ist R/I ein 
irreduzibler R-Modul. 

Beweis. Weil M irreduzibel ist, ist Kern(f7) ein maximales Rechtsideal von 

R. Nun ist u € M = uR. Es gibt also ein a £ R mit u = ua. Es folgt 
u{r — ar) = fiir alle r £ R. Somit ist r — ar £ KeTu{a) fiir alle r £ R, so dass 
Kern(f7) regular ist. 

Es sei jetzt umgekehrt / ein maximales, regulares Ideal von R. Dann ist 
\Lii{R/I)\ = 2. Es sei nun a £ R mit r — ar G / fiir alle r £ R. Dann ist A ^ I, 
da andernfalls r £ I ware fiir alle r £ R. Wegen r + I = ar + I = {a + I)r ist 
daher {R/I)R = R/I, so dass R/I irreduzibel ist. 

Zwei Eigenschaften fehlen dem Verband Lj^{M), um projcktiv zu sein, die 
Komplementaritat und die Atomaritat, wobei Atome in diesem Zusammenhang 
die irreduziblen Teilmoduln des iJ-Moduls M sind. Eine sehr niitzliche Charak- 
terisierung dieser Moduln liefert der nachste Satz. 

4.3. Satz. Es sei R ein Ring und M sei ein R-Rechtsmodul. Genau dann ist 
Lfi{M) projektiv, wenn M Summe von irreduziblen Teilmoduln ist. 

Beweis. Es sei M Summe von irreduziblen Teilmoduln. Ferner sei X £ 
Lji{M). Mittels des zornschen Lemmas erhalten wir ein Y £ Lji{M) maximal 
beziiglich der Eigenschaft XOY = {0}. Wir woUen zeigen, dass X + y = M ist. 
Dazu nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Weil M Summe von irreduziblen 
Teilmoduln ist, gibt es einen irreduziblen Teilmodul P von M mit P X + Y. 
Es folgt (X + Y)r]P = {0} und dann auch Y D P = {0}. Nun ist F C y + P. 
Mittels der Modularitat von Lfi{M) folgt daraus 



{Y + P)n{Y + X)=Y+{Xn{Y + P)). 
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Andererseits istYCY + X und daher 

{Y + X) n {Y + P) = Y + {P n {Y + X)) = Y. 

Aus diesen beiden Gleichungcn folgt Y = Y + {X f\ (Y + P)), was wiederum 
X n (F + P) C y zur Folge hat. Also gilt 

Xr\{Y + P)^Xr\Y = {0}. 

Nun ist Y C F + P, so dass die Maximalitat von Y erzwingt, dass Y = Y +P ist. 
Dies ergibt aber den Widerspruch P < FnP = {0}. Also ist doch M = X®Y, 
so dass Lfi{M) komplementar ist. 

Um zu zeigen, dass Lii{M) atomar ist, sei X ein von {0} verschiedener 
Teilmodul von M. Es sei ^ a; € X. Weil M Summe von irreduziblen Teilmod- 
uln ist, gibt es dann irreduzible Teilmoduln /i, . . . , /„ von M mit x G E^.^j^/fc. 
Es sei n minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist 

n 7? 
k--l fe:=l 

Zu jedem k gibt es nun ein ik C If. mit x = S^_-^ifc. Ist nun r G R und xr = 0, 

so folgt aus dor Unabliangigkcit dcr Ik, dass ikv = ist fur alio k. Fiir m G M 
setze man 0{m) := {r | r G P, mr = 0}. Dann folgt aus dem gerade Bewiesenen 

n 

0{x) C fl 0{ik). 

k:=l 

Es gilt sogar die Glcichhcit, wie man unmittelbar sieht, uns gcniigt cs abcr 
zu wissen, dass 0{x) C 0{ii) gilt. Wcgcn der Minimalitat von n ist ii ^ 
und daher 7i = iiR. Dofinicrc den Modulhomomorphismus a von R auf xR 
durch a(r) := xr. Weil Lr{M) als modularer und komplementarer Verband 
auch relativ komplementar ist, gibt es einen Teilmodul P von xR mit xR = 
o-(0(ii)) e P. Es folgt, dass 

P ^ xR/a{0{ii)) ^ R/0{ii) ^ 7i 

ist. Also ist P ein Punkt mit P < xP < X, so dass Lii{M) auch atomar ist. 

Ist Lfi{M) ein projcktivcr Verband, so ist jedes Element dieses Verbandes 
obere Grenze der in ihm enthaltenen Punkte. Insbesondere gilt das fiir M, so 
dass M nach 4.1 die Summe irreduzibler Teilmoduln ist. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Hat R cine Eins, so kann man mehr beweisen, da in diesem Falle alle Rechts- 

idcalc regular sind. 

4.4. Satz. Es sei R ein Ring mit Eins und M sei ein unitdrer R-Modul. Genau 
dann ist Lft{M) projektiv, wenn Lii{M) komplementar ist. 

Beweis. Es ist natiirlich nur zu zeigen, dass die Komplementaritat die Pro- 
jektivitat nach sich zieht. 
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Es sci also Lji{M) komplcmcntar und X sei cin von {0} vcrschiedener 
Teilmodul von M. Ferner sei ^ a; e X. Weil M unitar ist, ist 1 ^ 0{x). 
Mit Hilfe des zornschen Lemmas erschliefit man die Existenz eines maximalen 
Rechtsidcals / mit 0{x) C I. Weil / regular ist, ist R/I nach 4.2 cin irreduzib- 
ler i?-Rechtsmodul. Lasst man dieses / die RoUe von 0{ii) im Beweise von 4.3 
spielen, so sieht man, dass es einen Punkt P gibt mit P < xR < X. Also ist 
Lji{M) atomar und damit projektiv. 

Ist M cin _R-Rcchtsmodul, dcsscn Tcilmodulvcrband projektiv ist, so licifit 
M voUstdndig reduzibel. Dieser Name ist nicht sehr gliicklich gewahlt, da er 
iiblicherweise nur beinhaltet, dass jeder Teilmodul von M ein direkter Summand 
ist. Da wir auch an Ringen ohnc Eins interessiert sind, miissen wir unter diesen 
Begriff auch die Atomaritat von Lji{M) subsumieren. 

Ist nun M ein vollstandig reduzibler i?-ModuI, so ist Satz 2.15 auf ii{(M) 
anwcndbar. Die interessante algebraische Interpretation dieses Satzes ist Inhalt 
des nachstcn Satzes. 

4.5. Satz. Es sei M ein vollstandig reduzibler R-Modul und Iii{M) bezeichne 
die Menge seiner irreduziblen Teilmoduln. Sind P, Q G IniM), so setzen wir 
P = Q genau dann, wenn P und Q isomorphe R-Moduln sind. Dann ist = = i^, 
wobei ~ wie in 2.8 definiert sei. Fiir alle $ G Ifi{M)/= setzen wir 

Dann ist 

M= H^. 

^eiR(M)/= 

Beweis. Wir zeigen, dass = = = ist. Dazu seien A und B zwei verschiedene 
Elemcntc aus Ir{M). Dann ist ^ n B = {0}. 

Es gelte A = B. Es gibt dann einen Isomorphismus a von A auf B. Setze 
C := {a + a"^ \ a G A}. 1st ^ p G A, so ist A = pR, da A ja irreduzibel ist. 
Daher ist 

{p + p'')R = {pr + {pry \ r G R} = {a + a'' \ aG A} = C. 

Somit ist auch C irreduzibel. Ferner gilt C ^ A, B und C < A + B. Folglich 
ist A ~ B. 

Es sei umgekehrt A ~ B und C sei ein von A und B vcrschiedener, irredu- 
zibler Teilmodul in A + B. Nun ist A + B = A® B. Es gibt daher Projektionen 
a und /3 von C in ^ beziehungsweise B. Weil A, B und C irreduzibel sind und 
C von A und auch B verschieden ist, sind a und /? Isomorphismen. Es folgt, 
dass a~^(3 ein Isomorphismus von A auf B ist. Somit gilt auch A = B, womit 
die Gleichlicit dcr beiden Aquivalenzrelationen bewiesen ist. Mittels 2.15 und 
4.1 folgt nun die Behauptung des Satzes. 

Die heifien aus offensichtlichem Grund homogene Komponenten von M. 
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Das Rechtsideal / dcs Ringcs R hcifit minimal, wenn Lfj(I) genau zwei 
Elemente enthalt. Man beachte, dass ein minimales Rechtsideal als Rechtsmodul 
iiber R nicht notwendig irreduzibel ist, da ja durchaus IR = {0} sein kann. 

Der Ring R heifit vollstandig reduzihel, falls er als Rechtsmodul iiber sich 
selbst vollstandig reduzibel ist. Die Atome eines solchen Ringes sind gerade die 
minimalen Rechtsideale von R. Ist namlich / ein minimales Rechtsideal, so gibt 
es ein Atom, also ein wcitercs minimales Rechtsideal P, mit P < I. Hieraus 
folgt P = I. Es gilt also fiir alle minimalen Rechtsideale / von R, dass IR = I 
ist. 

4.6. Satz. Es sei R ein vollstandig reduzibler Ring und Ifi{R)/= sei die 
Menge der Aquivalenzklassen isomorpher, minimaler Rechtsideale von R. Ist 
$ e Iii{R)/=, so ist ein zweiseitiges Ideal von R. Ferner gilt im ringtheo- 
retischen Sinne 

R= H^. 

'S>eiR{R)/= 

Beweis. Als Summe von Rechtsidealen ist if$ natiirlich auch ein Rechtsideal. 
Es sei nun I ein minimales Rechtsideal in Ist ^ r e /, so ist / = rR. 
Es sei s £ R. Wir definicrcn a durch (rk)'^ := srk fiir alle k £ R. Dann ist 
a ein Epimorphismus von / auf srR. Weil / minimal ist, ist daher entweder 
srR = {0} oder srR ist ein zu / isomorphes Rechtsideal von R. In beiden Fallen 
ist srR < Somit sind die homogenen Komponenten von R zweiseitige 

Ideale. 

Sind $ und vl/ verschiedene Aquivalenzklassen minimaler Rechtsideale, so ist 

i?$ n H^sj = {0} und daher xy = fiir x € Hq> und Y € H<s,. Hieraus folgt, 
dass R auch im ringtheoretischen Sinne die direkte Summe seiner homogenen 
Komponenten ist. Damit ist alles bewiesen. 

Der vollstandig reduzible Ring R heifit homogen, falls er nur eine homogene 
Komponente hat. Dies ist gleichbedeutend damit, dass alle minimalen Rechts- 
ideale von R als i?-Rechtsmoduln isomorph sind. Ist R einfach, dh., besitzt R 
nur die beiden zweiseitigen Ideale {0} und R, so ist R nach dem gerade bewiese- 
nen Satz homogen. Die Umkchrung gilt nicht, wie wir noch sehen werden. 

4.7. Satz. Ist R ein vollstandig reduzibler Ring, und ist M ein R- Rechtsmodul, 
so ist M genau dann vollstandig reduzibel, wenn MR = M ist. Ist MR = M 
und ist R homogen, so ist Li^{M) irreduzibel. 

Bewcis. Es sci M ein i?-Rcchtsmodul mit MR = M . Wir zeigen, dass M 
Summe von Atomcn ist. Dazu sei 7^ y G M. Wir definieren die Abbildung 
if von R auf yR durch r'^ := yr. Dann sind die Moduln i?/Kern((p) und yR 
isomorph. Weil Lji{R) ein projektiver Vcrband ist, ist auch Lii{R/Kern{(p)) 
ein projektiver Verband. Also ist i?/Kern((/?) und dann auch yR Summe von 
Atomen. Folglich ist M wegen M = MR Summe von Atomen, so dass M ein 
vollstandig reduzibler i?-Modul ist. 

Ist M vollstandig reduzibel, so ist M Summe von irreduziblen Teilmoduln. 
Ist P ein solcher und ist ^ y € P, so ist P = yR, wie wir wissen. Hieraus 
folgt, dass MR = M ist. 
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Es bleibt, die Irreduzibilitat von Lj^{M) zu bcwciscn, falls R homogcn ist 
und MR = M gilt. In diesem Falle sind alle minimalen Rechtsideale von R 
isomorph, da R nur eine homogene Komponente hat. Da ein Atom von M aber 
stets zu cincm minimalen Rcchtsideal von R isomorph ist, wic unmittclbar aus 
4.2 folgt, sind auch alle Atome von M isomorph, woraus sich die Irreduzibilitat 
von Lji{M) ergibt. 

Jeder Korper K, ob kommutativ oder nicht, ist natiirlich ein voUstandig 
rcduziblcr Ring. Dahcr crhalten wir aufs Neuc den Satz, dass Lk{V) ein pro- 
jektiver Verband ist, falls nur V ein Rechtsvektorraum liber K ist. Da K ein 
einfacher Ring ist, ist LKiV) auch irreduzibel. Gibt es weitere vollstandig re- 
duziblc Ringc? Die Antwort lautct: Ja. 

Um dies einzusehen, holen wir zunachst etwas weiter aus. Es sei V ein 
Rechtsvektorraum iiber dem Korper K. Es sei ferner End^C^) der Endomor- 
phismenring von V , wobci wir das Bild dcs Vcktors v untcr dem Endomorphis- 
mus (7 mit <j{v) bezeichnen. Schliefilich benotigen wir noch die Definition des 
Begriffs von Neumann- Ring. Ein Ring R werde so genannt, falls es zu jedem 
r dz R cin s € i? gibt mit rsr — r. 1st rsr = r, so sind die Elcmcntc rs und sr 
Idempotente, dh., es gilt (rs)^ = rs und (sr)^ = sr, wie man unmittelbar sieht. 
Die Idempotente eines Endomorphismenringes heifien auch Projektionen. Ist R 
cin von Neumann-Ring, sind r, s G R und gilt rsr = r, so ist rsR = rR. Dcnn 
einmal ist rs G rR und andererseits ist r = (rs)r € rsR. Jedes Hauptrechts- 
ideal eines von Neumann- Ringes wird also von einem Idempotenten erzeugt. 
Hicraus folgt wcitcr, dass fiir cin Rcchtsideal / von R, welches nicht glcich {0} 
ist, auch P von {0} verschieden ist, da jedes derartige Ideal ein von ver- 
schiedenes, idempotentes Element enthalt. Die gleiche Aussage gilt natiirlich 
auch fiir Linksideale. 

4.8. Satz. Ist V ein Rechtsvektorraum iiber dem Korper K, so ist End ein 
von Neumann-Ring. Genauer: Es sei Y ein Komplement von Kevn{ip), wobei ip 
ein Endomorphismus von V sei. Dann ist (p{V) = ip{Y) und die Einschrdnkung 

von if auf Y ist ein Monomorphismus. Es sei weiter Z ein Komplement von 
ip{Y). Definiere ^ durch 'ip{z) := fiir z £ Z und tl){(p{y)) := y fiir alle y &Y. 
Dann ist (ptpip = ip. Uberdies sind die Range von (p und tp gleich. 

Beweis. Es ist klar, dass die Einschrankung von (p auf Y injektiv ist, so dass 
die Definition von ip korrckt ist. Es sci nun v €V. Es gibt dann ein y €Y und 
ein k G Kern((p) mit v = y + k. Es folgt 

iptpip{v) = (fiiJMy + k) = ipip{(p{y) + ifik)) = (p{'il)ip{y)) 

= ^{y) = 'p{y) + = v{v), 

so dass in der Tat iptfjip = ip> gilt. 

Wir Ziehen einige Folgerungen aus diesem Satz. 

4.9. Satz. Es sei V ein K -Vektorraum und Jk(T^) sei die Menge der Endomor- 
phismen endlichen Ranges von V . Dann ist Ja-(V) ein zweiseitiges Ideal von 
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EndxiV). Ferner gilt, dass Jk{V), fiir sich betrachtet, ein von Neumann-Ring 
ist. 

Beweis. Es ist eine simple Ubungsaufgabc zu zeigen, dass Jk{V) ein zwei- 
seitiges Ideal ist. Ist nun p e Jk{V), so gibt cs nach 4.8 cin <t E Endif(F) mit 
pap = p, so dass die Range von p und a gleich sind. Also gilt sogar a £ Jk{V). 
Damit ist alles bewiesen. 

4.10. Satz. Es sei V ein K-Vektorraum. 

a) Ist (f e Endi<-(^); so gibt es eine Projektion it G Jk{V) mit 

<fiEndK{V) = irEndKiV). 

b) Ist (p e Jk{V), so gibt es eine Projektion tt g Jk{V) mit 

^Jk{V) = ttJk{V). 

Bcwcis. Dies folgt aus der Bcmerkung, die vor 4.8 gcmacht wurde, und der 
Tatsachc, dass die beidcn Ringc End/f (y) und Jk{V) von Ncuniann-Ringc sind. 

4.11. Satz. Es seien n und p Projektionen des K -Vektorraumes V. Ist iriV) = 
p{V) und hat ^{V) den Rang 1, so ist wEndK{V) = pEndK{V) und 7rEndx(l^) 

ist ein Rechtsideal von Endx(y), welches minimal ist. Ferner gilt: Ist I ein 
minimales Ideal von End/f (y), so gibt es eine Projektion tt des Ranges 1 mit 
I = 'KEndK{V). 

Beweis. Setze P := 'it{V). Dann ist 

P e Kern(7r) = V = P® Kern(p). 

Ist Kern(7r) = Kern(p), so ist tt = p und die von tt und p erzeugten Ideale sind 
gleich. Es sei also Kern(7r) ^ Kern(/9). Dann ist 

V = Kern(7r) + Kern(p) 

und daher 

Kem(7r)/(Kern(7r) nKern(p)) = (Kcrn(7r) + Kern(p))/Kem(p) 

= y/Kern(p). 

Es gibt also einen Punkt A auf Kcrn(7r) mit 

Kern(7r) = A + (Kern(7r) n Kern(p)) . 

Die Gerade ^ + P ist ein Komplement von Kern(7r) nKem(p). Ebenso folgt die 
Existenz eines Punktes B auf Kern(p) mit 

Kern(p) = B + (Kern(7r) n Kern(p)). 

Die Gerade B + P ist ebenfalls ein Komplement von Kcrn(7r) nKcrn(p). Es seien 
nun a, b und p Vektoren mit A = aK, B = bK und P = pK. Wir definieren 
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dann cine lincarc Abbildung A von V in sich durch X{p) := p, A(a) := b und 
X{u) := u fiir alle u S Kern(7r) fl Kem(p). Dann ist n = pX und, da A offenbar 
invertierbar ist, p = ttA"^, so dass in der Tat pEndK{V) = TrEndx (^) ist. 

Es sei nun 7^ cr G 7rEndx(V^). Nach 4.10 diirfen wir annehmcn, dass a cine 
Projektion ist. Mit dem bereits Bewiesenen folgt, dass aEndK{V) = TrEndif (V) 
ist. Folglich ist irEndKiV) ein minimales Ideal. 

Es sei 7^ TT € /. Dann ist 7rEndif(V) = /, da Endx(V^) ja cine Eins hat 
und / minimal ist. Nach 4.10 diirfen wir annehmen, dass tt eine Projektion ist. 
Es sei P := 7r{V). Ferner sei P = Q ® C mit einem Teilraum Q des Ranges 1. 
Ist dann a die Projektion von V auf Q, deren Kern gleich C ® Kern(7r) ist, so 
ist a = Tia. Weil / minimal und cr 7^ ist, folgt crEndif(F) = TrEndif (F). Es 
gibt also ein 7 e Endii-(y) mit tt = 0-7. Daher ist 

P = 7r(y) = (77(1/) < a{V) = Q, 

so dass in der Tat Rg(P) — 1 ist. 

4.12. Satz. Es sei V ein Rechtsvektorraum iiber dem Korper K. Die mini- 
malen Rechtsideale von EndifCl^) sind genau die minimalen Rechtsideale von 
Jk{V), wobei Jk{V) fiir sich als Ring betrachtet ist. 

Beweis. Es sei I ein minimales Rechtsideal von Jk{V). Ferner sei 7^ cr G /. 
Nach 4.10 b) gibt es eine Projektion tt e Jk{V) mit aJxiV) = TrJ/f (F). Es 
folgt TT 7^ und weiter 7^ tt = tt^ e nJxiV). Die Minimalitat von I erzwingt 
daher, dass 

aJKiV)=TTjK{V) = I 
ist. Da Endii-(y) eine Eins hat und Jk{V) ein Ideal von End^f (F) ist, gilt 

JK{V)EiidK{V) = Jk{V). 

Also ist 

lEndKiV) = aJKiV)EndK{V) = aJxiV) = I, 
so dass / ein Rechtsideal von End_R-(F) ist. Hieraus folgt schliefilich 

/ = aJKiV) C aEndKiV) C /, 

so dass I auch ein minimales Ideal von End^ (V) ist. 

Es sei umgekehrt I ein minimales Rechtsideal von EndK{V). Es gibt dann 
eine Projektion tt vom Range 1 mit / = 7rEnd/f(y). Es folgt tt G JniV) 
und damit / C Jk{V). Also ist / ein Rechtsideal von Jk{V). Es sei nun I' 
ein von {0} verschiedenes Rechtsideal von Jk{V), welches in I enthalten ist. 
Dann enthalt /' eine Projektion cr ungleich Null. Dann ist (jJk{V) ein von {0} 
verschiedenes Rechtsideal von EndK{V), welches in / enthalten ist. Aus der 
Minimalitat von I folgt daher 

I = aJK{v) CI' CI, 

so dass 1 = 1' ist. Also ist I auch ein minimales Ideal von Jk{V). 
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4.13. Satz. 1st V ein K -Rechtsvektorraum, so ist Jk{V) ein einfacher, 
vollstandig reduzibler Ring. 

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass Jk{V) vollstandig reduzibel ist. Dazu 
sei a e Jk{V)- Weil Jk{V) ein von Neumann-Ring ist, gibt es ein p e Jk{V), 
so dass a = apa ist. Setze tt := ap. Dann ist tt eine Projektion und 7r(V) hat 
endlichen Rang. Es gibt also eine Basis 6i, . . . , 6„ von tt{V). Wir definieren 
Projektionen tt, . . . , 7r„ durch 



und 7ri(/i) := fiir /i e Kern(7r). Dann ist tt = tTj und daher 



^ , bi fiir i = j 



a = na = TTjCr. 

r = l 



Hieraus und aus Satz 4.12 folgt, dass Jk{V) Summe von minimalen Idealen 
ist. Weil die minimalen Ideale Projektionen enthalten, sind sie auch irreduzible 
■.'i<'(^)-Moduln, so dass Jk{V) cin vollstandig reduzibler Ring ist. 

Als Nachstes zeigen wir, dass Jk{V) homogen ist. Dazu seien / und I' 
minimale Rechtsideale dieses Ringes. Es gibt dann zwei Punkte P und Q von 
Lk{V) mit 

I={a \aGJK{V),a{V)<P} 

und 

I' = {a\a€JK{V),aiV)<Q}. 

Ist P = Q, so ist 1 = 1' und nichts weiter zu beweisen. Es sei also P ^ Q. 
Es sei C cin Komplcmcnt von P + Q. Fcrncr sei P = pK und Q = qK sowic 
R := {p + q)K. Setze H := R + C. Dann ist H ein Komplement von P wie 
auch von Q. Es sei tt die Projektion von V auf P mit Kern(7r) = H und tt' 
die Projektion von V auf Q mit Kern(7r') = H. Dann ist / — ttJk{V) und 
I' = Tr'Jif (y). Definiere A durch X{p) := q, X{q) := p und A(c) := fiir alle 
cG C. Dann ist 

XTTX{q) = XTr{p) = X{p) = q = 7r'(g) 

und 

XirX{p + q) = Xtt{p + = = {p + q) 

sowie 

A7rA(c) = = 7r'(c) 

fiir alle c e C. Weil p + Q = p + R und daher auch V ^ {P + R)®C gilt, folgt 
tt' = AttA. Ferner ist klar, dass A in Jk{V) liegt. 

Wir definieren nun ip durch ip{na) := Xna. Dann ist ein Modulepimor- 
phismus von / auf <fi{I)- Nun ist ipinX) = XttX = it' . Weil / und /' minimale 
Rechtsideale sind, folgt hieraus, dass ip{I) = I' ist. Daher ist ein Isomorphis- 
mus von I auf I' . Damit ist gezeigt, dass Jk (V') homogen ist. 
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Es sei schliefilich cin von {0} vcrschiedenes, zweiseitiges Ideal von Jk{V). 
Ferner sei ttJ/c (V) ein minimales Rechtsideal, welches in N enthalten sei, und 
TT sei idempotent. Eine seiche Konstellation existiert, da N ja ungleich {0} ist. 
Es sei weiter I ein minimales Rechtsideal von Jk{V). Weil Jk{V) homogen ist, 
gibt es einen Modulisomorphismus (p von ttJ^ (V) auf /. Setze t := (piir). Dann 
ist 

7^ t = tp{TT) = ip{n'^) = LTT € InN, 

so dass I C N gilt. Weil Jk{V) Summe von minimalen Rechtsidealen ist, ist 
also Jif (y) C TV, so dass JxiV), wie behauptet, einfach ist. 

Das zuletzt benutzte Argument wird uns spater noch einmal gute Dienste 
leisten. 

Mit den Ringen Jk{V) haben wir nun viele Beispiele von vollstandig re- 
duziblen Ringen gewonnen, die in aller Regel keine Korper sind. Diese Ringe 
haben iiberdies keine Eins, wenn V nicht endlichen Ranges ist. Hat V endlichen 
Rang, so ist JxiV) = EndK{V), so dass in diesem Falle Endi<-(F) ein einfacher, 
vollstandig reduzibler Ring ist. Man kann noch etwas mehr sagen, namlich: 

4.14. Satz. Es sei V ein K -Rechtsvektorraum. Ist N ein von {0} ver- 

schiedenes, zweiseitiges Ideal von Eindx (V) , so ist Jk{V) C N. 

Beweis. Wie wir wissen, enthalt N cine von Null verschicdenc Projektion tt. 
Es sei P ein Punkt mit P < tt{V) und p sei eine Projektion von V auf P mit 
Kern(7r) C Kern(p). Ist v gV, so gibt es ein c G 7r(y) und ein x G Kern(7r) mit 
V = c + X. Es folgt 

fm{v) = p(7r(c) + 7r(a;)) = p(c) = p(c) + p{x) = p{v). 

Also ist 

dh., Jk{V) n N ist ein von {0} vcrschiedenes, zweiseitiges Ideal von Endi<:(y). 
Weil Jk{V) einfach ist, folgt hieraus Jk{V) (1 N = Jk{V), so dass in der Tat 
Jk{V) c N gilt. 

Es ist natiirlich zu fragen, was Lj^(^v){JK{y)) mit Lk{V) zu tun hat. Man 
erwartet, dass diese beiden Verbande isomorph sind, und die Erwartung triigt 
nicht, wie der nachste Satz lehrt. 

4.15. Satz. Es sei V ein K -Rechtsvektorraum. Definiert man $ und ^ durch 

:= {a\aGJK{V),a{V)<U} 

fiir alle U € Lx{V) und 

fiir alle Rechtsideale I von Jk{V), so ist $ ein Isomorphismus von LxiY) 
Ljk(v){Jk{V)) und es gilt * = <1>~^ 

Beweis. Es ist trivial, dass ^{U) fiir alle U e LKiV) ein Rechtsideal von 
Jk{V), und noch banaler, dass ^(/) fiir alle Rechtsideale / von JxiV) ein 
Teilraum von V ist. 
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1st U e Lk{V), so gilt 

ii>^U) = I a e JK{V),a{V) < U}) 

o-eJK(V^),<T(l^)<!7 

1st P cin Punkt mit P < [/, so gibt es eine Projcktion tt mit 7r(y) = P. Es 
folgt P < \E'<i?(J7). Weil U die obere Grenze der in U enthaltenen Punkte ist, 
folgt weiter = JJ. Somit ist = idL^^y)- 

Es sei / ein Rechtsideal von JKiy). Dann gilt 

^^{I) = ^{y^a{V)\={T\T&JK{V),T{V)<Y,<y{V)) < I. 
^aei ^ ere/ 

Es sei r eine Projektion von V auf einen Punkt von "Ylia^i ^(^)- Wi'" zeigen, 
dass re/ gilt. Es gibt eine endliche Teilmenge E von 7 mit 

T(y) < ^(^)' 

creB 

da T ja cndlichen Rang hat. Zu jcdcm a E gibt cs cndlich viclc minimale 
Rechtsideale in /, deren Summe a enthalt. Hieraus schliefit man, dass es endlich 
viele Projektionen tti, . . . , 7r„ € / gibt, so dass alle tt^ den Rang 1 haben und 

n 

r{V)<J2n,iV) 

i: = l 

gilt. Ist t{V) = 7ri{V) — dies ist gewiss dann der Fall, wenn n = 1 ist — , so 
gilt nach 4.12 und 4.11 die Gleichung 

rJKiV) = TEndK(V") = irEndKiV) = t:iJk{V), 

so dass in diesem Falle t G I gilt. Wir diirfen daher annehmen, dass t{V) ^ 
MV) gilt. 

Es ist t{V) < Tri{V) + E"=2'^i(^)- Nach 2.6 gibt cs dahcr cine Projektion 
a von V auf einen Punkt von Y^^-=2''^iO^) '''(^) — '''i(^) + ^(^)- Nach 
der nicht explizit formulierten Induktionsannahme ist cr e /, so dass wir oBdA 
annehmen diirfen, dass a = n2 ist. Wcgcn 4.11 diirfen wir weiter annehmen, dass 
T^i{V) < Kern(7r2) und tt2{V) < Kern(7ri) gilt. Dann ist Kern(7ri)nKcrn(7r2) ein 
Komplement von 7ri(y)+7r2(F). Es sei p die Projektion von V auf 7ri(F)+7r2(F) 
mit Kern(p) = Kcrn(7ri) n Kcrn(7r2). Dann ist pt(v) — t{v) fiir alle v E V und 
daher pr = t. Ist nun v &V, so gibt es ein m G tti{V), ein U2 € Tr2{V) und ein 
X e Kern(/9) mit v = u\ +U2+ x. Es folgt 

p{v) = p{ui + U2 + X) ^ Ui + U2 = TTliv) + TT2{v) = (tTi + 7r2)(v), 

so dass p = TTi + 772 e / gUt. Es folgt T = pr G I. 
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Es gilt also, dass allc minimalcn Rcclitsidcalc, die in <I>^'(/) enthalten sind, 
bereits in / liegen. Daher gilt auch <l?\l/(/) < /, so dass $\E'(/) = / ist. Damit ist 
gezeigt, dass $ eine Bijektion und dass ihre Inverse ist. Da beide Abbildungen 
offensichtlich inklusionstreu sind, ist alles bewiesen. 

Einmalig neugierig geworden, mochte man moglichst alles iiber vollstandig 
reduzible Ringe wissen. Wir werden daher im iibernachsten Abschnitt noch 
einmal auf sie zu sprechen kommen. Zuvor jedoch wollen wir die Basis unserer 
Kenntnisse noch verbreitern. 

5. Der duale Verband 

Es sei {L, <) ein Verband. Wir definicrcn (L"^, indem wir L'' := L setzen 
und dadurch definieren, dass A B genau dann gelte, wenn B < A gilt. 
Bezeichnet man die obere Grenze zweier Elemente A und B von L'^ mit A+'^ B 
und ihre untere Grenze mit An'' B , so ist A+'' B = An B und An'' B = A + B. 
Daher ist auch {L'', <'') ein Verband. Er heil3t der zu (L, <) duale Verband. 

5.1. Satz. Ist L ein Verband und ist L'' der zu L duale Verband, so gelten die 
folgenden Aussagen. 

a) Ist L modular, so ist auch L'' modular. 

b) Ist L komplementdr, so ist auch L'' komplementdr. 

c) Ist L vollstandig, so ist auch L'^ vollstandig. 

Beweis. a) Der Verband L sei modular. Ferner seien A, B, C G L'' und es 
gelte B <'' A. Dann ist also A< B. Hieraus folgt 

An'' [B C) = A + {B nC) = B n{A + C) = B +'^ {An'' C), 

so dass auch L'' modular ist. 

b) und c) folgen unmittelbar aus der Definition der Komplementaritat, bzw. 
der Vollstandigkeit. 

Wichtig ist auch der nachste Satz. 

5.2. Satz. Es sei L ein modularer und komplementdrer Verband. Ist L atomar, 
so ist auch L'' atomar. 

Beweis. Die Atome von L'' sind gerade die Komplemente der Atome von L. 
Wir nennen sie, wie schon im Fall der projcktiven Verbande, Hyperebenen von 
L oder auch Ko-Atome von L. 

Wir miissen zeigen, dass jedes vom grofitcn Element 11 von L verschiedene 
Element A in einer Hyperebene von L licgt. Weil L komplementar ist, gibt es 
c\n B e L mit 11 = A® B. Wcgcn A^Wisi B ^Q. Es gibt also ein Atom P 
von L mit P < B. Nach 2.10 ist L relativ komplementar. Es gibt daher ein C 
mit B = P®C. Setze K := A + C. Dann ist A<K. Ferner gilt 

P + K = P + A + C = A + B = Ii. 

Andererseits ist 



PnK<BnK = Bn{c + A) = c + {BnA) = c 
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und daher Pn/l'<PnC = 0. Folglich ist K ein Ko-Atom von L, welches A 
umfasst. Damit ist alles bcwicscn. 

5.3. Korollar. Ist L ein modularer, komplementdrer und atomarer Verband, so 
ist jedes vom grofiten Element verschiedene Element von L gleich dem Schnitt 
der es umfassenden Hyperebenen. 

Beweis. Dies folgt mittels 5.2, 5.1 und 2.11. 

Der Verband L heifit noethersch, wenn jede nicht leere Teilmenge von L ein 
maximales Element enthalt. Er heii3t artinsch, wenn jede seiner nicht leeren 
Teilmengen ein minimales Element enthalt. 

5.4. Satz. Ein ni,odularer, komplementdrer Verband ist genau dann artinsch, 

wenn er noethersch ist. 

Beweis. Wegen 5.1 und der Bemerkung, dass (L'^)'* = L ist, geniigt es zu 
zeigen, dass ein modularer und komplementarer Verband artinsch ist, falls er 
noethersch ist. 

Es sei also L ein solcher Verband und M sei eine nicht leere Teilmenge von L. 
Wir nehmen an, dass M kein minimales Element enthalt. Dann gibt es zu jedem 
X E M ein Y G M mit Y < X. Auf Grund dcs Auswahlaxioms gibt es also eine 
Abbildung / von M in sich mit f{X) < X fiir alle X G M. Ist nun F e M, so 
folgt mittels des dedekindschen Rekursionssatzes die Existenz einer Abbildung g 
der nicht ncgativcn ganzcn Zahlcn in M mit g(0) = Y und g{n+l) < g{n) fiir alle 
n. Weil L nach 2.10 relativ komplementar ist, folgt mittels des Auswahlaxioms 
die Existenz einer Abbildung c der Menge der natiirlichen Zahlen in L mit 
g{n) = g{n + 1) © c{n + 1) fiir alle n > 0. Setze W{n) := c{i). Dann ist 



fiir alle n. Wir zeigen, dass W{n) n g{n) = ist. Dies ist sicher richtig, falls 
n = 1 ist. Es sei also n > 1. Dann gilt auf Grund der Induktionsannahme und 
der Modularitat von L, dass 



Weil L noethersch ist, gibt es nun ein N mit W{N) = W{n) fiir alle n > N. 
Hieraus folgt 



c{N + 1) + W{N) = W{N + 1) = W{N) 

und damit c{N + 1) < W{N). Andcrcrscits ist auch c{N+l) < g{N). Folglich 
gilt c{N + 1) < W{N) n g{N) = und damit 



W{n) < W{n + 1) 




■i:=l 



ist. Also ist 



W{n + 1) n g{n + 1) < c(n + 1) n g{n + 1) = 0. 



g{N) = c{N + 1) + g{N + 1) = g{N + 1) 



32 



Kapitel I. Die Grundlagen und ein bisschen mehr 



im Widcrspruch zu g{N +1) < g{N). Also cnthalt M doch ein minimales 
Element, so dass L artinsch ist. Damit ist Satz 5.4 bcwicscn. 

5.5. Satz. Ein noetherscher, atomarer, komplementdrer und modularer Ver- 
band ist projektiv. 

Bcwcis. Es sei L ein solcher Verband. Es ist zu zeigen, dass L voUstandig 
und nach oben stetig ist. 

Es sei M C L und S sei die Menge der unteren Schranken von M. Dann ist 
S nicht leer, da G S* gilt. Weil L nocthcrsch ist, enthalt S also ein maximales 
Element B. Ist C G S, so ist auch B + C e S und wegen B < B + C daher 
B = B + C. Folglich ist C < B, so dass B das grofite Element von S ist. Somit 
ist B = C\xeM ^ ■ dass L nach 2.1 voUstandig ist. 

Es sei M ein aufsteigendes System von L. Dann enthalt M ein maximales 
Element G. Weil M aufsteigend ist, folgt X < G fiir alle X G M. Also ist 
J2xeM X = G. Es sei nun Y & L. Dann ist 



so dass L auch nach oben stetig ist. 

Als Naclistcs charaktcrisicrcn wir die nocthcrschcn projektiven Verbande als 
dicjcnigcn projektiven Verbande, dcrcn Rang cndlich ist. 

5.6. Satz. Ein projektiver Verband ist genau dann noethersch, wenn er end- 
lichen Rang hat. 

Beweis. Es sei L ein projektiver Verband endlichen Ranges. Ist M einc nicht 
Iccrc Tcilmcngc, so gilt nach 3.1, dass Rg^(X) < Rg{L) ist fiir allc X e M. Es 
gibt dahcr cin X maximalcn Ranges in M. Ist nun Y G M und gilt X < Y, 
so folgt Rg^(y) < Rg^(V). Hieraus folgt mit 3.1, dass X = Y ist, so dass X 
maximal ist. Also ist L nocthcrsch. 

Es sei unigckchrt L cin noetherscher projektiver Verband. Ist dann M die 
Menge der endlich crzcugten Tcilraume von L, so enthalt M ein maximales 
Element 11. Ist P cin Punkt von L, so ist auch H + P endlich erzeugt und daher 
n = 11 + P, was P < n zur Folgc hat. Folglich ist 11 das groBte Element von L, 
so dass L endlichen Rang hat. 

Wir sind nun in der Lagc, die Frage zu beantworten, unter welchen Be- 
dingungen der zu einem projektiven Verband duale Verband projektiv ist. Auf 
Grund von 2.15 geniigt es, dicsc Frage fiir irreduzible projektive Verbande zu 
beantworten. Diese lapidare Feststellung ist nicht so ganz ohne. Sie besagt 
namlich, dass L'^ genau dann projektiv ist, wenn fiir jeden irreduziblen Be- 
standteil / der in 2.15 bcscliricbenen Zerlegung von L gilt, dass auch I'^ pro- 
jektiv ist. Um dies zu beweisen, muss man auf der Menge der Hyperebenen 




Ferner ist F n X < y n G fiir alle X € M. Somit gilt 



YnG< ^(ynG)<yna 
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von L cine Aquivalcnzrclation ^ dcfinicrcn, so dass ncben H ^ H fiir allc Hy- 
perebenen H gilt, dass fiir zwei verschiedene Hyperebenen H und H' genau 
dann H H' gilt, wenn es eine dritte Hyperebene H" gibt mit H (1 H' < H" . 
Dass dies cine Aquivalcnzrclation ist, folgt aus 5.1a) und 2.8. Es sei dem Leser 
iibcrlassen, den Bewcis in alien Einzclhcitcn auszufiihrcn. 

5.7. Satz. Ist L tin irreduzibler projektiver Verhand, so ist L'^ genau dann 
projektiv, wenn der Rang von L endlich ist. 

Bewcis. L habe endlichen Rang. Dann ist L nach 5.6 nocthcrscli und nach 
5.4 dann auch artinsch. Somit ist L''- noethersch. Da L'' nach 5.1 modular und 
komplementar und nach 5.2 auch atomar ist, ist Z/** nach 5.5 auch projektiv. 

Es sei L ein projektiver Vcrband unendlichen Ranges. Ferncr sei H eine 
Hyperebene von L und $ sei die Menge aller unabhangigen Punktmengen von 
L, die keinen Punkt von H enthalten. Dann ist $ von endlichem Charakter und 
enthiilt folglich nach dcni Lemma von Teichmiillcr und Tukcy cin maximales B. 
Setze U := J2peB ^- Ware U (1 H < H, so gabe es einen Punkt Q < H mit 
Q U (1 H. 1st P G B, so ware P + Q eine Gerade, die weder in U noch in H 
lagc. Weil L irrcduzibcl ist, gabc cs nach 2.14 auf P + Q einen dritten Punkt 
R, der dann weder in U noch in H lage. Aus der Maximalitat von B folgte die 
Abhangigkeit von B U {R}. Hieraus folgte der Widerspruch R < H. Also ist 
doch UOH — H. Weil U wenigstens einen Punkt enthiilt, der nicht auf _ff liegt, 
ist U = n, wobei 11 wieder das grofite Element von L bezeichne. Somit ist B 
eine Basis von 11, so dass B insbesondere unendlich ist. Folglich gibt es eine 
abzahlbare Teilmenge {Pi, P2, P3, . . .} C B. Setze Hi := J2'j^=i Pj- Dann bilden 
die Hi eine absteigende Kette. Wir zeigen, dass rii^i-^j = i^^. Es seien m 
und n natiirliche Zahlen. Dann gclten die Gleichungen 



n, 



n+m 



R-gz, {^Pk]=n + m, 

RgA E pA = 

^fe:=n+l ^ 



Mittels der Rangformel folgt hieraus, dass 



E^On E ^' 



fe:=l ' ^k~n+l 



ist. Der Satz von der endlichen Abhangigkeit, der ja eine Folge der Stetigkeit 
nach oben ist, liefert dann, dass 



(E^fc) nF„+i =0 
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ist. Hieraus folgt wiederum, dass 



oo 



i=l 



gilt. Ware namlich W ein Punkt in dieseni Schnitt, so lage W in Hi. Es 
gabe dann Pi, Pn mit W < J22~i^k, woraus der Widerspruch W < 



Dieser Widerspruch zeigt, dass L'^ nicht projektiv ist, falls L nicht endlichen 
Ranges ist. 

Ist N eine maximalc Kcttc aus Elcmcntcn dcs Vcrbandcs L, so ncnncn wir N 
ein Nest von L. Jedes Nest von L enthalt natiirlich das grol3te und das kleinste 
Element von L, falls L solche Elemente besitzt. Enthalt das Nest N von L nur 
endlich viele Elemente, so nennen wir \N\ — 1 die Ldnge des Nestes. 

5.8. Satz. Ist L ein projektiver Verband, so sind die folgenden Bedingungen 
dquivalent: 

a) Der Rang von L ist endlich. 

b) .Jedes Nest von L hat endliche Ldnge. 

c) Es gibt ein Nest endlicher Ldnge von L. 

Ist Rg(i) endlich, so ist die Ldnge eines jeden Nestes von L gleich Rg(i/) . 

Bcwcis. a) impliziert b). Gilt Kg{L) < 1, so ist L das einzige Nest von L, so 
dass b) und auch der Nachsatz in diesem Falle korrekt ist. Es sei also Rg(-L) > 2 
und N sei ein Nest von L. Es sei M die Menge der von verschiedenen Elemente 
in N. Weil dor Rang von L endlich ist. ist L artinsch, so dass M ein minimales 
Element X enthalt. Ist nun P ein Punkt auf X, so gilt < P < X. Weil N eine 
maximale Kette ist, ist daher X = P. Es ist folglich Rg{U/X) = Rg{L) — 1. 
Weil M ein Nest des Quotienten Il/X ist, ist M also endlich und es gilt, dass 
Rg(L) — 1 die Lange von M ist. Also ist auch N endlich und Rg(L) ist die 
Lange von N. Damit ist b) aus a) hergeleitet und auch der Nachsatz voUstandig 
bewiesen. 

b) impliziert c). Auf Grund des hausdorffschen Maximumprinzips besitzt L 
ein Nest. Dieses hat dann nach b) endliche Lange. 

c) impliziert a). Es sei N ein Nest endlicher Lange von L. Enthalt A'' 
hochstens zwei Elemente, so ist A^ = L und daher Rg{L) < 1. Wir diirfen daher 
annehmen, dass N ein von und 11 verschiedenes Element X enthalte. Dann 
ist 




oo oo 



H = H+f]Hi=f]{H + Hi)=U. 



i~l i:=l 



{Y\Y eN, Y <X} 



ein Nest von X/0 und 



N2 



{Z\Z &N, X <Z} 
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ein Nest von li/X. Weil dicsc bcidcn Ncstcr kiirzcre Lange als N habcn, folgt 
mittels Induktion, dass X/0 und H/X endlichen Rang haben. Daher hat auch 
L endlichen Rang. 

Damit ist alles bewiesen. 

5.9. Satz. Ist L ein irreduzibler projekiiver Verhand endlichen Ranges, so ist 
auch L'^ ein irreduzibler Verhand endlichen Ranges und es gilt Rg(-Zj) — Rg(L''). 

Beweis. Der Verband L'^ ist nach 5.7 projektiv. Weil und 11 die einzigen 
Elemente von L sind, die genau ein Komplement haben, haben sie auch als 
Elcmcntc von L'^ gcnau cin Komplement, so dass auch L'^ irrcduzibcl ist. Weil 
jedes Nest von L auch ein Nest von L'^ ist, hat L'^ nach 5.8 ebenfalls endlichen 
Rang und es gilt Rg(i) = Rg(L'^). 

5.10. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband endlichen Ranges. 
Ist dann X G L, so gilt 

Rg^(X)+Rg^.(X)=Rg(L). 

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Eine Beweisidee 
findet sich im Beweise von 5.8. 

Ist L ein projektiver Verband, ist X € L und ist der Rang des Quotienten 
n/X endlich, so setzen wir KoRgnC-'^) •= Wir nennen diese Zahl 

Ko-Rang von X in 11. 

5.11. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verhand. Ist X ^ L, so hat X 
genau dann endlichen Ko-Rang, wenn X Schnitt von endlichen vielen Hyperehe- 
nen ist. Ist KoRgn(-X') endlich, so ist X Schnitt von KoRgn(^) Hyperebenen, 
jedoch nicht Schnitt von weniger als KoRgn(X) Hyperebenen. 

Beweis. Es sei X Schnitt von endlich vielen Hyperebenen und Hi, . . . , ff„ 
sei eine minimale Menge von Hyperebenen, deren Schnitt X sei. Wegen der 
Minimalitat von n ist dann Hi fl if„ fiir i := 1, . . . , n — 1 eine Hyperebene in 
Hn- Ferner ist 

n-l 

x= f]{HinHn). 

i:=l 

Mittels Induktion folgt KoRgjj^ (X) = n — 1 und damit dann 

KoRgn(X) = n. 

Es sei umgekehrt der Ko-Rang von X in H endlich. Dann ist 11/ X ein endlich 
erzeugter projektiver Verband, der nach Satz 2.14 auch irreduzibel ist, so dass 
auch (n/X)'^ ein endlich erzeugter projektiver Verband ist. Daher ist X Schnitt 
von endlich vielen Hyperebenen. 

Die letzte Aussage des Satzes folgt schliefilich daraus, dass der Ko-Rang von 
X in n gerade der Rang von (H/X)'' ist. 
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5.12. Satz. E.S sei L ein irreduzihler projektiver Verhand. Haben X , Y € L 
beide endlichen Ko-Rang in 11, so haben auch X + Y und X CiY endlichen 
Ko-Rang in 11 und es gilt 

KoRgn(X) + KoRgn(r) = KoRgn(X + Y) + KoRgn(X n Y). 

Bewcis. Weil X und Y Schnitte von endlich vielen Hyperebenen sind, ist 
auch X OY Schnitt von endlich vielen Hyperebenen. Die Ko-Rangformel ist 
daher nichts anderes als die Rangformel fiir (n/(X n F))**. 

Ist V ein Rechtsvektorraum iiber dem Korper K, so ist Lk{V) ein projek- 
tiver Verband, wie wir wisscn. Hat V endlichen Rang, so hat auch Lk{V) 
endlichen Rang und Lk{VY ist ebenfalls ein projektiver Verband des glei- 
chen Ranges. Es ist richtig, wie wir sehen werden, dass dieser Verband zum 
Teilraumverband des zu V dualcn Vektorraiinies isomorph ist. Da die Du- 
alitatstheorie in vielen Biichern der linearen Algebra miserabel dargestellt wird, 
erlautern wir sie hier noch einmal. Dabei werden dann gleich auch die ent- 
sprechenden Notationen fiir spater fixiert. — Viele Biicher der linearen Algebra 
handeln nur von Vektorraumen iiber kommutativen Korpern und unterschei- 
den nicht zwischen Links- und Rechtsvektorraumen, was im Falle von nicht 
kommutativen Korpern zwingend erforderlich ist. Ihre Autoren glauben, didak- 
tisch geschickt vorzugehen. In Wirklichkeit aber erweisen sie ihren Lesern einen 
Barendienst, da die Realitat viele ihrer Leser irgendwann einholt, und diese dann 
oft erhebliche Verstandnisschwierigkeiten haben. Hinzu kommt, dass diese Au- 
toren haufig auch noch sagen, sie beschrankten sich auf den Fall kommutativer 
Korper, im Falle nicht kommutativer Korper ginge eh alles genauso. Dabei ist 
z. B. das Transponieren im Ring aller [n x n)-Matrizen iiber einem Korper K 
genau dann ein Antiautomorphismus dieses Ringes, wenn K kommutativ ist. 
Es geht also nicht alles genauso. 

Es sei V ein iiT-Rechtsvektorraum. Ist a ein Homomorphismus von V in 
einem weiteren JsT-Vektorraum, so bezeichnen wir das Bild von v & V unter a 
mit <jv. Mit V* bezeichnen wir die Menge aller linearen Abbildungen von V in 
K. Dann ist V* mit der punktweise definierten Addition als Verkniipfung eine 
abelsche Gruppe. Ist f &V* und k £ K, so definieren wir kf durch {kf)v := 
k{fv) fiir alle v G V. Auf diese Weise wird V* zu einem ii'-Linksvektorraum, 
dem Dualraum von V. 

5.13. Satz. Es sei V ein K -Rechtsvektorraum und B sei eine Basis von V. 
Zu jedem b £ B definieren wir b* £ V* durch die Vorschrift 

5*c := / ^ furc = b 
\ fur c^b. 

Dann ist die Menge 

B* := {b* \ be B} 



linear unabhdngig. 
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Bcwcis. Es sei E eine endliche Teilmenge von B und k sei eine Abbildung 
von E m. K mit = Ylib^E ^bb* ■ 1st dann c& E, so folgt 

= Oc = ^ kbb*c = kc. 

beE 

Somit sind alio cndlichen Tcilniengen von B* linear unabhangig und damit audi 
B*. 

Zur Notation sei noch gesagt, dass wir bei Linksvektorraumen und Links- 
moduln Rg^(X), L^iV), End^(M) etc. schreiben. 

5.14. Satz. Es sei V ein Rechtsvektorraum iiber dem Korper K und B sei 
eine Basis von V . Genau dann ist B* eine Basis von V* , wenn der Rang von 
V endlich ist. Ist der Rang von V endlich, so ist Rg^(V) = Rg^{V*). 

Beweis. Der Rang von V sei endlich. Ist / € V* und v € V, so gibt es eine 
Abbildung k von B in K mit v = J2beB ^^b- Es folgt 



\eB ' beB 

= E E(/^)c*^^'' = E E(/^)^*^^'> 

beBceB ceBbeB 

= (E(/ck)E^^''=(E(m 



^ceB ' beB ^ceB 

Hicraus folgt, dass / = '^^f^gi.fcjc* ■ Damit ist gczcigt, dass B* cin Erzcugcn- 
densystem von V* ist. Weil B* nach 5.13 auch linear unabhangig ist, ist B* in 
der Tat eine Basis von V*. Ferner folgt, dass die Range von V und V* gleich 
sind. Die Basis B* heifit die zu B duale Basis von V* . 

Der Rang von V sei nun nicht endlich. Wir dcfinieren f G V* durch fb := 1 
fiir alle b G B. Ware / ein Element von J2beB ^b*, so gabe es eine Abbildung 
k von B in K mit endlichcm Triigcr und / = ^Z^jg^ khb* . Weil der Tragcr von / 
endlich, die Menge B aber unendlich ist, gabe es ein cG B mit kc = 0. Hieraus 
folgte der Widerspruch 

1 = /c = ^ kbb*c = fee = 0, 

beB 

so dass B* kein Erzeugendensystem von V* ist. 

Ist V cin Linksvcktorraum iiber dem Korper K, so definiert man ganz 
entsprechcnd wic im Fallc der Rechtsvektorraume den Dualraum von V. Der 
Dualraum von V ist dann ein Rechtsvektorraum iiber K. Die bislang bewiesenen 
Satze behalten natiirlich mutatis mutandis ihre Giiltigkeit. Ist V ein Rechtsvek- 
torraum, so bezeichnen wir mit V** den Dualraum von V* . Der Raum V** ist 
dann wieder ein Rechtsvektorraum iiber K. Man nennt ihn den zu V bidualen 
Raum. Der nachste Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen V und seinem 
Bidualen. 
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5.15. Satz. Es sei V ein Rechtsvektorraum iiber dem Korper K . Definiert man 
fiir V € V die Ahhildung v'^ von V* in K vermoge fv'^ := fv fiir alle f € V* , 
so ist ip ein Monomorphismus von V in V** . Genau dann ist ip surjektiv, wenn 
der Rang von V endlich ist. 

Beweis. Routinerechnungen zeigen, dass ip ein Homomorphismus von V in 
V** ist. Es bleibt zu zeigen, dass ip injektiv ist. Dazu sei 7^ t; e F. Es gibt 
dann eine Hyperebene H mit V = vK ® H. Dcfiniorc / e V* durch fv := 1 
und fh := fiir alle h € H. Es folgt 1 = fv = fv'^, so dass v'^ ^ ist. Somit 
ist Kern((p) = {0}. 

Ist V endlichen Ranges, so folgt mit 5.14, dass 

Rg^(V') = Rg^(V'*) = Rg^(y**) 

ist. Hieraus folgt mittels 3.1, dass = V** ist. In diesem Falle ist (p surjektiv, 
wie behauptet. 

Es sci V nicht endlichen Ranges und B sci cine Basis von V. Nach 5.14 und 
5.13 ist U := J2bGB Kb* ein echter Teilraum von V* . Es sei f €V* -U. Weil 
natiirlich auch L^{V*) ein projektiver Verband ist, gibt es eine Hyperebene H 
mit f ^ H und U < H. Es gibt dahcr cin g G V** mit fg=l und Keni[g) = H. 
Ware nun g = v^ mit einem u e V, so ware 

= b*g = b*v'^ = b*v 

fiir alle b € B. Nun ware aber v = X^ces ^^c- Wendete man hierauf die 
Abbildung b* an, so folgte = fc;,, so dass v = Q ware im Widerspruch zu 3 9^ 0. 
Damit ist alles bewiesen. 

Ist der Rang von V nicht endlich, so besteht eine Unsymmetrie zwischen V 
und V* . Um diese Unsymmetrie zu beseitigen, studieren wir nach dem Vorgange 
von Artin eine etwas allgemeinere Situation, in der, da sie allgemeiner ist, nicht 
mehr alle Satze gelten, die fiir V und V* richtig sind. Diesen Nachteil nehmen 
wir jedoch in Kauf, da er durch den Gcwiiiii der Symmetric fast wett gemacht 
wird. Diese Situation wird wie folgt beschrieben. Es sei K ein Korper und W sei 
ein Links- sowie V ein Rechtsvektorraum iiber K. Ferner sei / eine Abbildung 
des cartcsischen Produktcs von W mit V in K. Das Bild von (w, v) unter / 
werde mit wv bezeichnet. Wir sagen, dass W mit V gekoppelt sei, bzw. dass 
{W, V, f) ein duales Raumpaar bez. des Skalarproduktes f sei, falls gilt: 

1) Es ist {w + w')v = wv + w'v fiir alle w, w' €:W und alle v €:V. 

2) Es ist w{v + v') = wv + wv' fiir alle w G W und alle f, v' G V. 

3) Es ist {kw)v = k{wv) fiir alle k G K, alle w GW und alle v gV. 

4) Es ist w{vk) = {wv)k fiir alle k G K, alle w gW und alle v gV. 

5) Ist w G W imd = {0}, so ist w = 0. 

6) Ist w G y imd Wv = {0}, so ist v = 0. 

Fiir X G Lk{V) setzen wir 



X-^ ■.= {w\wG W,wX = {0}} 
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und fiir Y e L^{W) setzen wir 

:={v\v€ V,Yv = {0}}. 

Sind X, Y G Lk{V) und gilt X < Y, so gilt Y^ < X-^. Ferner gilt 
X < X^^. Sind X,Y € L^{W) und gilt X < F, so gilt Y'^ < X'^ wie auch 
X < X^-^. Dies folgt unmittclbar aus den Definitioncn. 

5.16. Satz. Es sei K ein Korper, W sei ein K -Links- und V ein K-Rechtsvek- 
torraum. Uberdies seien W und V gekoppelt. 1st X G Lk{V) und Y e L^{W), 

so gilt: 

a) Es gibt genau einen Monomorphismus tp von X-^ in (V/X)* mit 

y'^{v + X) =yv 

fiir alle y G X-^ und alle v gV. 
a') Es gibt genau einen Monomorphismus tp von Y^ in {W/Y)* mit 

{w + Y)x'^ = wx 

fiir alle w und alle x G Y^ . 

b) 1st w G W, so definieren wir w'^ durch w'^ :— wx fiir alle x E X . Dann ist 
^ ein Homomorphismus von W in X* und es gilt Kcrn{(^) = X-^. Ist der 
Rang von X endlich, so ist Q surjektiv. 

b') Ist V G V , so definieren wir durch yv^ :— yv fiir alle y E Y . Dann ist ^ 
ein Homomorphismus von V in Y* und es gilt Kern(,J) = y^ . Ist der Rang 
von Y endlich, so ist ^ surjektiv. 

Beweis. Aus Symmctricgriindcn gcniigt cs, a) und b) zu bcwciscn. 

a) Ist y G X-^ und v -\- X = v' -\- X, so folgt yv = yv' . Definiert man 
daher, y"^ durch y'*'{v + X) := yv, so ist y'^ wohldefiniert. Es folgt, dass <p eine 
Abbildung von X^ in (V/X)* ist. Trivialc Rechnun gen zcigcn, dass (p sogar ein 
Homomorphismus ist. Es sei y'^ = 0. Dann ist yV = {0} und daher y = 0, so 
dass (p ein Monomorphismus ist. 

b) Ist w G W, so definieren wir durch w'^x := wx fiir alle x G X . Trivialc 
Rechnungen zeigen, dass ein Homomorphismus von W in X* ist. Ist w< = 0, 
so ist wX = {0}, so dass w G X-^ gilt. 

Der Rang von X sei endlich. Dann ist nach dem gerade Bewiesenen 

Rg^'iW/X^) < Rg^(X*) = Rg^iX). 

Nach a') gibt es einen Monomorphismus von X-^'^ in [W/X-^)* . Weil X < X-^'^ 
gilt, ist also 

Rg^(X) < Rg;^ (X^^) < RgAW/X^r < Rg^(X). 

Somit ist X = X-LT. Es folgt welter, dass Rg^(VF/X-L) = Rg^(X*) ist. Folg- 
lich ist ( in diesem Falle auch surjektiv. 
Damit ist alles bewiesen. 
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Im Bcwcise von 5.16 habcn wir mchr bcwicscn als im Satz formulicrt. Darauf 
werden wir gleich zuriickkommen. Zuvor zeigen wir jedoch, dass die Theorie der 
gekoppelten Raume im Falle von Raumen endlichen Ranges nichts Neues liefert. 

5.17. Satz. Es sei K ein Korper, W sei ein K-Links- und V ein K-Rechts- 
vektorraum. Uberdies seien W und V gekoppelt. Genau dann hat V endlichen 
Rang, wenn W endlichen Rang hat. Hat einer der beiden Raume endlichen 
Rang, so haben also beide endlichen Rang und es gilt: 

a) 1st w G W und definiert man w'' durch w^v := wv fiir alle v G V, so ist C, 
ein Isomorphismus von W auf V* . 

b) Ist V E V und definiert man durch wv^ := wv fiir alle w G W, so ist ^ ein 
Isomorphismus von V auf W* . 

Beweis. Es sei V endlichen Ranges. Dann folgt mit 5.16 b), dass C ein 
Epimorphismus von W auf V* ist und dass Kern(i^) = V-^ = {0} gilt. Also hat 
auch W endlichen Rang und es gilt a). 

Hat W endlichen Rang, so folgt mit 5.16 b'), dass V endlichen Rang hat 
und dass b) gilt. Damit ist alles bewiesen. 

5.18. Satz. Es sei K ein Korper und W und V seien gekoppelte Vektorrdume 
iiber K. Dann gilt: 

a) Sind X,Y G Lk{V) und gilt X <Y , so ist Y^<X^. 

b) Sind X,Y G L^{W) und gilt X <Y , so ist Y^ < X'^ . 

c) Es ist X < X-^^ fiir alle X e Lk{V). Hat X endlichen Rang, so gilt 
X = X^^. 

d) Es ist X < X"""-"- fiir alle X e L^{W). Hat X endlichen Rang, so gilt 

X = X^^. 

e) Es ist X-LT-L = fiir alle X € LxiV). 

f) Es ist X'T-LT = x'^ fiir alle X e L^{W). 

Beweis. a), b), c) und d) sind entweder schon als trivial erkannt oder bereits 
bewiesen, namlich beim Beweise von 5.16. Es blciben e) und f) zu beweisen. 

Es sei U e Lk{V). Dann ist U < [/-^^ nach c) und folglich U-^'^-^ < 
nach a). Andererseits ist U-^ G L^{W), so dass nach d) gilt, dass f/""" < f/-"- 
ist. Damit ist e) bewiesen. Die Aussage f) beweist sich analog. 

Das Paar (-L,T) ist eine Galoisverbindung von Lk{V) mit L^{W). 

5.19. Satz. Ist V ein Rechtsvektorraum endlichen Ranges iiber dem Korper 

K und ist V* der Dualraum von V , so sind V* und V gekoppelt und _L ist ein 
Isomorphismus des Verbandes (Lfc{V)'^,<'^) auf den Verband (L^"^ {V*),<). 

Beweis. Nach 5.18 a) und b) ist _L cine ordnungserhaltende Abbildung von 
{Lj({V)'^,<'^) in {L^{V*),<) und T ist cine ordnungserhaltende Abbildung 
von {L^ {¥*),<) in {Lk{VY,<'^). Nach 5.18 c) ist ferner _LT die Identitat auf 
Lk{V). Weil der Rang von V endlich ist, ist es auch der Rang von V*. Daher 
folgt mit 5.18 d), dass T_L die Identitat auf L^iV*) ist. Also ist _L bijektiv, wie 
behauptet. 
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Mit dicscm Satz habcn wir eine Beschrcibung von LKiV)"^ gcwonncn, die 
diesen Verband der Behandlung mittels Methoden der linearen Algebra zugang- 
lich macht. Puristen — und in diesem Zusammenhang sind wir Puristen — 
werden bemangcln, dass der duale Verband mit Hilfc eines Linksvektorraumes 
dargestellt wird. Man wiinscht sich auch fiir ihn eine Beschreibung durch einen 
Rechtsvektorraum. Eine solche Beschreibung ist nun rasch gefunden. Es sei 
K ein Korper. Wir definieren auf K eine Multiplikation o durch a o b := ha 
fiir ahe a,b € K. Dann ist auch [K, +, o) ein Korper und die Identitat ist 
ein Antiisomorphismus von K auf jenen Korper, den wir mit Ko bezeichnen. 
Ist nun V ein Linksvcktorraum iiber K, so wird V zu einen Rechtsvcktorraiim 
iiber durch die Vorschrift v o a := av. Offenbar gilt L^{V) = Lk^{V). 
Wendet man dies nun auf die obige Situation an, so erhalt man in Lk„{V*) 
cine Beschreibung von Lk{VY durch einen Rechtsvektorraum iiber dem zu K 
antiisomorphen Korper Ko- Ist K kommutativ, so ist K natiirlich gleich Ko- 
Daher sind in diesem Falle auch LKiy) und LKiyY gleich. Im allgemeinen ist 
dies jedoch nicht der Fall. Mehr dariiber im nachsten Kapitel. 

Eine interessante Folgerung aus 5.19 ist der nachste Satz. 

5.20. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem Korper K. 
Ist U e Lk{V), so ist 

Rg^(F)=Rg^(C/)+Rg^([/^). 

Dabei ist _L als Abbildung von Lk{V) in L^{V*) aufzufassen. 

Beweis. Weil ± nach 5.19 ein Isomorphismus von Lk{VY auf L^iy*) ist, 
ist KoRg;^(C/) = Kg^ {JJ-^). Hieraus folgt die Behauptung. 

5.21. Satz. Es sei K ein Korper und W und V seien gekoppelte Vektorrdume 
iiber K . Es sei S die Menge aller Unterrdume der Form X-^ von W, wobei X 
ein Teilraum endlichen Ranges von V ist. Dann gilt: 

a) IstY und ist Z ein Teilraum von W mit Y < Z, so ist Z G E. 

b) Sind Y, Z eE, so ist YnZ eE. 

Entsprechendes gilt, wenn man die Rollen von W und V vertauscht. 

Beweis. a) Es gibt ein X endlichen Ranges in Lk{V) mit Y = X-^. Wir 
definieren cine Koppelung, der wir diesmal einen Namen, namlich tt, geben, von 
W/Y mit X durch {w + Y)x := vox fiir alio w & W und alle x € X. Wegen 
Y = X-^ ist TT wohldefiniert. Wir zeigcn, dass tt eine Koppelung ist. Dazu 
sind nur die Eigenschaftcn 5) und 6) nachzuwcisen, da die iibrigcn sich von 
selbst verstehen. Es sei {w + Y)X = {0}. Dann ist wX = {0} und daher 
w G X-^ = Y. Ist X G X und {W/Y)x = {0}, so ist Wx = {0} und daher x = 0. 
Somit ist TT tatsachlich eine Koppelung. Die durch tt definierten Abbildungen 
von Unterraumen des einen Raumes auf ihren annullierenden Unterraum des 
anderen bezeichnen wir mit -L(7r) bzw. T(7r). 

Es sei nun Z/Y ein Teilraum von W/Y. Dann ist 

(^/y)T(.) = {a- I ^ g X, {Z/Y)x = {0}} 
= {x\xgX, Zx = {0}} 
= Z^. 
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Es sei andererseits U ein Teilraum von X. Dann ist 

;7-LW = {w + Y \w €W, {w + Y)U = {0}} 
= {w + Y \w €W, wU = {0}} 
= U^/Y. 

Weil X endlichen Rang hat, sind die Abbildungen -L(7r) und T(7r) Bijektio- 
nen. Daher gilt 

Z/Y = (z/y)"^^'')-^^''^ = (z'^)-L('^) = z'^-^/Y. 

Hieraus folgt 

Z = Z^^ 

fiir allc Tcilraumc Z von W, die Y umfasscn. Weil X endlichen Rang hat, 
gilt aber auch X = X-^^ . Somit ist die Einschrankung von _L auf Lk{X) eine 
Bijektion dieser Menge auf die Menge der Teilraume von W, die Y enthalten. 
Daher gilt a). 

b) Es gibt Unterraume A und B endlichen Ranges von V mit Y = A-^ und 
Z = B-^. Nun ist aber 

Y nz = A-^ nB-^ = {A + B)^. 

Weil auch A + B endlichen Rang hat, ist demnach Y Z G 'B.. 

Die nachsten vier Satze formulieren wir nur fiir den Fall eines Rechtsvek- 
torraumes und seines Dualraums. Jegliche Verallgemeinerung wiirde technisch 
aufwendig und ware nur schwer zu merken. Falls der Leser allgemeinere Situ- 
ationen antrifft, wird es ihm nicht schwer fallen, die entsprechenden Satze aus 
den hier wiedergegebenen herauszupraparieren. 

Ist V ein Linksvektorraum iiber K und ist a eine lineare Abbildung von V 
in einen weiteren i^-Linksvektorraum, so bezeichnen wir das Bild von v & V 
unter a mit va. 

5.22. Satz. Es seien V und W Rechtsvektorrdume iiber dem Korper K und 

V* und W* seien ihre Dualrdume. Ist (fi € H.om.K{V,W), so gibt es genau 
ein tp* e Hom^(W*, V*) mit {f'fi*)v = f{ipv) fiir alle v gV und die f eW*. 
Die Abbildung * ist ein Monomorphismus von BomK{V,W) in}iom^{W*,V*). 
Haben V und W beide endlichen Rang, so ist * ein Isomorphismus der abelschen 
Gruppe HoniKiVjW) auf Kom^ {W* ,V*). Ist V endlichen Ranges und gilt 
V = W, so ist * ein Ringisomorphismus von EndKiV) auf End'^iV*). 

Der Beweis dieses Satzes sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Man 
nennt if* die zu if duale Abbildung. 

5.23. Satz. Es seien V und W Rechtsvektorrdume iiber dem Korper K. Ist 
if G }iom.^{y,W) und ist (p* die zu (p duale Abbildung, so ist 



Kern(^) = und Kern((p*) = [ifV)^ . 
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Beweis. Es sei v G Kern(<^). Dann ist 

{f^*)v = fi^v) = 

fiir alle / e W*. Daher ist v e {W*ip*y. Es sei umgekehrt v e {W*ip*y. 
Dann ist 

fiir alle / € W* . Hieraus folgt (fv = und damit v € Kern((^). Also ist 
Kem{ip) = {W*ip*y. 

Es sei / e Kern(<^*). Dann ist 

fi^v) = {f^*)v = 

fiir alle v €:V,so dass / e ((^l^)""" gilt. Ist umgekehrt / e ((^F)-"-, so ist 

(/^*)i; = /(H=0 

fiir alle v & V. Daher ist /(p* = 0, so dass / S Kern(^*) gilt. Demnach ist 
Kern((p*) = {i^V)-^. Damit ist alles bewiesen. 

5.24. Satz. Es seien V und W Rechtsvektorrdume iiber dem Korper K. Ist 

ip € Hom/f(V, VT) und ist (p* die zu ip duale Ahhildung, so gilt: 

a) Genau dann ist (p surjektiv, wenn ip* injektiv ist. 

b) Genau dann ist (p injektiv, wenn (p>* surjektiv ist. 

c) Genau dann ist p bijektiv, wenn (p* bijektiv ist. 

Beweis. a) Nach 5.23 ist Kern((^*) = {(pV)-^. Ist nun (f* injektiv, so ist 
i'pV)-^'^ = {0}^ = W. Mit 5.18 c) folgt hieraus piV = W, so dass (p surjektiv 
ist. Ist umgekehrt cp surjektiv, so ist Kcrn(99*) = W-^ = {0}, also ip* injektiv. 

b) Nach 5.23 ist Kcrn(</j) = {W*(p*)^ . Ist (p* surjektiv, so ist also Kern((^) = 
(V*)^ = {0}, so dass ip injektiv ist. 

Es sci p) schliefilich injektiv. Fornor sci B eine Basis von V. Weil p> injektiv 
ist, ist {(fb I 6 G B} eine Menge von linear unabhangigen Vektoren von W. Es 
gibt somit einen Teilraum U von W mit 

W = U® ^{>pb)K. 

beB 

Ist g G V*, so definieren wir / e W* durch f{ipb) := gb fiir alle b G B und 
fu := fiir alle u e U. Es folgt, dass f(p* = g ist. Somit ist ip* surjektiv. 

c) folgt aus a) und b). 

5.25. Satz. Es seien V und W Rechtsvektorrdume iiber K. Ferner sei ip € 
Homif(V, W) und ip* sei die zu ip duale Abbildung. Genau dann ist ipV endlich 

erzeugt, wenn W* p* endlich erzeugt ist. Ist einer dieser beiden Rdume endlich 
erzeugt, so ist Rg(iy3) = Rg(</'*). Ist V oder W endlich erzeugt, so sind ipV und 
W*ip* endlich erzeugt. 

Beweis. W und W* sind gekoppeltc Raumc und ipV ist ein Teilraum von 
W. Ist nun ipV endlich erzeugt, so sind nach 5.16 b) die Raume {ipV)* und 
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W* / (ipV)-^ isomorph. Nach 5.14 sind daher die Range von LpV und W* / (ipV)-^ 
gleich. Nach 5.21 ist {(pV)-^ der Kern von tp*, so dass W*(p* endlich erzeugt ist 
und die Range von ip und if* gleich sind. 

Es sei W*ip* endUch erzeugt. Nach 5.18 d) ist dann 

W*ip* = {W*(p*)'^^. 

Nach 5.16 a) ist daher W*ip* zu {v/{W*ip*y)* isomorph. Nach 5.21 ist daher 
(y/Kcrn((p))* zu W*ip* isomorph. Mittcls 5.14 folgt, dass (pV endlich erzeugt 
ist. Dann ist aber, wie wir gesehen haben, Rg(<^) = Rg(</5*). 

Ist V oder W endlich erzeugt, so ist in beiden Fallen auch ipV endlich erzeugt. 

Die Situation von 5.25 verallgemeinernd formulieren wir 

5.26. Satz. Es sei K ein Korper und W und V seien gekoppelte Vektorrdume 

iiber K . Es sei ferner R ein Ring, W sei ein Rechtsmodul und V ein Linksmodul 
iiber R. Wir setzen zudem voraus, dass die folgenden Rechenregeln gelten: 

a) Es ist {wr)v = w{rv) fur alle r € R, alle w gW und alle v gV. 

b) Es ist {kw)r = kiwr) fiir alle k G K , alle w und alle r G R. 

c) Es ist {rv)k = r{vk) fiir alle r € R, alle v € V und alle k € K. 

Ist r G R, so ist rV genau dann endlich erzeugt, wenn Wr endlich erzeugt ist. 
Ist dies der Fall, so gilt Rg^(ry) = Rg^(W^r). 

Beweis. Sctzc Y := (rV)-^. 1st dann y G Y und v G V, so folgt {yr)v = 
y{rv) = 0. Wcgcn = {0} ist daher yr = 0. Ist andererseits w G W und 
wr = 0, so folgt = {wr)v = w{rv) fiir alle v G V , so dass w G Y gilt. Es 
folgt, dass Wr zu W/Y isomorph ist. Nach Friihcrcm ist Wr daher endlich 
erzeugt und es gilt Rg^(VFr) = Rg^^ (rF). Aus Symmetriegriinden ist damit 
alles gezeigt. 

Dieser Satz wird spater noch eine RoUe spielen. 

6. Homogene, voUstandig reduzible Ringe 

In dicsem Abschnitt grcifcn wir, wie vcrsprochcn, die Frage nach der Struktur 
der homogencn, vollstandig reduziblen Ringe wieder auf. Kenncn wir dicse, so 
kennen wir auf Grund von Satz 4.6 alle vollstandig reduziblen Ringe, da die 
ringtheoretische direkte Summe von homogenen, vollstandig reduziblen Ringen 
ein vollstandig reduzibler Ring ist. 

Wir definieren das Jacobson-Radikal J{R) eines Ringes R als den Schnitt 
iiber alle regularen, maximalen Rechtsideale von R. 1st M ein irreduzibler R- 
Rechtsmodul und ist 7^ a; G M, so ist 0{x) nach 4.2 ein regulares, maximales 
Rechtsideal. Daher ist J{R) C 0{x), so dass xj = ist fiir alle j E J{R). 
Somit gilt MJ{R) = {0} fiir alle irreduziblen i?-Rechtsmoduln M. 1st I ein 
regulares, maximales Rechtsideal von R, so ist R/I nach 4.2 ein irreduzibler 
i?-Modul. Nach der gerade gemachten Bemerkung ist daher RJ{R) C /. Da 
dies fiir alle regularen, maximalen Ideale gilt, folgt RJ{R) C J{R), so dass J{R) 
ein zweiseitiges Ideal von R ist. 
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6.1. Satz. 1st R ein vollstdndig reduzibler Ring, so ist J{R) ^ R und J{RY = 
{0}. 

Beweis. Es sei I ein minimales Rechtsideal, welches in J(i?) cnthalten ist. 
Dann ist / ein irreduzibler i?-Rcchtsmodul. Daher ist IR ^ {0} = IJ{R). 
Hieraus folgt R ^ J{R). Weil J{R) Summe von minimalen Rechtsidealen von 
R ist, folgt, dass auch J{R)^ = {0} gilt. 

6.2. Satz. Ist R ein vollstdndig reduzibler Ring und ist I ein minimales Rechts- 
ideal von R, so gilt genau dann I C J{R), wenn P = {0} ist. 

Beweis. Ist / C J{R), so ist P C J(i?)2 = {0}. 

Es sei / 2 J{R)- Es gibt dann ein regulares, maximales Rechtsideal M von 
R, welches I nicht enthalt. Es folgt R = I ® M als ii-Rechtsmodul. Weil M 
regular ist, gibt es ein a G R mit x — ax E M fiir alle x £ R. Es ist a = i + m 
mit i € I und m e M. Es folgt, dass auch x — ix & M gilt fiir alle x & R. 
Insbesondere ist also 

i-i'^ € InM = {0}. 

Also ist 2^ = i. Nun ist aber i ^ 0, da andernfalls R = M ware. Somit ist 
P ^ {0}. 

Im Verlaufe des Beweises des letzten Satzcs haben wir gezeigt, dass das 
minimale Ideal I ein von Null verschiedenes Idempotent enthalt, wenn I nicht 
im Jacobson-Radikal des Ringes liegt. AUgemeiner gilt: 

6.3. Satz Es sei R ein Ring und I sei ein minimales Rechtsideal von R. Ist 
P 7^ {0}, so gibt es ein von verschiedenes Idempotent i & I. Insbesondere ist 
I = iR. 

Beweis. Wegen P ^ {0} gibt es ein x G I mit xl ^ {0}. Weil xl ein in 
/ enthaltenes Rechtsideal ist, folgt wcgcn der Minimalitat von / daher, dass 
xl = I ist. Es gibt also ein i G I mit xi = x. Es folgt x{i'^ — i) = 0. Setze 
I' ~ {y \ y ^ I-iXy = 0}. Dann ist I' ein Rechtsideal, welches in I enthalten 
ist. Nun ist a; ^ und daher i e /'. Folghch ist /' = {0}. Wegen i'^ — i G I' ist 
also i"^ = i. 

Schliefilich ist i = i^ G iRC I und somit iR = I auf Grund der Minimalitat 
von /. 

6.4. Satz. Es sei R ein homogener, voUstandig reduzibler Ring. Ferner sei S 
die Summe iiber alle minimalen Ideale I von R, fiir die P ^ {0} gilt. Dann ist 
S ein einfacher, vollstdndig reduzibler Ring und es gilt im modultheoretischen 
Sinne 

R = J{R) e S. 
Sind j, j' G J{R) und s, s' G S, so ist 

{j + s){j' + s')=js' + ss'. 



Beweis. Weil R die Summe seiner minimalen Rechtsideale ist, folgt zunachst, 
dass RJ{R) = {0} ist. Ferner folgt mit 6.2, dass R im modultheoretischen Sinne 
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die direktc Summc von J{R) und S ist. Weil S ein Rechtsideal ist, ist natiirlich 
SS C S, so dass S ein Ring ist. 

Es sei I ein minimales Rechtsideal von R, welches in S enthalten ist. Ist 
^ a; e /, so gilt 

I = xRC xJ{R) + xS = xS C /. 

Daher ist / auch ein minimales Rechtsideal von S. Da S Summe minimaler 
Rechtsideale von R ist, folgt hieraus schon, dass S voUstandig reduzibel ist. 
Es sei nun N ein von {0} verschiedenes, zweiseitiges Ideal von S. Wegen 

NR C NJ{R) +NS = NSCN 

ist N ein Rechtsideal von R. Es gibt also ein minimales Rechtsideal / von R, 
welches in N enthalten ist. Nach der Definition von S gilt P ^ {0}, so dass / 
nach 6.3 ein von Null verschiedenes Idempotent n enthalt. Es sei /' ein weiteres 
minimales Rechtsideal von R, welches in S enthalten ist. Weil R homogen ist, 
gibt es einen i?-Isomorphismus a von / aiif /'. Setze i := (j(n). Dann ist 

^ i = a{n) = a{n^) = inel' nN. 

(Dieses Argument haben wir schon einmal gefeiert.) Weil /', wie wir gesehen 
haben, auch ein minimales Rechtsideal von S ist, folgt /' C N. Benutzt man 
nun noch einmal, dass S die Summe iiber alle minimalen Rechtsideale von R ist, 
deren Quadrat nicht Null ist, so folgt, dass N = S ist, womit die Einfachheit 
von S nachgewiesen ist. 

Ist r e -R und j G J{R), so ist rj = 0, wie zuvor schon bemerkt. Hieraus 
folgt schlief51ich auch noch die Giiltigkeit der letzten Behauptung des Satzes. 

Ist S ein einfacher, voUstandig reduzibler Ring und ist M ein S'-Rechtsmodul 
mit MS = M, so zcigt Satz 6.4, wie man aus S und M einen homogenen, 
voUstandig reduziblen Ring R machen kann, so dass M gerade das Jacobson- 
Radikal von R wird. Man kennt also alle homogenen, voUstandig reduziblen 
Ringc, wenn man alle einfachen, voUstandig reduziblen Ringe kennt. Um diese 
besser in den Griff zu kriegen, beweisen wir zunachst das schursche Lemma, 
welches ein iiberaus niitzlichcs Werkzeug ist. 

6.5. Schursches Lemma. Es sei R ein Ring und M sei ein irreduzibler 
R-Modul. Dann ist Endi^(M) ein Korper. 

Beweis. Es sei ^ cr e Endij(M). Dann ist a{M) ein von {0} verschiedener 
Teilmodul von M. Somit gilt wegen der Irreduzibilitat von M die Gleichung 
a{M) = M, so dass a surjektiv ist. Ferner gilt Kern((7) ^ M und daher 
Kern((T) = {0}, so dass a auch injektiv ist. Folglich ist a ein Automorphismus 
von M, so dass a eine Einheit von Endn{M) ist. Damit ist alles bewiesen. 

Es sei R ein Ring und M sei ein i?-Rechtsmodul. Man nennt M treuen 
i?-Rechtsmodul, falls aus r & R und Mr = {0} folgt, dass r = ist. Der Ring 
R heifit primitiv, falls er einen treuen, irreduziblen Modul besitzt. 

6.6. Satz. Es sei R ein primitiver Ring und M sei ein treuer, irreduzibler 
R-Rechtsmodul. Setze K := Endii(M). Dann ist K ein Korper und M ist 
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ein Linksvektorraum uber K . Es hezeichne (M) die Menge der Teilrdume 
endlichen Ranges des K -Vektorraumes M . Fiir X G E^(M) sei 0{X) := {r \ 
r G R, Xr = {0}}. Dann ist O ein Monomorphismus von E^iV) in Lfi{R) 
mit der Eigenschaft, dass fiir X, Y G E^{V) genau dann X < Y gilt, wenn 
0{Y) C 0{X) ist. 

Beweis. Dass K ein Korper ist, bcsagt gcrade das schursche Lemma. 

Aus der Definition von O folgt, dass X <Y implizicrt, dass 0{Y) C 0{X) 
ist. Wir zeigen, dass aus X < Y folgt, dass 0{Y) c 0{X) ist. Dazu machen 
wir Induktion nach dem Rang von X. Es sei y gY — X. 1st der Rang von X 
gleich 0, so ist X = {0}. Weil M irreduzibel ist, ist yR = M, so dass es ein 
sgR gibt mit ys ^ 0. Also ist 0{Y) cR = 0{X). 

Der Rang von X sei nun grofier als und w sei ein von verschiedener Vektor 
in X. Es gibt dann einen Teilraum V von X mit X = V^Kw. Wir nehmen nun 
an, dass 0{X) C 0{y) gelte, wobei y immer noch das oben gewahltc Element 
ist. Nach Induktionsannahme ist 0{V) % 0{w), da andernfalls 0{V) = 0{X) 
ware. Dahcr ist ■wO{V) ein von {0} verschiedener Teilmodul von M. Folglich 
gilt 'wO{V) = M. Es seien a,h G 0{V) und es gelte wa = wb. Dann ist 



so dass ya = yb ist. Folglich wird durch K,{wa) := ya ein Endomorphismus 
K dcs i?,-Rechtsmodids u'O(V) — M definiert, dh., es gilt k E K. Es folgt 
{Kw — y)a = fiir allc a G 0{V). Nach Induktionsannahme ist daher nw — y G V 
und daher y gV + Kw = X. Dieser Widcrspruch zcigt, dass 0{X) % 0{y) ist. 
Folglich ist 0{Y) c 0{X). Es sei schliefilich 0{Y) C 0{X). Dann ist 



Wegen Y < X + Y ist daher nach dem bereits Bewiesenen Y = X + Y, so dass 
X <Y gilt. Damit ist alles bewiesen. 

6.7. Dichtesatz. Es sei R ein prirnMiver Ring und M sei ein irreduzibler 
Rechtsmodul iiber R. Setze K := Endi{(M). Dann ist K ein Korper und M ist 
ein Linksvektorraum iiber K. Ist dann n eine natiirliche Zahl, sind 6i, . . . , 6„ 

linear unabhdngige Elemente des K -Vektorraumes M und sind ir- 
gendwelche Elemente von M, so gibt es ein r G R mit bir = Vi fiir z := 1, . . . , n. 

Beweis. Nach 6.6 gibt es Elemente Si G R mit bjSi = fiir j ^ i und biSi ^ 0. 
Es folgt weiter, dass {biSi)R = M ist. Es gibt also ein ti G R mit biSiti = vt. 
Setzt man nun r := Y^"-i Sjtj, so ist 



Damit ist der Dichtesatz bewiesen. 

Man nennt einen Ring R artinsch, wenn der Verband der Rechtsideale von 
R artinsch ist. 



a-bG 0{w) n 0{V) = 0{X) C 0{y) 



0{X + Y) = 0{X) n 0{Y) = 0{Y). 



n 
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6.8. Satz. Es seA R ein primitiver Ring. Genau dann gibt es einen Rechtsvek- 
torraum V endlichen Ranges iiber einem Korper K, so dass R zu End/f (F) 
isomorph ist, wenn R artinsch ist. Insbesondere enthdlt jeder solche Ring eine 
Eins. 

Beweis. Es sei V ein Rechtsvektorraum endlichen Ranges iiber dem Korper 
K. Dann ist Jk{V) = End/f (1^), so dass Endi<-(\^) nach 4.15 artinsch ist. Somit 
ist R artinsch, wenn R zu Endi<-(y) isomorph ist. 

Es sei R artinsch. Ferner sei M ein treuer, irreduzibler i?-Rechtsmodul. 
Dann ist M ein Linksvektorraum iiber dem Korper K := Endij(M). Setze 

* := {0{X) I X e E^{M)}. 

Weil R artinsch ist, enthalt ein minimalcs 0{Y). Nach 6.6 ist Y dann ein 
maximales Element von E^{M). Es folgt, dass F = M ist. Ist n der Rang von 
M und ist hi, . . . , 6„ eine Basis von M, sind ferner vi, . . . , Vn irgendwelche 
Elemente von M , so gibt es nach dem Dichtcsatz cin r G i? mit bir = Vi fiir allc 
i. Hieraus folgt, da R auf M ja treu operiert, dass R zu End^(M) isomorph 
ist. Ist V der Dualraum des /C-Linksvektorraumes M, so folgt mit 5.20, dass R 
auch zu Endj<-(F) isomorph ist. 

6.9. Satz. Es sei R ein Ring. Dann sind die folgenden Bedingungen aquivalent: 

a) R ist als Ring die direkte Summe von endlich vielen Endomorphismenringen 
von Rechtsvektorrdumen endlichen Ranges. 

b) R ist vollstdndig reduzibel und hat eine Eins. 

c) R ist artinsch und fiir jedes minimale Rechtsideal I von R gilt ^ {0}. 

Beweis. Endomorphismenringe von Rechtsvektorraumen endlichen Ranges 
haben eine Eins und sind nach 4.13 vollstandig reduzibel sind; daher ist b) eine 
Folge von a). 

Es gelte b). Nach 4.6 ist R = 0$g/„(/j)/= H^,. Weil R cine Eins hat, gibt 
es endlich viele homogene Komponenten Hi, . . . , von R mit 1 € XlL=i ^k- 
Es folgt R C J2\._i Hk, so dass R nur endlich viele homogene Komponenten 
hat. Ist H cine von ihncn, so ist H die Summe von minimalcn Rcchtsidcalcn. 
Mit dem gleichen Argument erhalt man, dass H Summe von endlich vielen 
minimalen Rechtsidealen ist. Hieraus folgt, dass der Rechtsidealverband von 
H eine projektive Geometric endlichen Ranges ist. Da R die direkte Summe 
von endlich vielen homogenen Komponenten ist, ist R daher artinsch. Es sei 
schliefilich I ein minimales Ideal von R. Weil R vollstandig reduzibel ist, gibt 
es ein Rechtsideal J mit R = I ® J. Es gibt daher ein i S 7 und ein j € J mit 
I = i + j. Es folgt 

i = li = i"^ + ji 

und weiter 

ji = i-i'^einJ = {0}. 

Also ist = i. Ware nun i = 0, so ware 1 € J und daher R C J. Also ist i ^ 0, 
so dass auch P ^ {0} ist. Damit ist c) aus b) hergeleitet. 
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Es gelte c). Weil R artinsch ist, gibt cs zu jedem von {0} verschiedenen 
Rechtsideal J von R ein minimales Rechtsideal / mit I C J. Es gibt also 
eine Auswahlfunktion /x, so dass /i(J) fiir alle solchen J ein minimales, in J 
enthaltenes Rechtsideal ist. Setzt man noch /i({0}) := {0}, so ist fj, auf der 
Menge aller Rechtsideale von R definiert. 

Auf Grund unserer Annahme iiber die minimalen Rechtsideale von R gibt 
es nach 6.3 eine Auswahlfunktion e, so dass e/ fiir allc minimalen Rechtsideale 
/ ein Idempotent ist, welches in / liegt und von verschieden ist. Ist / das 
Nullideal, so setzen wir noch e/ = 0. Es sei nun / ein minimales Rechtsideal 
von R. Dann ist ej ^ 0{ej). Andererseits ist 0{ei) nach 4.2 ein regulares, 
maximales Rechtsideal. Daher gilt 

R = I + 0{ei). 

Aus dcm dcdckindschcn Rckursionssatz folgt die Existenz einer Abbildung g 
der Menge der nicht negativen Zahlen in die Menge der Rechtsideale von R mit 
g{0) = R und 

g{n + 1) = g{n) n 0(e^(g(„))). 

Es folgt 

g{n) = g{n) n {fJ,{g{n)) + 0(e^(g(„)))) = /i(ff(n)) + g{n + 1). 
Mittels Induktion folgt die Giiltigkeit von 

n 

fiir alle n. Nun ist aber g{n + 1) ^ g{n) fiir alle n. Weil R artinsch ist, gibt es 
also ein N mit g{N) = g{N + 1). Hieraus folgt weiter 

n{g{N)) Cg{N)nO{e^^g^i,))). 

Dies hat 

R = ^{g{N)) + 0(e^(g(jv))) = 0(e^(g(Ar))) 

zur Folgc, was wiederum g{N) = {0} nach sich zicht. Also ist R Summe von 
minimalen Rcchtsidcalen und folglich, da deren Quadrat ja niemals das Nullideal 
ist, voUstandig reduzibel. 

Nach 4.6 ist R dircktc Summe seiner homogonen Komponcntcn, von denen 
es nur cndlich vielc gibt, da R artinsch ist. Mittels 6.2 und 6.4 folgt weiter, 
dass die homogencn Komponenten von R allcsamt einfache Ringe sind. Ein- 
fache, voUstandig reduzible Ringe sind aber stets primitiv. Mittels 6.8 folgt 
dann, dass die homogencn Komponcntcn von R zu Endomorphismcnringen von 
Rechtsvektorraumen isomorpli sind. Damit ist a) aus c) hergeleitet und der Satz 
bewiesen. 

Die Bedingung c) wird in der Literatur meist so formuliert, dass man sagt, R 
sei ein halbeinfacher, artinscher Ring, wobei halbeinfach bedeutet, dass J{R) = 
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{0} ist. Bcnutzt man dicsc Formulienmg, so muss man zcigcn, dass das Jacob- 
son-Radikal eines Ringes R alle nilpotenten Rechtsideale von R enthalt. Ferner 
muss man zeigen, dass das Jacobson-Radikal eines artinschen Ringes nilpotent 
ist. 

Der soeben bewiesene Satz ist grundlegend fiir die Darstellungstheorie end- 
licher Gruppen, wie wir gleich belegen werden. Zuvor jedoch miissen wir noch 
den Begriff der Gruppenalgebra ciner endlichcn Gruppc cinfiihrcn. Dazu sci K 
ein kommutativer Korper und G sei eine endliche Gruppe. Wir interpretieren 
G als Basis eines Vektorraumes K[G] iiber K, von dem wir auf Grund der 
Kommutativitat von K annehmen diirfen, dass er zweiseitig ist. Sind dann 
X := X^ggG kgg und y := X^^^gg Ihh zwei Elemente von -ftr[G], so definieren wir 
ihr Produkt xy durch 



Auf diese Weise wird K[G] zu einer if- Algebra, der Gruppenalgebra von G iiber 
K. Es gilt nun der 

6.10. Satz von Maschke. Ist K ein kommutativer Korper, ist G eine endliche 

Gruppe und ist K[G] ihre Gruppenalgebra iiber K , so ist K[G\ ein artinscher 
Ring mit Bins. Genau dann ist K[G] vollstdndig reduzibel, wenn die Charakter- 
istik von K kein Teiler von \G\ ist. 

Beweis. Die Eins von G ist audi die Eins von /ir[G]. Dass K[G] artinsch ist, 
liegt daran, dass K[G] ein Vektorraum endlichen Ranges iiber K ist. Damit ist 
der banale Teil des Satzes bewiesen. 

Die Charaktcristik von K sci cin Toiler von \G\. Setze a :— J^gecd- Weil 
G eine Basis von K[G] ist, ist a ^ 0. Ist a; € G, so ist ax = a = xa, so dass 
a im Zentrum von K[G] liegt. Dies beinhaltet, dass aK[G] ein vom NuUideal 
verschiedenes, zweiseitiges Ideal von K[G] ist. Nun ist 



Daher ist (o-ftr[G])^ = {0}. Weil R artinsch ist, enthalt oif[G] ein minimales 
Rechtsideal I. Fiir dieses gilt dann P = {0}, so dass K[G] nach 6.9 nicht 
voUstandig reduzibel ist. 

Es sei K[G\ nicht vollstandig reduzibel. Dann enthalt K[G\ nach 6.9 ein 
minimales Rechtsideal I mit P = {0}. Es sei ^ i e /. Dann ist i = J2geG ^a9^ 
wobei es wenigstens ein h G G gibt mit kh ^ 0. Dann ist auch ih~^ ein 
von verschiedenes Element von /, so dass wir annehmen diirfen, dass in der 
Entwicklung fiir i das Element fci von Null verschieden ist. 

Ist a € -fi^i-^], so ist die Abbildung a^, die durch aa{x) := xa fiir alle x G 
K[G] definiert wird, eine X-lineare Abbildung von K[G] in sich. Ist insbesondere 
a e G, so ist Spur(aa) = 0, wenn a ^ 1 gilt, und Spur(aa) = |G|, wenn a = 1 
ist. Hieraus folgt 




geG a.beG 
ab = g 



J2g = \G\a = 0. 




geG 
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Nun ist abcr P = 0, so dass alio Eigcnwcrtc von ai glcich sind. Dann ist 
aber auch die Spur von a gleich 0, da sie die Summe der Eigenwerte ist. Also 
ist ki\G\ = 0. Weil ki aber nicht ist, ist |G| in K gleich 0. Folglich ist 
die Charakteristik von K ein Teller von Damit ist der Satz von Maschke 
bewicscn. 

Zusammcn mit Satz 6.9 besagt der Satz von Maschke, dass der Gruppen- 
ring einer cndlichcn Gruppe, falls die Charakteristik des zu Grundo liegenden 
kommutativen Korpers die Gruppenordnung nicht teilt, die dircktc Summe von 
endlich vielcn Endomorphismcnringcn von Vektorraumen endlichcn Ranges ist. 
Es ist zu bcachton, dass die Korpcr, iiber denen diese Vektorraume definicrt sind, 
zwar allc K cnthaltcn, abcr durchaus nicht immcr gleich K sind. Einzclhciten 
findet der Lcscr in den Biichcrn zur Darstcllungstheoric cndlichcr Gruppcn. 

Wir wcndcn uns nun wieder der Untcrsuchung beliebigcr cinfachcr, voUstan- 
dig rcduzibler Ringc zu. Dabei folgen wir bislang unveroffentlichten Notizen 
von Herrn U. Dempwolff. 

6.11. Satz. Es sei R ein einfacher, voUstandig reduzibler Ring und M sei ein 
treuer, irreduzibler Rechtsmodul iiber R. Seize 

K := Endfl(M). 

Dann ist K ein Korper und M ist ein Linksvektorraum iiber K. Weil R auf M 
treu operiert, diirfen wir R C End^(M) annehmen. Wir setzen 

S := {{/ I ?7 e L^{M) und es gibt ein r € R mit U = Kern(r)}. 

Dann gilt: 

a) Ist U gE, so ist KoRg'^^U) endlich, dh. es ist R C J^{M). 

b) Ist U gE, istV e L^{M) und gilt U <V, so ist V eE. 

c) Sind U , V gE, so ist auch U (IV G E. 

d) Es ist CluesU = {0}. 

Ferner gilt: R = [r \ r G End^(M), Kern(r) € S}. 
Beweis. Wir bewciscn zuniichst 

1) Genau dann ist / ein minimalcs Rechtsideal von i?, wcnn cs cine Hyper- 
cbcnc H E E gibt mit / = 0{H). 1st I ein minimales Rechtsideal, so gibt es ein 
Idcmpotcnt tt G I mit / — t:R. 

Es sei / ein minimales Rechtsideal von R. Weil R einfach ist, gibt es dann 
nach 6.4 und 6.3 ein Idcmpotent n € I mit / = ttR. Setze H := {to — tott | 
TO € M}. Dann ist H G L^{M). Uberdies gilt H < Kern(7r). Ist andererseits 
to € Kern(7r), so ist to = to tott G H, so dass H = Kern(i) ist. Es scicn nun 
u und V zwei Elemente von M , so dass utt und vtt linear unabhangig sind. Auf 
Grund des Dichtesatzes, der ja fiir R gilt, gibt es dann ein r G R, so dass uirr ^ 
und v-KT = ist. Es folgt 7^ 7rr e J und damit Trri? = /. Es gibt also ein s G R 
mit nrs = tt. Es folgt der Widerspruch vn = virrs = 0. Damit ist gezeigt, dass 
H eine Hyperebene von M ist. Es gilt ferner, dass / = ttR C 0{H) ist. Es sei 
s G 0{H) und TO G M. Dann ist to = tott + to — tott. Es folgt ms = totts, so 
dass s = ITS G I gilt. Somit ist / = 0{II). 
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Es sei H einc Hypcrcbcnc, die zu ^ gehort. Es gibt dann cin A G i? mit 
Kem(A) = H. Es folgt XR C 0{H). Weil A ^ ist, gibt es ein in XR enthaltenes 
minimales Rechtsideal / von R. Wie wir bereits gesehen haben, enthalt I ein 
Idcmpotcnt tt mit ttR = I = 0(Kcrn(7r)). Weil Kern(7r) cine Hypcrcbcnc ist, 
die H enthalt, ist H = Kem(7r). Somit ist 0{H) = I C XR C 0{H), so dass 
0{H) in der Tat ein minimales Rechtsideal ist. 

2) Es seien Hi, . . . , Ht Hyperebenen, die zu S gehoren. Setze 

Vi := fl Hk 

k: = l,...,t, k^^i 

fiir i := 1, . . . , t. Es gelte ferner 

fiir i := 1, . . . , t. Es gibt dann ein Idempotent tt G R mit n* =i = Kern(7r). 
Insbesondere ist 0{f]l.^-^ Hi) = ttR. 

Ist f = 1, so ist dies richtig nach 1). Es sei also t>2. Wir setzen 

Es gibt dann ai G Vi mit Vi = Kai ® U. Auf Grund der Annahme iiber die 
Hyperebenen ist 

t 

M = U+^Kai. 

i: = l 

Zu jedem i gibt es nach 1) ein Idempotent tTj mit Kern(7rj) = if,. Weil Vi ^ Hi 
gilt, folgt aiWi ^0. Daher gelten die Gleichungen 

aiOiHi) = M, 
a20{H2) = M, 

atO{Ht) = M. 

Es gibt also A^ e 0{Hi) mit ajAj = ai. Ist i ^ j, so ist aj G Hi, so dass ajXi = 
ist. Setze tt := Aj. Ist nun m e M, so gibt es ki G K und ein ugU mit 

i 

i: = l 

Dann folgt mAj = fcjaj und welter 



i:=l 
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Weil die fli linear unabhangig sind, folgt, dass der Kern von tt glcich U ist. 
Ferner folgt tott^ = rmr fiir alle m € M, so dass tt in der Tat ein Idempotent 
ist. 

Um auch die letzte Aussage zu beweisen, bemerken wir zunachst, dass ttR C 
0(ni:=i Hi) gilt. Es sei r S 0{f]l._-^ Hi). 1st dann wieder m = u + fcifli, 
so folgt 

t 

mr = fc^ajr = mTrr. 

i:=l 

Also ist r = nr £ ttR. Damit ist 2) bewiesen. 
Als Nachstes beweisen wir: 

3) Es seien Hi, . . . , Ht Hyperebenen, die zu S gehoren. Setze 

Vi := fl Hk 

fe:=l,...,t, /cT^i 

fiir i := 1, . . . , t. Es gelte ferner 

V^tHi 

fiir ?;:=!, . . . , Ist dann H eine Hyperebene von M mit flj—i ^» — 

e s. 

Dies ist richtig, falls H gleich cinem der Hi ist. Dies ist sicher dann der Fall, 
wenn t ~ 1 ist. Wir diirfcn dahcr annchnicn, dass H von alien Hi vcrschicdcn 
ist und dass der Satz fiir i — 1 gilt. Wendet man 2.6 auf L^'" {M/ f][.^^ Hi)*^ an, 
so folgt die Existenz einer Hyperebene H' mit H^nH' < H und f]*.^^ Hi<H'. 
Wir diirfen daher annehmen, dass t = 2 und — nach Induktionsannahme — 
dass H' = H2 ist. Weil H von Hi und H2 verschieden ist, gibt es ein von Null 
verschiedenes p e H mit H = Kp ® {Hi D H2). Es folgt pO{Hi) = M und 
pO{H2) = M. Es gibt also ein € 0{Hi) fiir i := 1, 2 mit pri = p = —pr2- 
Setze / := Ti + r2- Dann ist H < Kern(/), wie man unmittelbar sieht. Ware 
/ = 0, so folgte ri = —r2- Weil weder ri noch r2 Null sind, folgte mit 1) weiter 
0{Hi) = riR = r2R = 0{H2), da die Idealc 0{Hi) ja minimal sind. Hieraus 
folgte aber der Widerspruch Hi = i?2- Also ist / 7^ und daher Kern(/) = H. 

a) Es sei r G R. Es gibt dann endlich viele minimale Rechtsideale Ii, . . . , It 
mit r G Yl*k-=i ^k- Nacli 1) gibt es Hyperebenen Hi, . . . , Ht mit 0{Hh) = 1^. 
1st m G nL=i ^k, so folgt mr = 0, so dass 

t 

f]Hk< Kern(r) 

fe:=l 

gilt. Folglich hat Kern(r) endlichen Ko-Rang, so dass a) bewiesen ist. 

b) Wir haben gerade gesehen, dass es Hyperebenen Hi, . . . , Ht e E gibt 
™it Cfi-^i Hi < U. Da alle Hyperebenen von M, die oberhalb des Schnitts der 
Hi liegen, nach 3) zu S gehoren, und da V Schnitt von endlich vielen dieser 
Hyperebenen ist, gehort auch V nach 2) zu E. 
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Der Beweis von c) ist analog dem von b). 

d) Es sei schlieBlich m G Plc/eE ^- Dann ist niR = {0} und daher m = 0, da 
M ja irreduzibel ist. Damit ist auch d) bewiesen. 

Um die letzte Aussage zu beweisen, sci J7 € S. Da U sich dann als Schnitt 
von unabhangigen Hyperebenen darstellen liisst, die alle zu S gehoren, gibt es 
eine Projektion tt mit 0{U) = nR. Es folgt, dass M = Mtt © U ist. Es sei 
nun ai, a„ eine Basis von Mtt. Ferner sei s G End^(M) und es gelte 
U < Kern(s). Auf Grund des Dichtesatzes gibt es ein r G R mit a^r = aiS fiir 
alle i. Hieraus folgt ajTrr = a^s fiir alle i. Da U sowohl von -kt als auch von s 
annulliert wird, gilt also s = irr G R. Damit ist alles bewiesen. 

Eine unmittelbare Folgerung aus der Aussage 2) des Beweises von 6.11 

notieren wir als 

6.12. Korollar. Ist R ein einfacher, vollstdndig reduzibler Ring, so gibt es zu 
jedem endlich erzeugten Rechtsideal I von R ein Idempotent n G I mit I = wR. 

Die Teilmenge / des Verbandes L heiCt duales Ideal von L, wenn aus A,BgI 
stets auch AnB G I folgt und mit A auch alle X mit A < X zu I gehoren. Die 
in Satz 6.11 definierte Mengc S ist also cin dualcs Ideal von L^{M). 

6.13. Satz. Es sei K ein Korper und M sei ein von {0} verschiedener 
Linksvektorraum iiber K . Ferner sei S ein duales Ideal von L^{M) aus Un- 
terrdumen endlichen Ko-Ranges und es gelte Pli/eH " = 0. 1st dann 

R:={r\rG End^(M), Kern(r) G S}, 

so ist R einfach und vollstdndig reduzibel. Uberdies ist M ein treuer, irreduzibler 
R-Rechtsmodul. 

Bcwcis. Weil M nicht trivial ist, folgt aus Hf/e^ ^ ~ '^^^^ ^ nicht leer 
ist. Weiter folgt, dass es zu linear unabhangigen Oi, . . . , a„ ein U GE gibt mit 
(Si:=i ^c-i) n f/ = {0}. Um dies einzusehen, setzen wir 

n 

X — J^Kai. 

i: = l 

Weil X endlichen Rang hat, gibt es dann ein U G 5, so dass XnU von minimalen 
Rang ist. Ist nun e S, so ist auch U (IW G 'E. Hieraus folgt, dass 

xnunw = xnu 

ist. Somit ist a: n i7 < fiir alle W G E. Folglich ist A n i7 = {0}, wie 
behauptet. Es gibt nun ein Komplement V von J27-=i ^'^i ^ U <V. 
Sind xi, Xn beliebige Elemente von M, so definieren wir r G End^(M) 
durch a^r := Xi und vr := fiir alle v gV. Es folgt U <V < Kern(r), so dass 
Kern(r) G S gilt, da S ja ein duales Ideal ist. Folglich ist r € i?, so dass die 
Folgerung des Dichtesatzes fiir R gilt. Hieraus folgt insbesondere, dass M ein 
irreduzibler Rechtsmodul iiber R ist. 
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Es sei H eine Hyperebene, die zu 2 gehort. Ferner sei 7^ a; <E 0{H) 
sowie y G 0{H). Ferner sei u G M ~ H. Setze v := ux und w := uy. Weil 
die Folgerung des Dichtesatzes fiir R gilt, gibt es ein r G R mit vr = w. Es 
folgt u{xr — y) = 0. Wegen M = Ku © H ist daher xr = y und folglich 
0{H) = xR, so dass 0{H) ein minimales Rechtsideal von R ist, fiir das iiberdies 
0{H)R = 0{H) gilt. 

Es sci r G i?. Setze U := Kern(r). Weil S ein dnalcs Ideal ist, gibt es dann 
Hyperebenen Hi, . . . , Hn G S mit U = fXi.^i Hi. Es folgt 

n 

r e 0{U) = 0{Hi), 

i:=l 

SO dass R Summe von minimalen Rechtsidealen ist. Also ist R voUstandig 
reduzibel. 

Es seien nun H und H' zwei verschiedene Hyperebenen, die beide zu S 
gchorcn. Es sei P ein Punkt auf H, dcr nicht auf H' liegt, und Q ein Punkt 
auf H', der nicht auf H liegt. Es sei P = Kp und Q = Kq. Schliefilich sei 
S := K{p + q). Es gibt dann einen Endomorphismus r von M mit pr = q, 
qr = p und Kcrn(r) = H O H' . Weil S cin duales Ideal ist, ist Kcrn(r) G S, so 
dass r G R gilt. Es sei weiter tt die Projektion von M auf S" mit Kern(7r) = H 
und tt' die Projektion von M auf 5 mit Kern(7r')-ff'. Es folgen die Gleichungen 

qrirr = pirr = = qn' , 
[p + q)rnr — p + q = {p + q)Tr' , 
umr = = utt' 

fiir alle u G H (1 H'. Daher ist rwr = tt'. Definiert man nun die Abbildung A 
durch A(7rs) := rws, so ist A ein Homomorphismus von 0{H) = nR auf rnR. 
Wegen mr = tt' G rwR fl 0{H') ist A also ein Isomorphismus von 0{H) auf 
0{H'). Hieraus folgt insbesondere, dass R homogen ist. 

Die Ideale der Form 0{H) mit einer Hyperebene iJ G S sind aber alle 
minimalen Rechtsideale von R. 1st namlich / ein minimales Rechtsideal und ist 
H eine Hyperebene in ^, so gibt es, da R homogen ist, einen Isomorphismus 
A von 0(H) auf /. Wie wir bereits gesehen haben, wird 0(H) von einem 
Idempotent tt erzeugt. Setze r := A(7r). Dann ist r = ttt G / fl rR. Wegen der 
Minimalitat von / ist daher I C rR, so dass I = rR ist. Wegen r G 0(Kcrn(r)) 
gilt wcitcr / C 0(Kern(r)). Weil der Rang von tt gleich 1 und r ^ ist, 
ist 1 auch dcr Rang von r. Folglich ist Kern(r) eine Hyperebene. Somit ist 
0(Kern(r)) cin minimales Rechtsideal und folglich / = 0(Kern(r)). 

Weil nun alle minimalen Rechtsideale Idempotente enthalten, ist ihr Quadrat 
niemals das NuUideal. Daher ist das Jacobson-Radikal von R gleich dem Null- 
ideal, so dass R einfach ist. Hieraus folgt schliefilich, dass M auch ein treuer 
ii-Modul ist. 

6.14. Satz. Es sei R ein einfacher, voUstandig reduzibler Ring und M sei ein 
treuer, irreduzibler R-Rechtsmodul. Setze K := Endij(M). Ist L ein Linksideal 
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von R, so setzen wir 

*(L) := ^ Ma. 

1st U e L^{M), so setzen wir 

$([/) := {a I a e i?, Ma < U}. 

Dann ist "i! ein Isomorphismus von L^{R) auf L^{M) und es gilt = 4>. 

Beweis. Es ist trivial, dass $(J7) ein Linksideal von R und dass ^{L) ein 
Teilraum von M ist. 

Es sei S die Menge der Kerne der Elemente von R. Nach 6.11 ist S dann 
ein duales Ideal von L^{M) aus Unterraumen endlichen Ko- Ranges, fiir das 
aufierdcm Hc/eH ^ = {0} S^l*. Weil jedes € S Schnitt von Hyperebenen ist, 
die ebenfalls zu S gehoren, gilt sogar 

n ^={0}- 

i/GH, H ist Hyperebene 

Ferner ist 

R={r\r€ End^(M), Kern(r) e S}. 
Es sei U e L^{M). Dann ist 

^-$([7) = *({o- I a e iJ, Mct < f7}) = ^ Ma<U. 

<T%R,Ma<U 

Es sei P ein Punkt niit P < U . Nach der zuvor gemachten Bemerkung, dass 
dor Schnitt iibcr die zu S gehorenden Hyperebenen Null ist, gibt es also cine 
Hyperebene H E E niit M = P (B H . Es sei tt die Projektion von M auf P mit 
Kern H . Dann ist tt S i? und wegen Mtt = P < U gilt sogar tt G ^{U). Folglich 
ist P = Mtt < 4'$(J7). Weil U die obere Grenze der in U liegenden Punkte ist, 
ist also U < ^^{U), so dass in der Tat U = ^^{U) ist. 
Es sei L ein Linksideal von R. Dann ist 

= $(E.eL Ma)={T\re R, Mr < E.e^ Ma} D L. 

Es sei T e Wir miissen zeigcn, dass t G L ist. Nun hat Mr 

endlichen Rang. Wie wir welter obcn schon gesehen haben, gibt es ein C G S 
mit M = Mt © C. Ist TT die Projektion von M auf Mr mit Kern(7r) = C, so ist 
T e und es gilt ttt = r. Es geniigt daher zu zeigcn, dass n G L gilt. Ist 

bi, . . . , bn eine Basis von Afr, so definieren wir Projektionen pi durch bjPi := 0, 
fiir j ^ i und biPi := bi sowie cpi := fiir alle c € C. Weil S ein duales Ideal 
ist, licgcn alle pi in R und damit in $\['(L). Weil tt = J2u=i Pi diirfen wir 
dahcr annehmen, dass der Rang von tt gleich 1 ist. 

Es gibt nun ai, . . . , at m L mit 

t 

Mtt < ^ Mai. 
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Es sci Mtt = Kp. Ein solches p gibt es, da der Rang von tt ja Eins ist. Es gibt 
dann mi & M mit p = YL\:=i '"T^i'^i- Es sei ^ m S M. Dann ist mR = M. Es 
gibt daher Xi G R mit m, = mAj. Es folgt 

t 

p = m^ Xidi, 

i:=l 

SO dass also p = ma ist mit einem a £ L. Es gibt eine Projektion a G R von M 
auf Km. Es folgt 

p = maa, 

so dass wir annehmen diirfen, dass a den Rang 1 hat. 

Weil der Rang von a gleich Eins ist, ist also a, tt e '^[Kp). Der Ko-Rang 
von U := Kern(7r) n Kcrn(cr) sei gleich 2. Dann gchort U wiederum zu S. Es 
gibt nun Elemente ai und a2 mit Kern(7r) = Kai © U und Kern{a) = Ka2 © U. 

Es folgt 

M = Kai © Ka2 © U. 

Wir dcfinicrcn p durch aip 02, = ai und Kern(p) := [/. Es folgt 
aipa = 0, so dass Kern(p(T) = Kern(cr) ist. Es folgt welter, dass Mpa = Kp ist. 
Wir diirfen daher annehmen, dass der Kern von a gleich dem Kern von tt ist. 

Definiere p E R durch mp = km und Kern(/i) = Kern(7r), wobei k € K 
durch mn = kp definiert sei. Dann ist 

mpa = kma = kp = mir 

und folglich tt = pa, da die Kerne der drei Abbildungen identisch sind. Also ist 
TT — pa G L, so dass in der Tat L = $'I'(L) ist. Damit ist der Satz bcwicscn. 

Ist R cin einfacher, voUstiindig rcduzibler Ring, so ist cr auch als Linksmodul 
iibcr sich voUstandig rcduzibel, wie der gerade bcwicscnc Satz zeigt. Dennoch 
bcstcht schcinbar cine Unsymmctric zwischcn dcm Vcrband der Linksidcalo und 
dem Vcrband der Rcclitsidcalc von R. Dicscr Eindruck dor Unsymmctric wird 
noch bestarkt durch das folgende Beispiel. 

Es sen M Qin Linksvcktorraiim iiber dem Korpcr K und B sci cine Basis von 
M . Wir iiclimcn an, dass B nicht endlich sei. Es sci S die Menge der Teilraume 
U von M, fiir die B — U endlich ist. Dann ist S ein duales Ideal von L^(M) 
mit S C E^{M) und flj/eH U = {0}. Setzt man 

R:={a\a& J^{M), Kein{a) € S}, 

so ist R nach 6.13 cin voUstandig reduzibler, einfacher Ring. Dieser Ring ist 
nun nicht gleich J^(M). Ist namlich a G B und definiert man p durch bp := a 
fiir alle b e B, no ist p e J^{M) und es gilt B n Kern(p) = {0}. Somit liegt p 
nicht in R. 

Diese scheinbare Unsymmetrie wird aber beseitigt, wenn man neben einem 
irreduziblen Rechtsmodul iiber R einen geeigneten irreduziblen Linksmodul iiber 
R in die Betrachtungcn mit einbezieht. Der Rest dieses Abschnitts sei der 
Darstellung dieses Sachverhalts gewidmet. 



58 



Kapitel I. Die Grundlagen und ein bisschen mehr 



Das Rcchtsidcal / dcs Ringes R heifit nilpotent, wcnn cs cine natiirliche Zahl 
n gibt, so dass /" = {0} ist. Nilpotente Linksideale, bzw. nilpotente Ideale 
werden entsprechend definiert. 

6.15. Satz. Es sei R ein Ring. Dann sind die folgenden Aussagen gleichbe- 

deutend: 

a) R enthdlt kein von {0} verschiedenes nilpotentes Rechtsideal. 

b) R enthdlt kein von {0} verschiedenes nilpotentes Ideal. 

c) R enthdlt kein von {0} verschiedenes nilpotentes Linksideal. 

Beweis. Weil zweiseitige Ideale auch Rechtsideale sind, ist b) eine Konse- 
quenz von a). 

Es sci I cin nicht trivialcs nilpotentes Rechtsideal von R. Ist dann RI = {0}, 
so ist / sogar ein zweiseitiges nilpotentes Ideal von R. Es sei also RI ^ {0} und 
7" = {0}. Dann ist RI ein nicht triviales zweiseitiges Ideal von R. Wegen 

(i?/)" = R{IR)''-^I C Rr = {0} 

ist RI nilpotent. Somit ist a) eine Folge von b) 

Die Aquivalenz von b) mit c) beweist sich entsprechend. 

6.16. Satz. Es sei R ein Ring ohne von {0} verschiedene, zweiseitige Ideale. 
Ist e ein von verschiedenes Idempotent von R, so sind die folgenden Aussagen 
dquivalent: 

a) eR ist ein minimales Rechtsideal von R. 

b) eRe ist ein Korper. 

c) Re ist ein minimales Linksideal von R. 

Beweis. Es gelte a). Wegen e = G eRe besteht eRe nicht nur aus der 
Null. Weitcr folgt {ere)R = eR, falls nur ere 7^ ist. Es gibt dann ein s € R 
mit eres = e^ = e. Hieraus folgt welter 

e = e^ = erese = ereese, 

so dass ere ein Rechtsinverses hat. Da e eine Rechtseins von eRe ist, bilden die 
von Null verschiedenen Elemente von eRe eine Gruppe, so dass eRe ein Korper 
ist. 

Es gelte b) und I sei ein von {0} verschiedenes Rechtsideal, welches in eR ent- 
halten ist. Weil R keine nicht trivialen, nilpotenten zweiseitigen Ideale enthalt, 
folgt mit 6.15, dass P ^ {0} ist. Nun ist P C leR und daher leR ^ {0}. 
Hieraus folgt die Existenz eines a G I mit aeR ^ {0}. Wegen I C eR ist ea = a. 
Es folgt 

eae = ae = ae^ G leR C /. 

Somit ist eae ein von Null verschiedenes Element im Schnitt von / mit eRe. 
Weil eRe cin Korper ist, gibt es ein b € R mit e = eaeebe. Hieraus folgt e € I 
und damit eR C /, so dass eR in der Tat ein minimales Rechtsideal ist. 
Die Aquivalenz von b) mit c) beweist sich entsprechend. 

6.17. Satz. Es sei R ein einfacher Ring und e sei ein Idempotent von R, so 
dass K := eRe ein Korper ist. Setze W := eR und V := Re. Dann gilt: 
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a) EsistWr\V = K. 

b) W ist ein Links- und V ein Rechtsvektorraum iiber K. 

c) Die Abbildung, diewGW und v gV ihr Produkt wv in R zuordnet, ist eine 
Koppelung von W mit V iiber K . 

d) Ist (fi G Eudii{W), so ist (pe £ K und es gilt <fw = {ipe)w fiir alle w € W. 
Somit ist K zu Endii{W) isomorph. 

e) Ist (f € End^(F), so ist (pe e K und es gilt vip = v{ipe) fiir alle v G V. 
Somit ist K zu End^(y) isomorph. 

f) Fiir R gilt der Dichtesatz sowohl als Unterring von EiidK{V) als auch als 
Unterring von 

Beweis. a) Es ist K = eRe C RedeR = W (IV . 1st andererseits x G RedeR, 
so ist X = re = es und folglich x = exe € K. 

b) ist trivial. 

c) Von den nachzuweisenden Bedingungen sind nur die Bedingungcn 5) und 
6) nicht voUig banal. Es sei also w G W und es gelte wV = {0}. Ferner sei 
w = er. Dann ist also erse = fiir alle s G R. Ware er ^ 0, so folgte erR = eR, 
da eR wcgcn dcr Einfachheit von R nach 6.16 ein minimalcs Ideal ist. Es gabe 
daher ein t G R mit ert = e. Hieraus folgte der Widerspruch = erte = e. 
Entsprechend zeigt man, dass aus Wv = {0} folgt, dass v = Q ist. 

d) Es ist ipeGW = eR. Hieraus folgt 

ipe = <^(e^) = {ipe)e G eRe = K. 

Alles weitere ist banal. 

e) beweist sich wie d). 

f) folgt mittcls d) bzw. c), da i? als einfacher Ring ja auf jedem irreduziblen 
Modul trcu opcricrt, also primitiv ist. 

6.18. Satz. Es sei R ein einfacher, vollstdndig reduzibler Ring. Dann enthdlt 
R ein Idempotent e, so dass eR ein minimales Rechtsideal ist. Setze K := eRe. 

Dann ist K ein Korper. Setze W := eR und V := Re. Dann sind W und, V 
gemdfi der Beschreibung von Satz 6.17 gekoppelte Vektorrdume iiber K. Setze 

:= {X^\XG EKiV)} 

und 

Ev ■.= {Y'^ \ YgE^{W)}. 

Dann gilt: 

a) Der Verband L^{R) der Linksideale von R ist isomorph zu L^{W). 

b) Der Verband Lfi{R) der Rechtsideale von R ist isomorph zu LKiV). 

c) Es ist 

R={a\aG J^{W), Kern(£7) G E^}. 

d) £^5 ist 

R={a\aG Jk{V), Kern{a) G Sy}. 
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Bcwcis. a) ist nichts Andcrcs als die Aussagc dcs Satzcs 6.14. Sic besagt 
dariiber hinaus, dass R auch als Linksmodul iiber sich voUstandig reduzibel ist. 
Weil V ein irreduzibler Linksmodul iiber R ist, gilt daher auch b). 

Zur Notation Ek{V), E^{W) siehc 6.6 und die Bemerkung vor 5.14. 

Um c) zu beweisen, sei zunachst r € R. Dann hat rV endlichen Rang. Ist 
w e W, so gilt w{rV) = {0} genau dann, wenn {wr)V = {0} ist. Dies ist 
wiederum genau dann der Fall, wenn wr = ist. Also ist Kern(r) = (rV)'^, 
wobei Kern sich hier auf die Wirkung von r auf W bezieht. Es gilt also Kern(r) S 
E^. Es sei Y eE^. Es gibt dann einen Teilraum X e Ek{V) mit Y = X^. 
Es sei bn eine Basis von X. Auf Grund des Dichtesatzes, der nach 5.17 

ja gilt, gibt es ein r & R mit rbi = 6j fiir alle i. Es ist X < rV und daher 
Kern(r) = (rV)-^ < X-^. Nach 6.11 gibt es also ein s e i? mit Kern(s) = X-^ = 
Y. Damit ist gezeigt, dass E^ gerade die Menge der Kern(r) mit r E R ist. 
Eine nochmalige Anwendung von 6.11 zeigt dann die Giiltigkeit von c). 

d) gilt aus Symmetriegriinden. 

Was in diesem Abschnitt iiber das Jacobson-Radikal eines Ringes gesagt 

wurde, ist natiirlich alles auf den uns allein interessierenden Fall vollstandig 
reduzibler Ringe zugeschnitten worden. Der Leser, der mehr erfahren mochte, 
sei auf die Biicher iiber Ringtheorie verwiesen. 

7. Endliche projektive Raume 

In dioscm Abschnitt wollen wir die Anzahl der Unterraume vom Range i cines 
endlichen projektiven Raumes sowie die Anzahl seiner Basen bestimmen. Dies 
bcdarf noch einiger Vorbcreitung. Wir beweisen zunachst den folgenden Satz. 

7.1. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband. Sind A, B und D 
Elemente von L mit der Eigenschaft, dass D maximal ist beziiglich der Eigen- 
schaft, mit A und B trivialen Schnitt zu haben, so ist A + D < B + D oder 
B + D < A + D. 

Beweis. Es sei P ein Punkt von A + B + D, der nicht in D liegen moge. 
Dann ist An {D + P) oder B n (D + P) ^ 0. 

Es sei etwa An{D + P) =^ 0. Es gibt dann einen Punkt Q < An{D + P). 1st 
Q = P, so ist P < A + D. Es sei also Q ^ P. Nach 2.6 gibt es dann einen Punkt 
i?< D mit Q < P + i?. Wegen^n£) = Oist O^P. Daher ist P + P = Q + P 
und folgUch P <A + D. Ist P n (D + P) 7^ 0, so folgt entsprechend P <B-\-D. 
Also liegen die Punkte von A + P + £)inA + D oder in P + £). 

Gabe es nun einen Punkt U auf A-\-D, der nicht in P + P) lage, und einen 
Punkt V auf B + D, der nicht in A + D lage, dann gabe es, da L ja irreduzibcl 
ist, einen Punkt W auf U + V, der weder zu A + D noch zu B + D gehorte. Dies 
widersprache aber P < A + B + D. Also ist A+D < B + D oder B + D < A+D. 

7.2. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband mit dem grofiten 
Element 11. Sind A und B Elemente endlichen Ranges von L und gilt Iig]^{A) = 
Rg2^(P), so gibt es ein C € L mit 



n = A©c = p©c. 
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Bcwcis. Weil A und B cndlichen Rang habcn, hat auch A + B endlichen 
Rang, so dass der Quotient {A + B)/0 noethersch ist. Unter alien Teilraumen 
von A+B, die mit A und B trivialen Schnitt haben, gibt es also einen maximalen 
Ranges. Es sei D ein solcher. Nach 7.1 ist dann oBdA A + D < B + D. Nun 

ist aber 

Rg^(A + D) = Rg^{A) + Rg^{D) = Rg^{B) + Rg^{D) = Rg^{B + D), 

so dass A + D = B + D = A + B ist. 

Ist nun F ein Komplement von A+B in 11, so ist C := D+F ein gemeinsames 
Komplement von A und B in 11. 

7.3. KoroUar. Ist L ein irreduzibler projektiver Verband, sind A, B G L und 
gilt Rg^(^) = Rg^(B) < oo, so sind die Quotienten U/A und li/B bzw. A/0 

und B/0 isomorph. 

Beweis. Nach 7.2 gibt es ein gemeinsames Komplement C von A und B. 
Daher gilt nach der Transformationsregel 

n/A ={A + C)/A ^ C/{A n C) = C/0 
= C/{B nC)^{B + C)/B = U/B 

und 

A/0 = A/ {A r\C)^{A + C)/C 
= {B + C)/C^B/{BnC) 
womit das KoroUar bcwicscn ist. 

7.4. Satz. Ist L ein projektiver Verband, so sind die folgenden Aussagen 
dquivalent: 

a) L ist irreduzibel oder L ist isomorph zu {P{A),C.), wobei A die Menge der 
Punkte von L bezeichne. 

b) Ist k eine natiirliche Zahl mit k < Rg{L) und sind X und Y zwei Teilrdume 
des Ranges k von L, so sind die Quotienten X/0 und Y/0 isomorph. 

c) Sind G und H zwei Geraden von L, so sind G/0 und H/0 isomorph. 

Bewcis. a) implizicrt b): Ist L irreduzibel, so gilt b) nach 7.3. Ist L zu 
(P(yl), C) isomorph, so ist |X| = k = \Y\, so dass b) auch in diesem Falle gilt. 

b) impliziert natiirlich c). 

c) impliziert a): Gibt cs cine Gcrade, die mehr als zwei Punkte tragt, so 
tragen alle Geraden mehr als zwei Punkte, so dass L nach 2.14 irreduzibel ist. 
Gibt es kcinc solche Gerade, so ist L nach Satz 2.15 zu dem cartesischen Produkt 
cartpg^P/0 isomorph. In jedem Falle gilt also a). 

Wir setzen im Folgenden stets voraus, dass der projektive Verband L min- 
destens den Rang 2 hat und dass alle seine Geraden gleichviele Punkte tragen. 

Sind G und H zwei Geraden des endlichen projektiven Verbandes L, so 
tragen die Geraden G und H nach unserer Annahme gleichviele Punkte. Ist 
g + 1 diese Anzahl, so heifit q Ordnung von L. Ist L irreduzibel, so ist q > 2. 
Im anderen Fall ist g = 1. 



= B/0, 
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Es sci wcitcrhin L cndlich. Wir bczcichncn mit Ni(k,L) die Anzahl dcr 
Teilraume des Ranges i, die in einem Teilraum des Ranges k von L enthalten 
sind. Mit 7.4 folgt auf Grund unserer Annahme iiber die Gleichmachtigkeit 
der Geradcn von L, dass dicse Zahl wirklich nur von i und k abhangt, nicht 
jedoch von der speziellen Auswahl des Unterraumes des Ranges k. OfFenbar gilt 
iVo(l,i) = 1 = Ni{l,L). Weiter gilt 

7.5. Satz. Es sei L ein endlicher projektiver Verband des Ranges r, dessen 
Geraden alle gleichviele Punkte tragen. IstO<i<j<n<r, so ist 

Ni{n, L)Nj_i{n -i,L)= Ni{j, L)Nj{n, L). 

Beweis. Wie wir schon festgestellt haben, hangen die fraglichen Zahlen alle 
nur von den angegebenen Parametcrn ab. Es sci nun U cin Untcrraum des 
Ranges n von L. Ferner sei I die Menge der Paare {A,B) von Unterraumen 
A und B mit Rgi(^) = i, Rgi,(-B) = j \xnd A< B <U. Die Anzahl der B 
vom Range j, die cin gcgcbcncs A voni Range i umfassen und glcichzcitig in 
U liegen, ist gleich der Anzahl der Teilraume des Ranges j — i des Quotienten 
U/A. Ist C ein Komplement von A in U, so gilt nach der Transformationsregel 
U/A = C/0. Daher ist diese Anzahl gleich Nj-i{n — i,L). Also ist 

I I| = Ni{n,L)Nj_i{n-i,L). 

Andererseits ist Ni{j,L) die Anzahl der Teilraume vom Range i, die in einem 
gcgcbcncn Teilraum des Ranges j enthalten sind. Analoges gilt fiir Nj{n,L). 
Daher ist 

\I\=Ni{j,L)Nj{n,L), 

so dass der Satz bewiesen ist. 

Es sei q eine natiirliche Zahl. Wir definieren die g-Analoga der Fakultaten 
durch (0, g)! := 1 und 

n 

{n+l,q)\:= (n,?)!^?' 

i:=0 

fiir n > 0. Ist g = 1, so ist (n, q)l = n\. 

Sind k und n nicht negative ganze Zahlen und gilt k < n, ist ferner q eine 
natiirliche Zahl, so setzen wir 

/ n \ ^ {n,q)l 
\k,qj ■ ik,q)\in-k,q)l- 

Ist = 1, so sind dies die Binomialkoeffizienten. Ist g' > 1, so heil3en diese 
Zahlen gaufische Zahlen. 
Ist g > 1, so gilt 




Diese Darstellung ist fiir das Auge gefalliger. 
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7.6. Satz. Es sei L ein endlicher projektiver Verhand, dessen Geraden alle 
gleichviele Punkte tragen. Es sei q die Ordnung und r der Rang von L. Sind 
dann k und n nicht negative ganze Zahlen mit k < n <r, so gilt 



Nk{n,L) = 



n 



Insbesondere hdngen die Zahlen Ni;{r,L) also nur von k,r und q ah. 

Beweis. Nach 7.4 sind auf Grund unserer Annahme alle Unterraume gegebe- 
nen Ranges von L isomorph. 1st U ein Unterraum des Ranges n und ist P ein 
Punkt von U, so ist die Anzahl der Geraden durch P, die in U liegon, gleich der 
Anzahl der Unterraume des Ranges 1 in U /P. Ist U = PqC\ so folgt mittels der 
Transformationsregel, dass diese Anzahl gleich der Anzahl der Punkte auf C, 
dh., dass sie gleich Ni{n—1,L) ist. Auf jeder Geraden durch P liegen q Punkte, 
die von P verschieden sind, und je zwei dieser Geraden haben nur P gemeinsam. 
Da schliefilich jeder Punkt von U mit P durch eine Gerade verbunden ist, ist 

Ni{n,L) = qNi{n-l,L) + l. 

Weil Ni{l,L) = 1 ist, folgt mittels Induktion, dass 

ist. Setzt man in 7.5 nun i := I und j := fc, so folgt 

Vollstandige Induktion liefert nun das gewiinschte Ergebnis. 

Der soeben bewiesene Satz besagt unter anderem, dass die Binomialkoef- 
fizienten wie auch die gauBschen Zahlen natiirliche Zahlen sind, letztere zumind- 
est fiir solche q, die Ordnung eines endlichen projektiven Raumes sind, was nicht 
fiir alle natiirlichen Zahlen zutrifft. Es ist jedoch eine einfache Ubungsaufgabe 
zu zeigen, dass diese einschrankende Voraussetzung an q nicht gemacht werden 
muss. Fiir die gauBschen Zahlen gilt namlich die Funktionalgleichimg 

n+l\ { ^ \ ( " 
k,q J ^\k,q) \k-l,q 



7.7. Satz. Es sei L ein endlicher projektiver Verband des Ranges r, dessen 
Geraden alle gleichviele Punkte tragen. IstQ <k <r, so ist 

Nkir, L) = Nr-kir, L). 

Beweis. Weil alle Geraden von L gleichviele Punkte tragen, ist L nach 7.4 
irreduzibel oder aber zum Potenzmengenverband einer geeigneten Menge iso- 
morph. Weil L endlich ist, ist im erstcn Fall L"^ nach Friihcrom projcktiv. Im 
zweiten Fall ist L'^ ebenfalls projektiv. Die Komplementbildung vermittelt ja 
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eincn Isomorphisimis dcs Potcnzmcngcnvcrbandcs auf scincn dualcn Vcrband. 
Wir diirfen daher im Folgenden L'' in unserer Argumentation verwenden. 

Es sei nun G eine Gerade von L und H sei ein Komplement von G in 11. 
Dann ist H einc Gcradc von L"^. Aus der Isomorphie von G/0 und H/H folgt 
daher, dass L und L'' die gleiche Ordnung haben. Da diese Verbande nach 5.9 
den gleichen Rang haben und die Unterraume vom Ko-Rang r — k von L gerade 
die Unterraume vom Range k von L'* sind, folgt mit 7.6 

Nk{r,L) = Nk{r,L'') = Nr-k{r,L). 

Wir werden spater sehen, dass q im Falle r > 4 stets Potenz einer Primzahl 
ist. Im Falle r = 3, dh. im Falle, dass L eine projektive Ebene ist, ist das 
eine bislang unbewiesene Vermutung. Man weifi nach einem Satz von Bruck 
und Ryser, dass eine Zahl q, die kongrucnt 1 oder 2 modulo 4 ist und die sich 
nicht als Summe von zwei Quadraten darstellen lasst, niemals die Ordnung einer 
endlichen projektiven Ebene ist. 

7.8. Satz. Ist L ein endlicher, irreduzibler projektiver Verband der Ordnung 
q und des Ranges r, so ist die Anzahl As{r,q) von geordneten s-Tupeln un- 
abhdngiger Punkte gleich 

r 

i:—r-\-l — s 

Insbesondere ist die Anzahl der geordneten Basen von L gleich 

Beweis. Es ist ^i(r, g) = Ni{r,q) = {q—l)~^{q^ — l). Es sei bereits bewiesen, 
dass As{r, q) die angegebene Form hat. Es sci (Pi, . . . , P,) ein unabhangiges s- 
Tupel von Punkten. Dann ist das (s + 1)— Tupel (Pi, . . . ,Ps,Q) genau dann 
unabhangig, wenn Q ^ Somit ist die Anzahl dieser (s + 1)-Tupel 

gleich 

iVi(r,g)-iVi(s,g). 

Folglich ist 

A,+i (r, q) = A, (r, q) {Ni {r,q) - Ni{s,q)). 

Hieraus folgt mit einer simplen Rechnung die Behauptung. 

Es sei L cin projektiver Vcrband dcs Ranges r. Sind Pi, . . . , P^+i Punkte 
von L mit der Eigenschaft, dass je r von ihnen unabhangig sind, also eine Basis 
von L bilden, so heifit (Pi, . . . , P^+i) Rahmen von L. 

7.9. Satz. Ist L ein endlicher irreduzibler projektiver Verband des Ranges r 
und der Ordnung q, so ist die Anzahl der Rahmen von L gleich 

r 

gMr-l)-Q(5i_l). 
i~2 
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Beweis. Es sei Pi, Pr eine Basis. Dann ist die Anzahl dcr Rahmen 
{Pi, . . . ,Pr,X) gleich {q — iy~^ : Dies ist sicherlich richtig, falls r = 2 ist, 
da in diesem Falle jedes Punktetripel ein Rahmen ist. Es sei nun r > 2. Es 
ist cine einfache Ubungsaufgabe zu zeigen, dass (Pi, . . . , P^, X) gcnau dann ein 
Rahmen ist, wcnn Pr ^ X und X ^ Y^\~i Pi ist und wenn (Pi, . . . , Pr-x^X') 
mit X' := {Pr + X)r\ X^I—i Pi ^in Rahmen von X]i =i Pi/^ i^*- Hieraus folgt, 
dass die Anzahl der Rahmen (Pi, . . . ,Pr, X) gleich q — 1 mal der Anzahl dcr 
Rahmen (Pi, . . . , P^-i, X'), dh., gleich {q — iy~^ ist. Somit ist die Anzahl der 
Rahmen von L gleich {q — l)''^^yl,.(r, q). Hieraus folgt mit 7.7 die Behauptung 
des Satzes. 

8. Kollineationen und Korrelationen 

In Abschnitt 1 hatten wir den Begriff des Isomorphismus einer projektiven Ge- 
ometric auf cine andcrc dcfinicrt und in Abschnitt 2 den des Isomorphismus 
zwischen zwei Verbanden. Dass es bei projektiven Geometrien nicht darauf 
ankommt, welchen der beiden Isomorphiebegriffe man der Theorie zu Grunde 
legt, zeigt der folgende Satz. 

8.1. Satz. Es seien L und L' zwei projektive Verbdnde, es sei E die projektive 
Geometrie aus den Punkten und Geraden von L und S' die projektive Geometrie 
aus den Punkten und Geraden von L'. Ist nun a ein Isomorphismus von E auf 
E', so gibt es genau einen IsomorphisniMs r von L auf L' mit P" = P"^ und 
= G'^ fiir alle Punkte P und alle Geraden G von E. Ist umgekehrt r ein 
Isomorphismus von L aufL' und definiert man a durch P'^ := P^ und G^ := G'^ 
fiir alle Punkte P und alle Geraden G von E, so ist a ein Isomorphismus von 
E au/E'. 

Beweis. Es sei U G L und S{U) bezeichne wieder die Menge der in U 
enthaltenen Atome. Dann ist, wie wir wissen, U — X]peS(M) P ■ definieren 
T durch := ^p^s{m) P'^ ■ Dann ist r eine inklusionstreue Abbildung von L 
in L' . 

Es sei y e L'. Wir setzen 

A:={P\P(i S'(n), P" e S{V)) und C/ := ^ P. 

Dann ist A C S'(C/) und folglich V < If^. Wir zeigen, dass V = ist, indem 
wir zeigen, dass A — S{U) gilt. Dazu sei Q ein Punkt von U. Es gibt dann 
endlich viele Punkte Pi, . . . , P„ G A mit Q < J27-=i Pi- Q — Pi, so ist 
Q & A. Wir diirfen daher annehmen, dass Q von Pi verschieden ist. Wegen 
Q<Pi+ E"=2 Pi gibt es nach 2.6 einen Punkt R in Pi mi* Q <Pi+R- 

Nach Induktionsannahme ist P G A, so dass wir R ^ P2 annehmen diirfen. 
Weil a ein Isomorphismus ist, ist Q'^ ein Punkt auf Pf + P|^. Weil Letzteres 
eine Gerade von V ist, ist ein Punkt von V, so dass Q G A gilt. Also ist 
A = S{U) und damit = V. Folglich ist r surjektiv. Weil a injektiv und 
L relativ atomar ist, ist aber auch t injektiv. Somit ist r eine inklusionstreue 
Bijektion von L auf L' . Wendet man die gerade ausgefiihrte Argumentation auf 
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<T~^ an, so sicht man, dass auch inklusionstreu ist, so dass r in der Tat ein 
Isomorphismus von L auf L' ist. 

Die Einzigkeit von r ist banal, wie auch die zweite Aussage des Satzes. 

Sind L und L' projektive Verbande und ist a ein Isomorphismus von L auf 
L so heifit cr Antiisoniorphismus von L auf L' . Nach 8.1 kann ein Antiisomor- 
phismus a auch dadurch beschrieben werden, dass a eine Bijektion der Menge 
der Punkte von L auf die Menge der Hyperebenen von L' ist, so dass drei Punkte 
P, Q und R von L gcnau dann koUincar sind, wcnn der Schnitt der Hyperebe- 
nen P'^ , Q'^ und R'' einen Unterraum vom Ko-Rang 2 enthalt, wenn also die 
Hyperebenen P'^, Q'^ und R"^ so zueinander liegen wie die Blatter eines Buches. 
— So beschrieb E. Witt diese Situation einmal in einem Telefongesprach mit 
mir. 

Ein Antiisomorphismus von L auf sich heifit Korrelation, und eine involu- 
torische Korrelation heifit Polaritdt. 

Es sei L ein projektiver Verband und URr(i) bezeichne die Menge der Un- 
terraume vom Range r von L. Ein Isomorphismus von L auf L' bildet un- 
abhangige Punktmengen auf unabhangige Punktmengen ab. Daher induziert 
jeder Isomorphismus von L auf L' eine bijektive Abbildung von URr(L) auf 
URr(i')- Dies ist besonders dann interessant, wenn r endlich ist. Ist Rg(i) = n 
endlich und ist a ein Antiisomorphismus von L auf L', so induziert a eine Bi- 
jektion von URr(-£/) auf UR„_r(i')- Wir werden nun die Frage beantworten, 
wie die von Isomorphismen bzw. Antiisomorphismen induzierten Abbildungen 
von URr(i) auf URs(i') gekennzeichnet werden konnen. 

Es sei r eine natiirliche Zahl. Sind X, Y <E URr.(i) und ist Rgj^{X + Y) = 
r + a, so nennen wir a den Abstand von X imd Y. Nach 3.7 gilt 

Rg^iX + Y)+ Rg^{X n F) = Rg^iX) + Rg^(y) = 2r. 

Also ist Rgj^{X n y) = r — a, falls a der Abstand von X und Y ist. Man nennt 
X und Y benachbart, falls X und Y den Abstand 1 haben. Eine Menge M C 
URr(i) von paarweise benachbarten Unterraumen heifit maximal, wenn aus 
M C M' C \JRr{L) und der Eigenschaft, dass die Elcmente aus M' paarweise 
benachbart sind, M = M' folgt. Diese maximalen Mengen lassen sich nun wie 
folgt kennzeichnen. 

8.2. Satz. Es sei L ein projektiver Verband. Ferner sei r eine natiirliche Zahl 
mit 2 < r + 1 < Rg(L). Ist M C URr(-L) eine maximale Menge von paarweise 
benachbarten Unterraumen, so gibt es entweder einen Unterraum U vom Range 
r — 1 mit 

M={X\Xg VRr{L), U<X} 
oder einen Unterraum W vom Range r + 1 mit 

M = {X I X e URr(L), X < W}. 

Die beiden Fdlle schlieflen sich gegenseitig aus, falls Rg{L) > 2 ist. 
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Bcwcis. Es scicn X, Y, Z drei verschiedene Elemente aus M. Ferner sei 
Z + Y. Dann ist 

RgL{Zn{X + Y))<r-l. 

Andererseits ist 

znx <zn{x + Y) 

und 

znY <zn{x + Y). 

Weil die Range der links stehenden Raume gleich r — 1 sind, folgt Z (1 X = 
ZnY = Zn{X + Y). Hieraus folgt weiter ZnXnY = ZnX. Daher ist 

Rgi(ZnXnF)=r-l = Rg^(XnF). 

Dies had, X r\Y < Z zur Folge. 

Es sei S cin vicrtcs Element aus M. 1st S ^ X + Y , so ist X CiY < S, wie 
wir gerade gesehen haben. Es sei also S < X + Y. Dann ist S + X = X + Y , da, 
S und X, bzw., X und Y ja benachbart sind. Andererseits ist X + Y ^ X + Z 
und dahcr X = {X + Y) n {X + Z). Folglich ist S ^X + Z. Nach dcm bcrcits 
Bewiesenen ist daher X (lY = X (IZ < S. Damit ist gezeigt, dass entweder alle 
Elemente von M unterhalb X + Y oder dass alle Elemente von M oberhalb von 
X nY liegen. Aus der Maximalitat von M folgt damit die erste Behauptung 
des Satzes. 

Um die zweite Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, dass 

M = {Z \ Z € L,X nY < Z < X + Y} 

gilt. Es sei P ein Punkt, der nicht in X fl F liege. Aus der Maximalitat von M 
folgt, dass {X nY) + P € M ist. Dann ist aber 

P<{XnY) + P<X + Y. 

Es folgt, dass X + y = n ist. Andererseits folgt aus der Maximalitat von M, 
dass jeder Teilraum des Ko-Ranges 1 in X + F zu M gehort. Hieraus folgt 
X n y = 0, so dass r — 1 = ist. Somit ist Rg{L) = 2. Damit ist dann alles 

bcwiesen. 

8.3. Satz. Es sei L ein projektiver Verband und r sei eine naturliche Zahl. Sind 
X,Y £ URr(i) und ist a der Abstand von X und Y, so gibt es Xq, ■ ■ ■ , Xa G 
URr(i) mit X = Xq und Xa = Y, so dass Xi und Xj+i fiir i := 0, . . . , a — 1 
benachbart sind. 

Sind umgekehrt Yq,. . . ,Yn e URr(i), ist X = Yq und Yn = Y und sind Yi 
und Yj+i fiir alle in Frage kommenden i benachbart, so ist a <n. 

Bcwcis. Dies ist sichcrlich richtig, falls a < 1 ist. Es sei also a > 2. Es sei P 
ein Punkt von X, der nicht in Y licgt. Dann ist 



Rgi(p + (xny)) = i + Rgi(xny) = r-a + i. 
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Weil X nY den Ko-Rang a. hat, gibt es einen Teilraum Q von Y des Ranges 
a-lniitXnyn(5 = {O}. Setze 

Z :=P+{XnY)+Q. 

Dann ist der Rang von Z gleich r. Mit Hilfe des modularen Gesetzes folgt ferner 

znx = p + {xnY) 

und 

znY = {xnY) + Q. 

Somit ist 

Rgi(ZnX) = r-a+l 

und 

Rgi(ZnF) =r-l. 

Hieraus folgt mittels Induktion die erste Behauptung. 

Die zweitc Aussagc gilt sichcrlich, falls n < 1. Es sci also n > 2. Fcrncr sei 
b der Abstand von X und Yn-i. Nach Induktionsannahme ist dann b < n — 1, 
so dass wir b < a annehmen diirfen. Nun ist 

Rg^ {{X n y) + n y)) = 2r - a - 1 - Rgi(x n y n y„_i). 

Andcrcrsoits ist 

RelUx n y„_i) + (y„-i n y)) = 2r - 6 - 1 - Rg^(x n y n y„_i). 

Nun ist 

y„-i n y < (X n y) + (y„_i n y) < y 

und 

^n-i n y < (X n y„_i) + (y„_i n y) < y„_i. 

Daher gilt 

r-i<Rg^((xny) + (y„_iny)) <r 

und 

r-i<Rgi((xny„_i) + (y„_iny)) <r. 

Wegen 6 < a ist daher 

Rg^((xny) + (y„_iny)) = r-i 

und 

Rgi((x n y„_i) + (y„_i n y)) = r. 

Somit ist a = 6 + 1 und folglich a < n. Damit ist alles bewiesen. 

Ist a ein Isomorphismus des projektiven Verbandes L auf den projektiven 
Verband L', so induziert a eine Bijektion von URr(i) auf URr(i') niit der 
Eigenschaft, dass X, Y £ URr(Z/) genau dann benachbart sind, wenn X"^ und 
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bcnachbart sind. Da zwci vcrschicdcnc Punktc, bzw. zwci vcrschiedene 
Hyperebenen stets benachbart sind, hat im Falle r = 1 oder r + 1 = Rg{L) 
jede Bijektion von \]Rr{L) auf URr(i') die Eigenschaft, die Nachbarschaft zu 
erhalten. Dies zcigt, dass die Annahme iiber r im Folgenden, im Wescntlichen 
von W. L. Chow stammenden Satz wirklich notig ist (Chow 1949). Chow setzte 
von Anfang an voraus, dass r = s sei. 

8.4. Satz. Sind L und L' projektive Verbdnde, sind r und s natiirliche Zahlen 

und, ist 2 < r + 1 < Rg(_L). ist ferner a eine Bijektion von URr(i) auf\5Rs{L') 
mit der Eigenschaft, dass X , Y ^ URr.(L) genau dann benachbart sind, wenn 
X"' und Y" benachbart sind, so wird a entweder durch einen Isomorphismus 
von L auf L' induziert, in welchen Falle r = s ist, oder aher a wird durch einen 
Antiisomorphismus von L auf L' induziert, in welchem Falle r + s = Rg(i) 
ist. Die beiden Falle schliefien sich gegenseitig aus. Uberdies gilt, dass der a 
induzierende Isomorphismus bzw. Antiisomorphismus eindeutig bestimmt ist. 

Beweis. Es sei a eine Bijektion von URr(i) auf URs(i'), so dass X, Y G 
\JRr{L) genau dann benachbart sind, wenn X'' und Y'^ es sind. Dann ist auch 
eine nachbarschaftserhaltende Abbildung von UR, (L') auf URr(i). Daher 
bildet a maximale Mengen von paarweise benachbarten Unterraumen wieder 
auf solche ab und jede maximale Menge von paarweise benachbarten Raumen 
aus URs(L') ist Bild einer ebensolchen aus URr(i). 

Es sei U e URr_i und M :^ {X \ X e VRr{L), U < X}. Es gibt dann nach 
8.2 genau ein U' e URs_i(L') U \JRs+i{L') mit 

= {X' I X' e UR^(L')> U' < X'} 

oder 

Ad" = {X' I X' e UR,(i'): ^' < U'}. 

Ist U e URr+i(L), so findet man zu M := {X \ X £ UR^(L), X < U} ebenfalls 
genau ein U' e URs-i(L') U URs+i(L') mit 

M'^ = {X' I X' e UR^(L'), U' < X'} 

oder 

= {X' I X' e URs(L'), ^' < U'}. 

In beiden FaUen setzen wir := U' . Dann ist a nach der zuvor gemachten 
Bemerkung eine Bijektion von 

UR^_i(L) U UR^(L) U URr+i(L) 

auf 

UR,_i(i') UUR,(L') U UR,+i(L'). 
Wegen URr(L)'^ = \JR,{U) gilt 

(UR^_i(L) U UR^+i(L))" = UR«_i(L') U UR,+i(L')- 
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Angenommen es seicn X, Y E UR,_i(-L) und es gelte X'^ € URs_i(L') und 
Y" e URs+i(L'). Nach 8.3 gibt es endlich viele Xi € UR^_i(L) mit X = Xq 
und Y = Xn, so dass X^ und Xj+i benachbart sind. Es gibt dann ein i, so dass 
X[ e URs_i(L') und Xf+i S URs+i(i') gilt. Wir diirfen daher annehmen, 
dass X und Y benachbart sind. 

Es sei M die Menge der Unterraume des Ranges r, die X enthalten. Auf 
Grund der Definition von X'^ ist dann 

M" = {X' I X' e VRs{L'), X" < X']. 

Ist A'' die Menge der Unterraume des Ranges r, die Y enthalten, so folgt 
entsprechend 

= {Y' I Y' G uRs(L'), y <y'')- 

Ist nun X" < Z' <Y'' , so gibt es ein Z e M n AT mit = Z' . Nun ist aber 
Mr\N = {X + Y}, so dass es zwischen X'^ und Y'^ genau einen Unterraum des 
Ranges s gibt. Dies widcrspricht aber der relativen Atomaritat des Vcrbandcs 
L'. Also ist doch Rgi^,{X'^) = Rgi^,{Y'^), falls nur X,Y € UR^_i(L) gilt. Ganz 
analog folgt auch {iiv X, Y G URr+i(i) die Gleichheit der Range von X'^ und 
Y"' . Es sind also die folgenden beidcn Falle zu betrachten: 

1. URr_i(L)'^ = UR,_i(L') und URr+i(L)'" = UR,+i(i')- 

2. URr_i(L)'^ = UR,+i(i') und UR^+i(L)'" = UR,_i(i')- 

Wegen 2 < r + 1 < Rg{L) enthalten URr-i(i) und \JRr+i{L) je mindestens 
zwei Elementc. Daher gilt dies auch fiir URs_i(i) und URs+i(i'), so dass auch 
2 < s + 1 < Rg(L') gilt. 

1. Fall. Hier gih: Sind X,Y e UR,._i(L)UURr(L)UURr+i(L), so ist genau 
dann X <Y, wenn X'^ < Y'^ ist. Insbcsondcrc folgt, dass zwei Unterraume des 
Ranges r — 1 von L genaii dann benachbart sind, wenn ihre Bilder es sind. 

Es sei r = 2. Unter Zuhilfcnahme von a^^ folgt, dass in diesem Falle auch 
s = 2 ist. Daher bildet a Punktc auf Punktc und Gcradcn auf Goradcn unter 
Erhaltung dor Inzidcnz ab. Nach 8.1 wird a folgiich von cincm Isomorphismus 
von L auf L' induziort. Vollstandigc Induktion fiihrt nun ziini Ziel. 

2. Fall. In dicscm Falle gih: sind X,Y e URr-i(L) U UR,.(L) U URr+i(L), 
so ist genau dann X < Y, wenn Y"' < X°' ist. Bcnachbarte Elcmente werden 
also auch hier auf bcnachbarte Elementc abgcbildct. Ist nun r = 2, so crschliefit 
man mit Hilfc von a~^, dass die X' S URs(L') den Ko-Rang 2 habcn. Also 
ist in diesem Falle r + s = Rg(L'). Es folgt fcrncr, dass a kollincare Punkte 
auf konfluente Hypercbcncn abbildet. Nach 8.1 wird a folgiich von einem An- 
tiisomorphismus induzicrt. Induktion fiihrt nun auch hier zum Ziele. Wird cr 
durch einen Isomorphismus induziert, so liegt offensichtlich der erste Fall vor 
und es folgt, dass a nicht durch einen Antiisomorphismus induziert wird. Wird 
a durch cincn Antiisomorphismus induziert, so folgt, dass a nicht durch einen 
Isomorphismus induziert wird. Die beiden Falle schliel3en sich also gegenseitig 
aus. 

Es seien nun a und r zwei Isomorphismcn oder zwei Antiisomorphismen von 
L auf L', die auf \JRr{L) die gleiche Abbildung induzieren. Dann ist crr"^ ein 
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Automorphismus, wclchcr auf URr(i) die Idcntitat induzicrt. Da jcdcr Punkt 
von L sich als Schnitt von Unterraumen des Ranges r darstellen lasst, folgt, 
dass CTT"^ alle Punkte von L festlasst. Daher ist a = t, womit alles bewiesen 
ist. 

Dcr Satz von Chow sowic 8.1 sind Bcispiclc dafur, dass cine Abbildung cincs 
Teils von L auf einen Teil von L' unter gewissen Voraussetzungen durch einen 
Isomorphismus von L auf L' induziert wird. Zwei weitere Beispiele dieser Art 
wcrdcn wir noch schcn. Zuvor jcdoch woUcn wir zcigcn, dass dcr Satz von Chow 
auch in anderen Teilen der Mathematik von Nutzen ist, indem wir nach dem 
Vorgange von H. Maurer einen Satz von H. Wielandt beweisen. 

Ist X cine Mcngc, so bczcichncn wir mit Sx die symmetrische Gruppe auf 
X, dh., die Gruppe aller Bijektionen von X auf sich. Ferner bezeichnen wir mit 
Ax die alternierende Gruppe auf X, das ist die von alien Zyklen der Lange 3 
erzeugte Untergruppe von Sx- Dann ist Ax ein Normalteiler von Sx- 

8.5. Satz. Es sei X eine Menge, die nicht genau sechs Punkte enthalte- Ist 
dann a ein Automorphismus von Ax, so gibt es ein 7 € Sx rnit a(^) = 7^7""^ 
fiir alle ^ e Ax - 

Beweis. Ist |X| < 2, so ist Ax = {1} und daher nichts zu beweisen. Ist |X| = 

3, so ist Ax zyklisch der Ordnung 3 und hat somit genau zwei Automorphismen, 
die beide durch innere Automorphismen der Sx induziert werden, da die Sx ja 
nicht abelsch ist. 

Im folgenden enthalte X mindestens vier Elemente. Ist i eine natiirliche 
Zahl, so bezeichnen wir mit Zi die Menge der Elemente aus Ax, die Produkt 
von genau i disjunkten Zyklen sind, die alle die Lange 3 haben. Die sind 
Konjugiertenklassen von Ax, so dass a jedes Zi auf ein Zj abbildet. Wir zeigen 
zunachst, dass a{Zi) = Z\ ist. 

Weil die Elemente der A^ nur die Ordnung 1, 2, 3 oder 5 haben, haben auch 
die Elemente aus dem Komplexprodukt Z\Z\ nur diese Ordnungen. Damit Zi 
nicht leer ist, muss X mindestens 3i Elemente haben. Fiir z > 2 bedeutet dies 
auf Grund unserer Annahme iiber X, dass X in diesem Falle mindestens sieben 
Elemente enthalt. Wegen 

(123) (124) (567) (567) = (14) (23) (576) 

enthalt Z-^^Z-^, daher Elemente der Ordnung 6. Ferner ist 

(123) (456) (789) (147) (258) (369) = (159267348). 

Hieraus folgt, dass ZiZi fiir i > 3 stets Elemente enthalt, deren Ordnung gleich 
9 ist. Somit ist a(Zi) = Zy- 

Ist {a, 6, c} eine 3-Teilmenge von X, so sind (a6c) und (acfe) die einzigen 
Elemente aus Z\ mit dieser Menge als Tragermenge. Ist a(a6c) = {a'h'c'), so ist 
a{ach) = {a'c'b'). Daher wird durch 



/3({a,6,c}) := {a',b',c'} 



72 



Kapitel I. Die Grundlagen und ein bisschen mehr 



eine Abbildung auf dcr Mcngc der 3-Teilmcngcn von X definiert. Es seien 
{a,b,c} und {a,b,d} zwei benachbarte 3-Teilmengen von X. — Man erinnere 
sich: Die Potenzmenge von X ist mit der Inklusion als Teilordnung ein pro- 
jektiver Verband und der Rang cincs Tcilraumes ist nichts andercs als seine 
Kardinalitat. — Die von (abc) und (abd) erzeugte Untergruppe von Ax ist 
isomorph zur ^{a,6,c,d}- Es seien {a,b,c} zwei Teilmengen des Abstandes 2. 
Dann ist die von (abc) und (ade) crzcugtc Untergruppe von Ax isomorph zur 
^{a,b,c,d,e}- — Es geniigt zu bemerken, dass {abc){ade) = {abcde) ist. — Weil 
disjunkte Dreierzyklen eine abelsche Gruppe der Ordnung 9 erzeugen, erhalt /3 
daher die Nachbarschaft. Es gibt also nach dem Satz von Chow einen Automor- 
phismus oder Antiautomorphismus 7 von P(M), der /3 induziert. Weil X aber 
nicht genau 6 Elemente enthalt, kann 7 ebenfalls nach dem Satz von Chow kein 
Antiautomorphismus scin. Somit ist 7, wenn man nur seine Wirkung auf die 
Punkte von X betrachtet, ein Element von Sx- Definiere A durch 

m ■■=1^1-'- 

Dann ist a~^X ein Automorphismus von Ax, der alle Untergruppen von Ax, 
die von Elementen aus Zi erzeugt werden, invariant lasst. Setze fj, := a~^X. 
Dann ist also ^(C) = C'^^'' mit e(C) = ±1 fiir alle ( e Zi. 

Es ist (123)(124) = (14)(23) und (132)(124) = (134). Ware nun ^(123) = 
(132), so folgte /x(124) = (142). Weil man nach Satz 8.3 je zwei 3-Teilmengen 
von X durch eine Kette benachbarter 3-Teilmengen verbinden kann, folgte 
welter ii{abc) = (acb) fiir alle 3-Teilmengen {a,b,c}. Dann folgte aber der 
Widerspruch 

(143) = At(134) = /z((132)(124)) 

= (132)At(124) = (123)(142) = (234). 

Also ist fi die Identitat und daher a = X, was zu beweisen war. 

Ohne Beweis sei hier mitgeteilt, dass die Sx im Falle |X| = 6 einen Auto- 
morphismus besitzt, der kein innerer Automorphismus ist. Weil die Ax eine 
charakteristische Untergruppe von Sx ist, induziert dieser Automorphismus 
einen Automorphismus in Ax- Dieser Automorphismus bildet Zi auf Z2 ab, 
kann also nicht durch einen inneren Automorphismus von Sx induziert werden. 

8.6. Satz. Es seien L and L' projektive Verbdnde und r und s seien natiirliche 
Zahlen. Es sei V eine Menge von Unterrdumen von L, von denen jeder einen 
Unterraum des Ranges r + 1 enthalte und die iiberdies die weitere Eigenschaft 
habe, dass jeder Teilraum von L, dessen Rang r + 1 ist, sich als Schnitt von 
Elementen aus V darstellen lasst. Entsprechend sei V' eine Menge von Un- 
terrdumen von L' , von denen jeder einen Teilraum des Ranges ,s + 1 enthalte 
und die weiterhin die Eigenschaft habe, dass jeder Teilraum, von L' , dessen Rang 
s + 1 ist, sich als Schnitt von Elementen aus V darstellen lasst. Ist dann p eine 
Bijektion von URr(L) U V auf URs(L') U V, so dass fiir X G URr(L) und 
Y G V genau dann X < Y gilt, wenn X^ < Y^ ist, so gibt es genau einen 
Isomorphismus r von L auf L' , der p induziert. 
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Beweis. Setze U := UR^(L) und U' := \JRs{L'). 1st Z G L und gibt es ein 
X G U mit X < Z, so definieren wir Z"^ durch 

Z"" := J2 

xeu, x<z 

Es ist klar, dass X'^ = X^ fiir alle X £ U gilt. Sind Z, Z' e L und sind 
und Z'" definiert, so folgt aus Z < Z', dass Z'" < Z''^ ist. Ist Y G V, so ist 
XP < YP fiir allc X eU, fiir die X < F gilt. Daher ist Y" < YP. 

Es se\ Z G L und der Rang von sei r + 1. Es sei ferner X' ein Unterraum 
des Ranges s von Z'^ . Auf Grund unserer Annahme iiber V gibt es ein Y G V 
mit Z < y. Es gibt weiterhin ein X G U mit X'' = X'. Es folgt 

XP = X"" < Z"" <Y'' < YP 

und damit X <Y. Nach unserer Annahme ist Z Schnitt von Elementen aus V. 
Somit gilt X < Z. Dies besagt, dass a die Menge der Teilraume des Ranges r 
von Z bijektiv auf die Menge der Teilraume des Ranges s von Z"^ abbildet. 

Es sei Z' ein Teilraum des Ranges s + 1 von Z'^. Setzt man M' := {Y' \ 
Y' gV',Z' <Y'}, so gilt nach Voraussetzung 

Z'= f] Y'. 

Y'eM' 

Es gibt nun zwei vcrschicdcnc Riiumc X und Y des Ranges r von L mit Z' = 
X" +Y''. Es folgt Z = X + Y. Ist nun AgV,so gilt genau dann X < A, wenn 
XP < AP gilt. Entsprechendes gilt fiir Y. Setzt man M := {A \ A G V, Z < A}, 
so ist daher MP = M' . Ist i? ein Teilraum des Ranges r von Z, so gilt B < ^ 
fiir alle AG M. Hieraus folgt 

BP < Pi Y' = Z' 

Y'GM' 

fiir allc Teilraume B des Ranges r von Z. Daher ist Z'^ < Z' und damit Z"^ = Z'. 
Somit ist der Rang von Z'^ glcich ,s + 1. 

Ist nun r = 1, so folgt die Bchauptung aus 8.1, da man mit Hilfe von 
crschlicfit, dass in dicscm Fallc auch s = 1 ist. Ist r > 1. so folgt die Bchauptung 
mittels des Satzes 8.4, da p offensichtlich nicht von eincm Antiisomorphismus 
induziert wird. 

Ein typisches Beispiel fiir die Situation dieses Satzes ist die, dass r = 1 und 
V die Menge der Hyperebenen von L ist. Der Leser formuliere den zu 8.6 dualen 
Satz. 

Es sei L ein projektiver Verband und A sei ein Element von L, welches vom 
grofiten Element von L verschieden ist. Mit bezeichnen wir die Menge der 
X G L mit X ^ A. Dann heii3t La der vermoge A geschlitzte Raum. Ist A = 0, 
so ist La natiirlich im Wesentlichen dasselbe wie L. Ist A eine Hyperebene, so 
heii3t La auch affiner Raum. 
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Wir fragen uns nun, wann eine Abbildung a der Punkte von La auf die 
Punkte von L^, durch einen Isomorphismus induziert wird. Sicherlich muss 
a koUineare Punkte in kollineare Punkte iiberfiihren. Diese notwendige Be- 
dingung ist, falls auf jeder Gcradcn von L mindestens vicr Punkte liegcn, auch 
hinreichend. Liegen auf jeder Gerade von L genau drei Punkte und sind 
und Z/^, etwa afRne Raume, so erhalt jede Bijektion von der Punktmenge von 
La auf die Punktmenge von L^, die KoUinearitat. In dicscm Falle muss man 
noch verlangen, dass auch komplanare Punkte wieder in komplanare Punkte 
iibergehen. 

Zwei Elemente X und Y eines projektiven Verbandes heifien windschief , falls 
XnY = ist. 

8.7. Satz. Es sei L ein projektiver Verband und G und H seien zwei Geraden 
von L. Es sei femer P ein Punkt von G + H, der weder auf G noch auf H 

liege. Genau dann sind G und H windschief, wenn es genau eine Gerade durch 
P gibt, die sowohl mit G als auch mit H einen Punkt gemeinsam hat. 

Beweis. Wegen P < G + H ist 

4-Rgi(Gnif) = Rgi(G + ir) 

= RgLiG + P + H + P) 

= Rg^(G + P) + Rgi^iH + P)- Rg^((G + P)n{H + P)) 
= 6-RgL{{G + P)n{H + P)). 

Somit sind G und H genau dann windschief, wenn {G + P) (1 {H + P) eine 
Gerade ist. Da allc Gcradcn durch P, die G und H treffen, in (G + P) fl (H + P) 
liegen, folgt die Bchauptung dcs Satzcs. 

8.8. Satz. Es seien L und L' irreduzible projektive Verbdnde, die vermoge A 
bzw. A' geschlitzt seien. Ist a eine bijektive Abbildung der Menge der Punkte 

von La auf die Menge der Punkte von L'^, , die kollineare Punkte auf kollineare 
Punkte sowie nicht kollineare auf nicht kollineare abbildet, und die im Falle, 
dass jede Gerade von L genau drei Punkte trdgt, noch die weitere Eigenschaft 
hat, komplanare Punkte auf komplanare Punkte und nicht komplanare Punkte 
auf ebensolche abzubilden, so gibt es genau einen Isomorphismus r von L auf 
L' mit P" = P^ fiir alle Punkte P von La- 

Bcwcis. Ist Rg(i) < 2, so ist die Aussage des Satzes banal. Es sei also 
Rg(i) > 2. 

Da jcdc Gerade von L, die nicht in A licgt, auf Grund der Irrcduzibilitat 
von L niin(lcst(;ns zwei Punkte tragt, die ebenfalls nicht in A liegen, konnen wir 
auf Grund der Annahme, dass a nicht kollineare Punkte auf nicht kollineare 
Punkte und kollineare Punkte auf kollineare Punkte abbildet, die Abbildung a 
fortsetzen auf die Menge der Geraden von L, die nicht in A liegen, indem wir 
Qcr ._ pa ^ Qa getzen, falls G = P + Q ist. 

Es sei nun P ein Punkt auf A und Tp sei die Menge der Geraden von L, 
die durch P gehen, aber nicht in A liegen. Wir sctzcn Fp :— {G°' \ G G Pp}. 
Wegen Rg(i) > 2 enthalt Pp und damit Fp mindestens zwei Geraden. Es seien 
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nun G und H zwci vcrschicdcnc Geradcn aus Tp. Dann ist G + H eine Ebene 
von L. Enthalt nun jede Gerade von L genau drei Punkte, so ist auf Grund 
unserer Annahme C + 11" eine Ebene von L' . Enthalt jede Gerade von L mehr 
als drei Punkte, so folgt aus 8.7, dass auch G"^ + H" cine Ebcnc von L' ist, da 
es auf Grund der Irreduzibilitat von L einen Punkt va. G -\- H gibt, der weder 
auf G noch auf H liegt. Hieraus folgt, dass G"^ fl ein Punkt ist, der nicht zu 
L'j^, gehort. Somit ist G"^ fMI" = A' f^G'' = A' f^ H" . Dies zeigt, dass G" n A' 
ein Punkt ist, der nicht von der Auswahl von G G Tp abhangt. 

Ist nun P ein Punkt von L, so setzen wir P'^ := P"^ , falls P nicht auf A 
liegt, und P'' := G" A' mit G e Tp, falls P auf A liegt. (Hier haben wir 
vom Auswahlaxiom Gebrauch gemacht.) Es ist nun ein Leichtes zu zeigen, dass 
T eine Bijektion der Punkte von L auf die Menge der Punkte von L' ist, die 
kollineare Punkte auf kollineare Punkte und nicht koUincarc Punkte auf nicht 
koUineare Punkte abbildet. Die Eindeutigkeit von r ist ebenfalls banal. 

9. Der Satz von Desargues 

Es sci L cin projektiver Verband. Wir nennen L desarguessch, falls in L der 
folgendc Schliejiungssatz , der sog. Satz von Desargues gilt: 

Sind Gi, G2 und G3 drei vcrschicdcnc Geradcn, die in cincr Ebcnc von L 
licgcn, ist P cin Punkt mit P < Gi fiir i := 1, 2, 3 und sind Pi, P2, P3, 
Qi, Q2, Q3 Punkte mit P, < Gi und Q, < G, sowie P„ Qi ^ P fiir i := 1, 
2, 3, ist schliefilicli fiir i ^ j auch Pi + Pj ^ Qi + Qj, so sind die Punkte 
Rij ■■= {Pi + Pj) n {Qi + Qj) koUinear. 



P 




Satz von Desargues 

Es ist zu bemerken, dass die Rij unter den gemachten Voraussetzungen 
tatsachlich Punkte sind. Man kann den Satz von Desargues grob so formulicrcn, 
dass man sagt, dass perspektive Dreiecke stets auch axial sind. Dabei ist P als 
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das Perspektivitatszcntrum und die Gcrade, auf der die Punkte Rij liegen, als 
die Achse der beiden Dreiecke aufzufassen. 

Es erhebt sich die Prage, welche projektiven Raume desarguessch sind. Es 
ist rccht cinfach, projcktivc Ebcncn zu konstruicrcn, die es nicht sind, so dass 
projektive Geometrien vom Rang 3 nicht immer desarguessch sind. Beispiele 
hierfiir werden wir im letzten Kapitel kennen lernen, die allerdings nicht so 
einfach zu konstruieren sind, wie gcrade behauptct. Fiir die Thcoric der pro- 
jektiven Ebenen, die uns hier nur am Rande interessiert, sei der Leser auf die 
Biicher Pickert 1955, Hughes & Piper 1973, Liineburg 1980 verwiesen. 

Fiir projektive Raume hoheren Ranges als 3 gilt jedoch 

9.1. Satz. Ist L ein irreduzibler projektiver Verband und ist Rg(i) > 4, so ist 

L desarguessch. 

Beweis. Es seien Gi, G2 und G3 drei verschiedene Geradcn, die in einer 
Ebene E von L liegen. Ferner sei P ein Punkt, der mit diesen drei Geraden 




Satz von Desargues im Raum 

inzidiere. Schliefilich scicn Pi, P2, ^3, Qi, Q2, Q3 Punkte mit Pi, Qi < Gi und 
Pi, Qi 7^ P sowie Pi+Pj 7^ Qi+Qj, falls nur i j ist. Da der Rang von L grofier 
als 3 ist, gibt es eine Gerade H mit P < H und H ^ E. Weil L irreduzibel 
ist, gibt es zwei verschiedene Punkte R und S auf H , die nicht in E liegen. Die 
Geraden Pi + R und Qi + S liegen in der Ebene Gi + H. Wcgen R^ S ^ P ^ R 
nnd H ^ E ist + i? 7^ + 5. Also ist Q := (P, + P) n {Qi + S) ein 
Punkt. Weil die Geraden Gi paarweise verschieden sind, sind auch die Punkte 
Ci paarweise verschieden. 
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Gibt es eine Gerade G mit Ci < G fur allc i, so licgcn Pi, P2 und P3 in 
der Ebene R + G und Qi, Q2 und Q3 in der Ebene 5 + G. Hieraus folgt, 
dass sowohl Pi, P2, P3 als auch Qi, Q2, Q3 kollinear sind. In diesem Falle ist 
P12 = P23 = R31 und daher nichts zu beweisen. Wir diirfcn also annchmcn, 
dass Ci +C2 + C3 eine Ebene ist. Ist i ^ j, so ist Pi + Pj + R Qi + Qj + S. 
Da Ci und Cj in beiden Ebenen liegen, ist somit 

c^ + Gj = (p, + Pj + R)n (g, + Qj + s). 

Nun ist Rij ein Punkt, der sowohl in Pj + Pj + R als auch in Qi + Qj + S liegt. 
Also ist Rij <Ci+ Cj und folglich Py < £ n (Ci + C2 + C3). Weil die Cj nicht 
in E lic!gc;n, ist Rg^^ i^E fl (Ci + C2 + C3)) < 2. Somit sind die Pjj kollinear, was 
zu beweisen war. 

Der Satz von Desargues wird im nachsten Kapitel eine entscheidende RoUe 
bei der Darstellung projektiver Raume mittels Vektorraumen spielen. 

10. Der Satz von Pappos 

Eine wichtigc Rollc spiclt auch der Satz von Pappos bcim Aufbau der projek- 
tiven Geometric, wenn auch keine so zentrale wie der Satz von Desargues. Er 
gilt nicht in alien projektiven Raumen. Er ist vielmehr, wie Hilbert als erster be- 
mcrktc, glcichbcdcutend mit der Kommutativitat dcs der Geometric zugrunde 
liegenden Korpers. Hier formulieren wir zunachst den Satz von Pappos und 
bringen ihn mit gewissen anderen raumlichen Tatsachen in Zusammenhang. 

Es scicn G und H zwci vcrschicdcne Geraden dcs projektiven Verbandes L, 
die sich im Punkte S schneiden. Ferner seien Pi, Pj und P3 drei verschiedene 
Punkte auf G, die auch von S verschieden seien, und Q\, Q2 und Qz seien 
drci vcrschicdcne Punkte auf H, die ebenfalls von S verschieden scicn. Ist 
dann P3 := (Pi + P2) n (Qi + Q2), Pi := (P2 + P3) n (Q2 + Qs.) und P2 := 
(P3 + Pi) n (Q3 + Qi), so sind Pi, P2 und P3 kollinear. 




Satz von Pappos 
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Wir folgcn nun Uberlegungen von Dandclin, dcr die Giiltigkcit dcs Satzcs 
von Pappos aus der Existenz von gewissen raumlichen Konfigurationen erschloss 
(Germinal Pierre Dandelin, 1794-1847). 

Es sei L ein irreduziblcr projcktivcr Vcrband mit Rg(L) > 4. Sind Gi, G2 
und G3 paarweise windschiefe Geraden von L wie auch Hi , H2 und H3 und ist 
Gi D Hj ^0 fiir i, j := 1, 2, 3, so nennen wir die Konfiguration dieser sechs 
Geraden Hexagramme mystique. 

1st Gi, G2, G3, Hi, H2, H^ ein Hexagramme mystique, so ist Gj ^ Hj. 
Andernfalls hatte namlich Gj mit Gk einen Punkt gemein, was jedoch nicht 
der Fall ist. Sctzc Si := Gi fl Hi fiir i := 1, 2, 3. Dies sind dann Punkte, die 
iiberdies nicht koUinear sind. Sie sind ja sicherlich paarweise verschieden, da 
die Gj windschief sind. Nun ist Si < Gi und S3 < H3. Ware ^2 < 6*1 + 5*3, so 
ware S2 < Gi + i/s. Nun ist S2 < H:^. da H2 und H3 windsehief sind. Ferner 
ist ^2 < G2 und G2 n H3 ein Punkt von Gi + H3, der von S2 verschieden ist. 
Also ist 

G2 = S2 + {G2nH3)<Gi+H3. 

Daraus folgt, da Gi + H^ ja eine Ebene ist, dass Gi fl G2 ^ ist. Dieser 
Widerspruch zeigt, dass die Si nicht koUinear sind. 

Nach diesen Vorbemerkungen sind wir nun in der Lage, den Satz von Dan- 
delin zu beweisen. 

10.1. Satz von Dandelin. £^5 seien G und H zwei verschiedene Geraden eines 

irreduziblen projektiven Verbandes L, dessen Rang mindestens 4 sei. Ferner sei 
S := G f] H ein Punkt. Weiter seien Pi, P2 und P3 drei verschiedene Punkte 
aufG und Qi, Q2 und Q3 drei verschiedene Punkte auf H und alle diese Punkte 
seien von S verschieden. Seize 

R3--= iPi + Q2)n{P2 + Qi) 

Ri (P2 + Q3) n (P3 + Q2) 

R2:={P3 + Qi)n{Pi + Q3). 

Die Punkte Ri, R2 und Rs sind sicher dann koUinear, wenn es ein Hexagramme 
mystique Gi, G2, G3, Hi, H2, H3 gibt mit Pi < Hi, Qi < Gi und Gi, Hi < 
G + H fiiri:= 1, 2, 3. 

Beweis. Setze Ei^ := Gi + Hj. Dann ist Eij, da Gj und Hj verschiedene 
Geraden sind, die sich in einem Punkte schneiden, eine Ebene. Setze ferner 
Si := GiUHi. Nun ist 

R3< Pl+Q2< Hi+G2 = E21 

und 



R3<P2 + Ql<H2 + Gi= E12. 
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Satz von Dandelin 



Ferner folgt E12 7^ E21, da Gi und G2 ja windschicf sind. Auficrdcm ist 5*1 < 
Hi < E21 und 5*2 < G2 < E21. Ebenso folgt, dass ^i, S2 < E12 ist. Weil die Si 
nach unserer Vorbemerkung nicht kollinear sind, ist also 



Entsprechend folgt, dass auch i?i und R2 in + ^2 + S3 liegen. Waren die i?, 
nicht kollinear, so ware 



Da die Si nicht kollinear sind, licgt wcnigstcns einer von ihnen nicht auf H. Es 
sei etwa Si < H. Dann ist Si ^ Qi und daher Gj = Si + Qi < G + H im 
Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Ri 
doch kollinear sind. 

Der Satz von Dandelin gestattct auch cine Umkehrung, die wir nun for- 
mulieren werden. Dieser Satz ist mit den noch zu entwickelnden analytischen 
Methoden leicht zu beweisen. Ein Beweis an dieser Stelle ist moglich, aber 
knifflig. Der Lescr ist herausgefordert, seine Krafte zu erproben. 

Es seien Gi, G2 und G3 drei paarweise windschiefe Geradcn eines irreduzib- 
len projcktiven Verbandes. Ist H eine Gerade und gilt H Ci Gi fiir alle i, so 
heifit H eine Transversale von Gi, G2, G3. Eine solche gibt es nur dann, wenn 
der von den Gi aufgespannte Teilraum den Rang 4 hat. In diesem Falle gibt 
es aber sehr viele Transversalen, namlich durch jeden Punkt von Gj genau eine 
(Satz 8.7). 



Si + S2 = E12 n E21- 



Hieraus folgt 



■R3 ^ -2^12 n £'21 = Si + S2 ^ Si + S2 + S3. 



G + H = Ri + R2 + R3 = Si + S2 + S3. 
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10.2. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband mit Rg(i) > 4. 
Genau dann gilt in L der Satz von Pappos, wenn fiir jedes Hexagramme mystique 
Gi, G2, Gs, Hi, H2, Hs gilt: ist H cine Transversals der Gi und G eine 
Transversale der Hj, so ist Gr\ H ^ 0. 

Beweis. Nicht triviale Ubungsaufgabe. 

Wir beenden das lange erste Kapitel mit einer Ubungsaufgabe, die man 
mit Hilfe des Satzes von Pappos in jeder papposschen Ebene losen kann, deren 
Geraden je mindestens vier Punkte tragen (Jackson 1821). 

Your aid I want 

nine trees to plant 

in rows just half a score. 

And let there be 

in each row three. 

Solve this, I ask no more. 



II. 



Die Struktursatze 



In diesem Kapitel geht es nun darum, die Struktursatze der projektiven Geo- 
metric zu etablicrcn. Es sind drci Satzc. Dcr erste besagt, dass cin dcsargucs- 
scher, irreduzibler projektiver Verband nichts Anderes ist als der Unterraumver- 
band eines geeigneten Vektorraumes. Der zweite besagt, dass Isomorphismen 
zwischcn solchcn Vcrbandcn durch scmilincarc Abbildungcn induzicrt werden, 
wahrend der letzte besagt, dass eine Korrelation eines solchen Verbandes stets 
durch eine Semibilinearform dargestellt wird. Mit diesen Satzen hat man dann 
das Instrumcntarium dcr hncarcn Algebra an dcr Hand, wenn man tiefer in die 
Theorie der projektiven Geometrien eindringen will. 

1. Zentralkollineationen 

Im Folgendcn bctrachtcn wir nur irreduzible projektive Verbande. Es sei L cin 
solcher mit Rg(I/) > 3. Wir bezeichnen wieder, wie bisher, mit 11 das grofite 
und mit das kleinste Element von L. Ist a eine KoUineation von L und gibt 
es eine Hyperebene H von L mit der Eigenschaft 

(A) Ist X < if, so ist = X, 

so nennen wir a axiale KoUineation und H Achse von a. Da nach 1.2.11 jedes 
Element von L die obere Grenze der in ihm liegenden Punkte ist, ist (A) gleich- 
bedeutend mit 

(A*) Ist P ein Punkt auf H, so ist P'^ = P, 

Ist a eine KoUineation von L und gibt es einen Punkt P in L mit der Eigen- 
schaft 

(Z) Ist P < X, so ist X"^ = X, 

so nennen wir a zentral und P hciBt Zentrum von a. Da P < P ist, ist P'^ = P. 
Daher induziert a eine KoUineation in II/P, die gleich der Identitat ist. Weil 
n/P ein projektiver Verband ist, ist (Z) gleichbedeutend mit 

(Z*) Ist G eine Gerade durch P, so ist = G. 

Es gilt nun der folgende Satz. 

1.1. Satz. Ist L ein irreduzibler projektiver Verband, dessen Rang mindestens 
3 ist, und ist a eine KoUineation von L, so gilt: 

a) Ist a axial und hat a zwei verschiedene Achsen, oder 

b) ist a zentral und hat a zwei verschiedene Zentren, 
so ist a = 1l- 
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Bcwcis. a) Es scicn H und K zwci vcrschicdcnc Achscn von a. Fcrncr sci P 
ein Punkt von L. Liegt P auf H oder K, so ist P"^ = P. Es liege P weder auf 
H noch auf K. Da Rg{L) > 3 ist, ist Rg,^{H) > 2. Es gibt folglich eine Gerade 
G mit G < H und G ^ H n K. Wcgcn KoRg^(F n K) = 1 ist G n H n K 
ein Punkt. Weil L irreduzibel ist, gibt es folglich zwei Punkte R und S auf 
G, die nicht in H (1 K liegen. Nun ist R + S = G (1 H. Hiermit folgt, dass 
R + P ^ S + P, und weiter, dass 

{R + P)n{S + P) = P 

ist. Ferner sind U := Kr\{R + P) und V -.^ Kr\{S + P) Punkte, die von R und 
S verschiedcn sind, da wcdcr R noch S in K liegt. Daher ist R + P = R + U 
und S + P = S + V. Es folgt, dass 

P={R + U)n{S + V) 

ist. Damit erhalten wir schliefilich 

p'^ = ((i? + u)n{s + v)y = {R" + u") n {s" + V) 
= {R + u)f^{s + v) = P. 

Damit ist gezeigt, dass u alle Punkte von L festlasst, woraus folgt, dass a = 1l 
ist. 

b) Da der zu cincm projektiven Verband duale Verband nur dann wieder ein 
projektiver Verband ist, wenn der Rang des gegebenen Verbandes endlich ist 
— wir reden hier von irreduziblen projektiven Verbanden — , konnen wir uns 
zum Beweise von b) nicht auf die Aussage a) berufen, wir miissen sie vielmehr 
getrennt beweisen. 

Es seien P und Q zwei verschiedene Zentren von a. Ferner sei X ein Punkt, 
der nicht auf P + Q liegt. Dann sind P + X und Q + X zwei verschiedene 
Geraden, so dass X = {P -\- X) r\ [Q + X) gilt. Weil die Geraden durch P wie 
auch die Geraden durch Q festbleiben, folgt X'^ = X. Somit lasst a alle Punkte 
von Lp+Q fest. Mittels 1.8.8 folgt schliefilich, dass a = 1l ist. 

Damit ist alles bewiesen. 

1.2. Satz. Es sei L ein irreduzihler projektiver Verband mit Rg(iv) > 3 und a 
sei eine Kollineation von L. Genau dann ist a axial, wenn a zentral ist. 

Beweis. Es sei a axial und H sei eine Achse von u. Ist P ein Punkt von 
L^xtP" =P und ist G eine Gerade durch P, so ist G = P + (G n il). 
Hieraus folgt 

G'^ = (p + (G n H)Y = P" ^ {G r\Hy = P + {G r\H) = G, 

so dass P wegen (Z*) ein Zentrum von a ist. 

Es sei nun P ^ P" fiir alle Punkte P, die nicht auf H licgcn. Es sci P cin 
solcher Punkt. Dann ist P + P" eine Gerade. Ferner gilt n = P + iJ = P'^ + i/. 



1 . ZentralkoUineationen 



83 



Hieraus folgt mit Hilfe des Modulargesetzes 

P + P" = {P + [P" + H)=P'' + {{P + P") n H) 

= p<^ + ((P + P'') n ny = {P + ((P + P") n h))" 
= ((P + P'^) n (P + H)y = (P + P'^)'^, 

so dass P + P*^ eine Fixgerade von cr ist. 

Es sei F ein Punkt mit F ^ H. Dann ist also F + F'^ eine Fixgerade von a. 
Setze C := {F + F'^) f^ H. Dann ist C ein Punkt. Wir zeigen, dass C Zentrum 
von (7 ist. Es sei G eine Gcradc diuch C. 1st G < H odcr G = F + P'^, so ist G 
eine Fixgerade von a. Es sei also G ^ H und G ^ F + F'^ . Es gibt dann einen 
Punkt P auf G, der nicht auf P + P^ licgt. Wcgen 

(p + P"") n G = c = G n 

ist P ^ und daher P ^ P" . Setze P := (P + P) n E. Dann ist P ein Punkt, 
da ja P 7^ P ist. Es folgt P + F = P + R= F + R. Wegen R" ^ R ist daher 

P + P'' + F + F''=P''+PJrF + F'' = P''+P + R + F'' 

= P" + P + R" + F" = P" + P + {R + FY 
= P'' +P + {P + FY = P'' + P + F''. 

Wegen P ^ P + P^ ist also 

3 < Rgi(P + P'' + F + F'') = RgLiP" + P + P'") < 3. 

Hieraus folgt, dass (P + P") n (P + F"^) ein Punkt ist. Weil P + P'' und 
P + P"^ Fixgeraden von a sind, ist dieser Punkt ein Fixpunkt von a, liegt 
also auf H. Daher ist (P + P'^) n (P + P'^) = G. Hieraus folgt welter, dass 
P + P'^ = P + C = G ist. Somit ist G" = G, so dass G in der Tat ein Zentrum 
von a ist. 

Es sei nun a zentral und P sei ein Zentrum von cr. Ist H eine Hyperebene, 
die nicht durch P gcht und die untcr a fcstbleibt, so ist H cine Achsc von cr, wie 
unschwer zu sehen ist. Es gelte also ^ H fiir alle nicht durch P gehenden 
Hyperebenen H. Es sei H eine solche Hyperebene. Dann ist P ^ fl H^, so 
dass A := P + {H n H") eine Hyperebene ist. Weil P < A ist, ist A" = A. Nun 
ist 

Ann = {p + {Hn h")) dh = (pdh) + {h dh") = h dh". 

Ebenso folgt, dass An = H n ist. Also ist AnH = AnH" und daher 

(A n ii)'" = A'^ n iJ'" = A n ii'" = A n ii. 

Insbesondere folgt, dass {H n P"'^)'^ = H n ist. 

Es scii nun K ciin Komplement von P. Dann ist {KflK'^y = KnK" . Weil 
alle Geraden durch P unter a festbleiben, lasst a alle Punkte von K n i^*^ fest. 
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Somit ist K n K"^ < A und dahcr A K = K K"^ . 1st nun X cin von P 
verschiedener Punkt von A, so gibt es nach 1.1.8 ein Komplement K von P, 
welches X enthalt. Es folgt X < AnK = Kf] K"^ , so dass X ein Fixpunkt von 
a ist. Damit ist A als Achse von a erkannt und der Satz in alien seinen Teilen 
bewiesen. 

Die zentralen bzw. axialen Kollineationen eines projektiven Verbandes wer- 
den wir im folgcndcn auch Perspektivitdten nennen. Nach dem gerade bewiese- 
nen Satz besteht zwischen ihnen ja kein Unterschied. Ist a eine Perspektivitat 
mit dem Zentrum P und der Achse H und ist P < H, so nennen wir a Elation. 
Ist P ^ H, so nennen wir a Streckung oder Homologie. Ist H cine Hypcrebene, 
so bezeichne A(_ff) die Menge aller Perspektivitaten mit der Achse H. Offen- 
sichtlich ist A(_ff) eine Untergruppe der Gruppe aller Kollineationen von L. 
Entsprcchcnd bezeichnen wir fiir einen Punkt P mit A(P) die Mcngc aller Per- 
spektivitaten mit dem Zentrum P. Auch dies ist eine Untergruppe dor Gruppe 
aller Kollineationen von L. Schliei31ich setzen wir A{P,H) := A(P) n A{H). 
Diese Gruppen werden wir nun eingehender untersuchen. 

1.3. Satz. Ist P ein Punkt und H eine Hyperebene des irreduzihlen projektiven 
Verbandes L, ist ferner 1 ^ a € A[P,H) und ist X ein Element von L mit 
X" = X, so istP<X Oder X <H. 

Beweis. Es sci P ^ X. 1st dann Q ein Punkt von X, so ist Q Fixpunkt von 
CT, da ja Q = {P + Q)r\X ist. Ware nun X ^ H, so gabe es insbesondere einen 
Punkt Q auf X, der nicht in H lage. Dieser Punkt ware dann aber ein zweites 
Zentrum von a, da ja jcxic; Gerade durch Q die Hyperebene H in einem Punkte 
triifc imd somit untcr a fix bliebe. Diese widersprache aber 1.1b). 

1.4. Satz. Es seien a und t zwei Elationen des irreduzihlen projektiven Ver- 
bandes L. Haben a und r die gleiche Achse aber verschiedene Zentren oder das 
gleiche Zentrum aber verschiedene Achsen, so ist ut = ra. 

Beweis. Es sei H Achse von a und r. Ferner sei P ein Zentrum von a und Q 
ein solches von r und es sei P ^ Q. Es ist T~^aT eine Elation mit dem Zentrum 
P"^ und der Achse H'^ . Wegen P < H und r e A((5, H) bleiben P und H unter 
r fest. Also gilt (7-\t-Vt € A{P,H) und damit a'^r-'^ar € A{P,H). 

Fangt man mit a~^T~^a an, so sieht man ganz entsprechend, dass auch 
(T-V-Vr e A{Q,H) gilt. Mit Satz 1.1 folgt daher 

£7- V- Vr e A(P, H) n A(Q, H) = {1}. 

Also ist ar — T(T. 

Die zwcitc Aussagc von 1.4 bcwcist sich analog. 

Mit E(if) bezeichnen wir im folgenden die Menge aller Elationen mit der 
Achse H und mit E(P) die Menge aller Elationen mit dem Zentrum P. Ferner 
setzen wir E(P, H) := E(P) fl E(/f). Dies ist natiirlich nur dann von Interesse, 
wenn P < H ist. 

1.5. Satz. Ist L ein irreduzibler projektiver Verband, ist H eine Hyperebene 
und P ein Punkt von L, so sind E{H) und E(P) Untergruppen der Kollinea- 
tionsgruppe von L. 
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Bcwcis. Es scien a, t E E{H). Habcn a unci r das glciche Zentrum, so hat 
auch err dieses Zentrum, so dass das Produkt in E{H) liegt. Wir nehmen nun 
an, dass a das Zentrum P und r das Zentrum Q habe und dass P ^ Q sei. Wir 
diirfcn wciter annehmen, dass a und r bcide von dcr Idcntitat verschieden sind. 
Dann ist err ^ 1. Es sei R das eindeutig bestimmte Zentrum der Perspektivitat 
err. Dann ist R"^ das Zentrum von a~^aTa = ra. Nach 1.4 ist rtr = err, so dass 
also R" = R ist. Nach 1.3 ist daher R = P odor R< H. Wegen P < H gilt in 
jedem Falle R< H. Somit ist err G E(Jf). Schliel31ich ist klar, dass mit a auch 
£7-1 zu gehort. 

Ebenso zeigt man, dass auch E(P) eine Gruppe ist. 

Wir stcUcn nun die Fragc nach dcr Existenz von Pcrspcktivitatcn und wir 
werden sehen, dass uns mit dem Satz von Desargues ein Mittel in die Hand 
gegeben ist, solche zu konstruieren. Ist L ein irreduzibler projektiver Verband 

und ist Rg(iv) > 4, so gilt nach 1.9.1 in L dcr Satz von Desargues. Ist Rg(i) = 3, 
so miisscn wir seine Giiltigkcit voraussctzcn. Wir bcwciscn zunaclist. 

1.6. Satz. IstL ein desarguesscher, irreduzibler projektiver Verband, ist H eine 
Hyperebene von L und sind P, A und B drei verschiedene, kollineare Punkte 
von L mit A, B ^ H, so gibt es genau ein a £ A{P, H) mit A^ = B. 

Beweis. Aus 1.3 folgt, dass es hochstens ein solches cr gibt. Ist namlich t ein 
weiteres Element aus A(P, H) mit A"^ = B, so ist aT~^ G A(P, H). Andererseits 
ist A ein von P verschiedener Fixpunkt von aT~^, der auch nicht in H liegt. 
Also ist aT~^ = 1, so dass cr = r ist. 

Wir zeigen nun die Existenz eines solchen a. Dies ist sehr einfach, falls auf 
jeder Geraden von L genau drei Punkte liegen. Wegen P < A + B und A, 
B ^ H ist dann P < H. Wir definieren cr durch X'^ = X, falls X ein Punkt 
von H ist. Ist X ein Punkt des geschlitzten Raumes Lh, so sei X'^ der von X 
und P verschiedene dritte Punkt auf X + P. Offenbar ist cr^ = 1, so dass cr 
eine Bijektion der Punktmenge von L auf sich ist. Um zu zeigen, dass cr eine 
Kollineation ist, geniigt es wegen cr^ = 1 zu zeigen, dass a kollineare Punkte auf 
kollineare Punkte abbildet. Dies ist aber, da auf jeder Geraden von L nur drei 
Punkte liegen, eine unmittelbare Konsequcnz des Veblen- Young Axioms. Wir 
diirfen im Folgenden also annehmen, dass auf jeder Geraden von L mindestens 
vier Punkte liegen. 

Wir betrachten den geschlitzten Raum L^+s- Es sei X ein Punkt dieses 
Raumes. Ist X ein Punkt von H, so setzen wir X'^ := X und X'^ := X. — Wir 
definieren neben a also auch gleichzeitig die zu a inverse Abbildung r. — Liegt 
X nicht in H, so setzen wir 

X" := {{{X + A)nH)+B)n{P + X) 

bzw. 

:= {{{X + B)nH) + A)n{P + X). 

Offensichtlich ist err = 1 = rcr, so dass cr und r zueinander inverse Bijektionen 
der Punktmenge von La+ b auf sich sind. Es geniigt nun im Folgenden zu zeigen, 
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dass a koUincarc Punktc auf kollincarc Punktc abbildet, da r als Abbildung des 
gleichen Typs dann ebenfalls diese Eigenschaft hat. 

Es seien nun X, Y und Z drei koUineare Punkte von La+b- Wir diirfen oBdA 
annehmcn, dass Z <H und X,Y gilt. 1st P < X + Y oder A < X + Y , so 
folgt unmittelbar aus der Definition von a, dass X" , Y'^ und Z'^ = Z kollinear 
Bind. Es sei also P, A^X + Y. Dann ist auch P^B^X"^ ^-Y"^. Die Dreiecke 



P 




A, X, Y und B, X'^, Y'^ erfiillen daher die Voraussetzungen des Satzes von 
Desargues. Somit sind die Punkte 

{A + Y)n{B + F'^), 

{A + X)n{B + X''), 
{X + Y)n {X" + Y") 

kollinear. Da die ersten beiden Punkte in H liegen, liegt auch der dritte Punkt 
in H. Folglich ist 

(X + F) n {X" +Y'') = {X + Y)r\H = Z, 

so dass die Punkte X'^, Y'^ und Z = Z" kollinear sind. Damit ist gezeigt, dass a 
koUineare Punkte auf koUineare Punkte abbildet. Nach unserer Vorbemerkung 
bildet cr dann auch nicht koUineare Punkte auf nicht koUineare Punkte ab. Weil 
auf jeder Geraden von L mindestens vier Punkte liegen, ist daher Satz 1.8.8 
anwendbar, so dass a durch eine KoUineation von L induziert wird. Diese gehort 
offensichtlich zu A{P,H) und bildet A auf B ab. Damit ist alles bewiesen. 

Projektive Ebenen sind nicht immer desarguessch. Es ist daher angebracht, 
die Situation in dicscm Fallc ctwas gcnauer zu analysieren. Die nun folgende 
Analyse stammt von R. Baer (Baer 1942). 

Es sei L eine projektive Ebene, dh. ein irreduzibler projektiver Verband des 
Rangc;s 3. Ferner sei P ein Punkt und G eine Gerade von L. Wir sagen, dass 
in L der (P, G)-Satz von Desargues erfiillt sei, wenn Folgendes gilt: 
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Sind Gi, G2, G3 drci vcrschicdcnc Gcradcn von _L, die durch P gchcn, und 
sind Pi, Qi fiir i := 1, 2, 3 Punkte auf Gj, die von P verschieden sind und auch 
nicht auf G liegen, ist Pi + Pj ^ Qi + Qj fiir i 7^ j und liegen die Punkte 

R12 ■■= {Pi + P2) n (Qi + Q2) 

und 

i?i3 := (Pi + P3) n (Qi + Qz) 
auf G, so liegt auch der Punkt 

R23 := {P2 + P3) n (Q2 + Qs) 

auf G. 

Fcrncr sagcn wir, dass L cine (P, G)-transitive Ebenc ist, wenn cs zu jcdeni 
Punktepaar A, P mit P 9^ A ^ G und P 9^ S ^ G sowie P + A = P + P ein 
a e A(P, G) mit A'^ = B gibt. Der Beweis von 1.6 liefert auch die Giiltigkeit 
einer Schlussrichtung in 

1.7. Satz. Eine projektive Ebene ist genau dann {P,G)-transitiv, wenn in ihr 

der (P, G)-Satz von Desargues gilt. 

Dies ist wieder eine gute Gelegenheit fiir den Leser, seine bereits erworbenen 
Fahigkeiten zu erproben und zu zeigen, dass aus der (P, G)-Transitivitat der 
(P, G)-Satz von Desargues folgt. Dazu wahle er sich ein a € A(P, G) mit Pf = 
Qi und verfolge die Wirkung von a auf den Rest der Figur. 

1.8. Korollar. Eine projektive Ebene ist genau dann desarguessch, wenn sie 
{P,G)-transitiv ist fiir alle Punkt- Geradenpaare (P, G). 

Weiter gilt 

1.9. Korollar. Ist L eine desarguessche projektive Ebene, so ist auch L''- 
desarguessch. 

Dies folgt aus 1.8 und der Bemerkung, dass L offensichtlich genau dann 
(P, G)-transitiv ist, wenn L** eine (G, P)-transitive Ebene ist. 

Ein Element g einer Gruppe G heifit Involution, wenn 5^ = 1 7^ g ist. 

1.10. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband, dessen Rang min- 
destens 3 sei. Ferner seien P und Q zwei verschiedene Punkte und H eine 
Hyperebene von L mit P, Q H. Ist dann p eine Involution aus A(P, i?) und 
a eine Involution aus A{Q, H), so ist 1 7^ pa G E((P + Q)r\ H,H). 

Beweis. Natiirlich gilt pa e A{H). Ferner gilt (P + = P + Q. Wegen 
P + Q ^ H liegt das Zentrum R von pa nach 1.3 auf P + Q, da ja offenbar 
pa ^1 ist. Es blcibt zu zeigen, dass R auf H liegt. 

Wegen RP" = P und cr^ = 1 ist Rp = RP"" = R" . Hieraus folgt 

{RP)P'' = RP''" = P<^ = RP. 

Nach 1.3 gilt daher Rp = R oder Rp < H. Im letzteren Falle folgt Rp = Rp" = R 
und damit R< H. Im ersten Fall folgt wieder mit 1.3, dass R< H oder R = P 
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ist. Ware R = P so folgtc P = R = RP'^ = P" und m\t P ^ H weiter der 
Widcrspruch P = Q. Also ist in jcdcm Fallc R < H. 

Der nachste Satz ist vor allem fiir projektive Ebenen interessant, da eine 
ebene projektive Geometrie nicht notwendig desarguessch ist. 

1.11. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband mit Rg{L) > 3 und 

jede Gerade von L trage luenigstens vier Punkte. Ferner sei H eine Hyperebene 
und P und Q seien zwei verschiedene Punkte von L, die nicht auf H liegen. Ist 
Rg(L) = 3, so werde noch vorausgesetzt, dass L sowohl {P, H)- als auch {Q, H)- 
transitiv sei. Dann ist A(X,H) fiir alle Punkte X auf P + Q eine Untergruppe 
der von A{P,H) und A{Q,H) erzeugten Gruppe. Ist Rg(L) = 3, so ist L fiir 
alle diese Punkte {X,H)-transitiv. 

Beweis. Es sei G die von A(P, H) und A{Q, H) erzeugte Gruppe. 

j) Die Gruppe G operiert scharf zweifach transitiv auf der Menge Q. der von 

{P + Q) H verschiedenen Punkte auf P + Q. 

Nach 1.6 bzw. auf Grund unserer Annahme operiert A(P, H) auf f2 — {P} 
transitiv. Weil Cl — {P} auf Grund der Annahme, dass jede Gerade mindestens 
vier Punkte tragt, wenigstens zwei Punkte enthalt, cnthalt A(Q, H) wcnigstcns 
ein von 1 verschiedenes Element, so dass P auf Grund von 1.6 bzw. unserer 
Annahme iiber A{Q,H) und wegen 1.1 kein Fixpunkt von A(Q,iJ) ist. Daher 
ist G auf ft zweifach transitiv. Weil G nur aus axialen Kollineationen mit der 
Achse H besteht, folgt mit 1.1, dass das einzige Element in G, welches zwei 
Fixpunkte auiJerhalb H hat, die Identitat ist. Folglich ist G scharf zweifach 
transitiv auf ft. 

ij) Es ist E((P + Q)nH,H)r\G ^ {1}. 

Es seien A und B zwei verschiedene Punkte aus Q. Nach j) gibt es ein 7 € G 
mit = B und B^ = A. Es folgt yl^' = A und B^' = B. Nach 1.1 ist daher 
-y2 = I Wcgon A 7^ B ist 7 daher cine Involution. Ist 7 e E{{P + Q)r\H, H), so 
sind wir fertig. Es sei also 7 ^ E((P + Q) (111,11). Dann liegt das Zentrum von 
7 in f2. Weil dieses Zentrum auf Grund von j) kein Fixelement von G ist, gibt 
es noch eine zwcite involutorische Streckung in G, deren Zentrum vom Zentrum 
von 7 verschieden ist. Mit 1.10 folgt daher die Bchauptung. 

iij) Es ist E((P + Q)r\H,H) CG und E((P + Q)nH, H) operiert transitiv 
auf O. 

Die Gruppe E((P + (3)n7J, H)(lG ist nach ij) ein nicht trivialer Normalteiler 
von G. Weil G nach j) zweifach transitiv operiert, operiert dieser Normalteiler 
auf O transitiv. Mit 1.1 folgt hieraus, dass E((P + Q)nH,H)r\G = E((P + 
Q) n H, H) ist. 

Dass schliefilich auch alle A{X,H) fiir X & m. G enthalten sind und auf 
f2 — {X} transitiv operieren, folgt aus der Transitivitat von G auf Q.. Damit ist 
alles bewiesen. 

Soviel an Bemcrkungen zu der Situation im ebenen Fall. Wir wenden uns 
nun wieder der allgemeinen Situation zu. 
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1.12. Satz. Es sei H eine Hyperebene des irreduziblen projektiven Verbandes 
L. Sind a, T € A(ff) und ist a, t, ar ^ 1, ist ferner P das Zentrum von a, ist 
Q das Zentrum von t und R das von ar, so ist R< P + Q. 

Bewcis. 1st P = Q, so mt R = P = Q < P + Q. Es sci also P ^ Q. Sctzc 
G:=P + Q. Dann ist 0^ = = . Ist G^H, so folgt aus 1.3, dass R<G 
ist. Es sei also G < H. Weil cr und r Elationen sind, ist auch ctt nach 1.5 eine 
solche. Folglich ist R < H . Es gibt eine Ebene E — evtl. das gr6i3te Element 
von L — mit G — ECiH. Weil E unter a und r festbleibt, bleibt sie auch unter 
<TT fest. Wegen E^H folgt mit 1.3, dass R<E ist. Also ist R<EnH = G. 

Es sei L ein irreduzibler projektivcr Vcrband, dcsscn Rang mindestens gleich 
3 sei. Ferner sei H eine Hyperebene von L. Ist ^ X G L, so bczcichnen wir 
mit A(X, H) die Menge der Perspektivitaten, deren Zentrum in X liegen. Mit 
1.12 folgt dann, dass A(X) eine Untergruppe von A{H) ist. Wir setzen noch 
A{0,H) := {1}. Es ist A(Il,H) = A{H) und A{H,H) = E{H). 1st X < H, 
so setzen wir E{X,H) := A{X,H). Dann ist E{X,H) eine Untergruppe von 
E{H). 

1st E{H) 7^ {1}, so setzen wir 

TTiH) ■.= {EiP,H)\P<H, Rgi(P) = l, E{P,H)^{1}}. 

Da jedes Element von E(H) ein Zentrum hat und von 1 verschiedene Elemente 
aber auch nur eines, gilt 

E{H)= U S 

und 

sn* = {i}, 

falls nur S und \I' verschiedene Elemente von n{H) sind. Dies bcdeutet, dass 
n{H) eine Partition von E{H) ist. Dabei nennen wir eine Menge tt von nicht 
trivialen Untergruppe einer Gruppe G Partition von G, falls G = Uxew ^ 
und sich zwei verschiedene Elemente von tt stets trivial schneiden. Die Elemente 
von TT heifien die Komponenten der Partition tt. Die Partition tt heifit nicht 
trivial, falls sie mehr als eine Komponente besitzt. 

Wir werden sehen, dass die Gruppen E{H) und E{P) in alien uns inter- 
essierenden Fallen abelsch sind. Dies wird aus dem folgenden, allgemeineren 
Satz folgen. 

1.13. Satz. Es sei tt eine nicht triviale Partition der Gruppe G. Genau dann 
ist G abelsch, wenn alle Komponenten von tt Normalteiler von G sind. Ist G 
abelsch und enthdlt G ein von 1 verschiedenes Element endlicher Ordnung, so 
gibt es eine Primzahl p, so dass G eine elementarabelsche p- Gruppe ist. 

Beweis. Ist G abelsch, so sind alle Untergruppen von G normal in G, ins- 
besondere also auch die Komponenten von tt. 

Es seien alle Komponenten von tt normal in G. Ferner seien g und h zwei 
Elemente aus G und i7, V e tt mit g & U und h & V. Weil V ein Normalteiler 
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ist, gilt h ^, g ^hg G V. Also ist 

h-^g-^hg € V. 
Analog folgt h~^g~^h, g G U und damit 

h-^g-^hg G U. 

Ist nun U V , so ist U O V = {!}, so dass gh = hg ist. Es sci U = V. Da tt 
nicht trivial ist, gibt es eine Komponente W von tt, die von U verschieden ist. 
Es sei 1 7^ fc e W. Da gh G U ist, folgt ghk = kgh. Nun ist kg ^ f/, da sonst k 
in f/ lage. Also ist kgh = hkg. Insgesamt ist also 

ghk = kgh = hkg = hgk. 

Hieraus folgt, dass gh = hg ist. Damit ist gezeigt, dass G abelsch ist. 

Nun sei G abelsch. Enthalt G cin Element endlicher Ordnung, so enthalt 
G auch ein Element von Primzahlordnung p. Es sei g cin solchcs. Ferner sci 
U & n und g & U. Es sei h e G — U. Es gibt dann cine Komponente V von tt 
mit h G V. Dann ist hg ^ V , da g ^ V. Es gibt also eine von V verschiedene 
Komponente W mit hg gW. Es folgt, da G abelsch ist, 

hP = hPgP = [hgf GVr\W = {!}. 

Damit ist gezeigt, dass alle Elemente in G —U die Ordnung p haben. Weil tt 

nicht trivial ist, ist G — U ^ %, so dass G von G — U erzeugt wird. Folglich ist 
G eine elementarabelsche p-Gruppc. 

Ist K eine KoUineation von L, so ist 

k-^E{X,H)k = E{X'',H''). 
Ist KG A{H), so ist X« = X und iJ« = H. Somit gilt 

1.14. Satz. Ist L ein irreduzibler projektiver Verband, ist H eine Hyperebene 
von L und ist X < H , so ist E(X, H) normal in A(iJ) und daher erst recht in 
E(i7). Insbesondere ist Fi(P, H) fiir jeden Punkt P von H normal in E(i?). 

Eine wichtige Folgcrung aus diesem Satz ist das nachste Korollar. 

1.15. Korollar. Es sei H eine Hyperebene des irreduziblen projektiven Ver- 
bandes L. Ist Rg^(i/) > 3, so ist E(i?) abelsch. Ist Rg^(iJ) = 2, und ist 
T^iH) nicht trivial, so ist E(H) abelsch. In beiden Fallen folgt, dass E(7J) eine 
elementarabelsche p-Gruppe ist, wenn E(iJ) ein von 1 verschiedenes Element 
endlicher Ordnung enthalt. 

1st L ein desarguesscher, irreduzibler projektiver Verband, so operiert die 
Gruppe E{H) auf der Mcngc der Punkte von Lh scharf transitiv, dh., zu je 
zwei Punkten P und Q, die nicht in H liegen, gibt es genau ein 7 G E(i?) mit 



2. Der Kern von E(H) 



91 



= Q. 1st L endlich und ist n die Anzahl dcr Punktc von Lh, so ist also 
n = \Ei{H)\. Nach 1.7.6 ist, wcnn r dcr Rang und q die Ordnung von L ist, 

n={q- l)-\q' - 1 - q'-^ + 1) = q'-\ 

Andererseits ist E(ff) endlich und daher nach 1.15 cine elementarabelsche p- 
Gruppe, so dass E(ff) eine Potenz von p ist. Folglich ist q eine Potenz von p. 
Nennt man eine projektive Ebene L eine Translations ebene, wenn E{H) auf der 
Menge der Punktc von Lh transitiv opcricrt, so licfert der eben gefiihrte Bcweis 
auch noch, dass die Ordnung einer endlichen Translationsebene ebenfalls Potenz 
einer Primzahl ist. Es gilt also der im Anschluss an 7.7 in Kapitel I angekiindigte 

1.16. Satz. IstL ein endlicher, irreduzibler projektiver Verband mit 'Rg{L) > 4 
oder ist L eine endliche Translationsebene, so ist die Ordnung von L Potenz 

einer Prim,zahl. 

Da cine dcsarguessche projektive Ebene Translationsebene bcz. jcdcr ilircr 
Geraden ist, ist auch die Ordnung einer endlichen desarguesschen Ebene Potenz 
einer Primzahl. 

2. Der Kern von E(H) 

Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband mit Rg(i) > 3 mid H sei eine 
Hyperebene von L. Ist Rg(-£') = 3, so setzen wir voraus, dass L eine Transla- 
tionsebene bez. H ist. Dann ist E{H) in jedem Falle abelsch. Mit K{H) be- 
zeichnen wir die Menge der Endomorphismen rj von E(i?), die die Eigenschaft 
haben, dass E(P, H)'' C E(P, H) ist fur alle Punkte P von H. Da offensichtUch 
die Summe, die Differenz und das Produkt zweier Elemente aus K{H) wieder 
in K{H) liegen, ist K{H) ein Unterring des Endomorphismenringes von E{H). 
Man nennt K{H) den Kern von E(_ff). 

2.1. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband mit Rg(L) > 3 und H 
sei eine Hyperebene von L. Im Falle Rg{L) = 3 sei L eine Translationsebene 
bez. H . Dann gilt: K{H) ist ein Korper und E(i/) ist ein Rechtsvektorraum 
iiberK{H). IstL desarguessch, was fiir Kg{L) > 3 der Fall ist, so sind die Kom- 
ponenten von 7r{II) Unterrdume des Ranges 1 des K{H)-Vektorraumes E(iJ). 
Ist P ein Punkt von L, der nicht in H liegt, so ist A{P,H) zur multiplikativen 
Gruppe von K{II) isomorph. 

Bcweis. Es sci 1 ^ o- e E{H) und -q e K(II). Ubcrdics gcltc cr'' = 1. Nun 
sei T € E(iJ) und das Zentrum Q von t sei vom Zentrum P von a vcrschicdcn. 
Weil a genau cin Zentrum hat, folgt to ^ ^{Q,H). Also ist rcr € E{R,H), 
wobei R ein von Q verschicdener Punkt auf H ist. Hicraus folgt 

r" = t^ct" = (ra)" G E(Q, H) n E(P, H) = {1}, 

so dass = 1 ist fiir alle r e E(iJ) — E(P, iJ). Da diese Menge auf Grund 
unserer Annahme iiber L nicht leer ist und E(il) daher von ihr erzeugt wird, 
gilt E(i7)'' = {1}. Anders ausgedriickt: Jedes von Null verschiedene Element 
in K{H) ist injektiv. 
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Wir zcigen als Nachstcs, dass jcdcs von Null verschicdcnc Element aus K{H) 
auch surjektiv ist. Dazu sei 1 7^ cr S E{P,H) und 1 ^ r S E{Q,H) sowie 
P ^ Q. Ferner sei X ein Punkt, der nicht in H liegt, und ^ ry e K{H). Dann 
ist t'^ ^ 1, wie wir gerade geschcn haben. Nun ist r'' € Y,{Q,H). Dalicr ist 
o-r'' ^ E(P,ff). Es sei etwa cjt'' € E{R,H). Nach 1.12 sind die Punkte P, Q 
und R kollinear. Sie sind aber auch paarweise verschieden. Die Gerade X + R 
liegt in der Ebene P + Q + X , da i? ja auf P + Q liegt. Weil diese Ebene durch 
das Zentrum Q von r geht, bleibt sie unter t fest, so dass auch die Gerade 
X-' + P in P + Q + X liegt. Weil die Geraden X + und + P nicht in H 
licgcn, sind sie verschieden, so dass {X + R)n {X'^ + P) ein Punkt ist, der nicht 
auf P + Q liegt. Somit ist 

Y := {{{X + R)n {X^ + P)) + Q) n (X + P) 

cin Punkt auf P + X. Weil Q das Zentrum von r ist und P auf H liegt, folgt 
weiter 

= {{{X + R)n {x^ + P)) + Q)n {x^ + P). 

Hieraus folgt mittels des Modulargesetzes, dass 

= (X + i?) n (x^ + p) < X + p 

ist. 

Weil E{H) auf Grund unserer Annahme auf den Punkten des afHnen Raumes 
Lh transitiv operiert, gibt es ein p G E(P, H) mit X^ = Y. Es folgt 

XP-" = Y'' < X + R. 

Dies besagt, dass pr S E{R,H) gilt. Dann ist aber auch p^r^ = {pr}^ G 
E{R,H). Ferner ist ap"'' e E{P,H), da a, p^i e E{P,H) gilt. Also ist 

ap-" = ar^T-^p-" e E(P, H) D E(P, H) = {!}. 

Folglich ist (7 = p^K so dass r/ in dor Tat surjektiv ist. Damit ist gczcigt, dass 
die von Null vcirschicdcncn Elcmcntc aus K{H) Automorphismcn sind. Da 
ihrc Invcrscn offcnbar auch zu K(H) gehorcn, ist K{H) als Korpor crkannt. 
Insbcsonderc ist E(iJ) damit ein Rechtsvektorraum iibcr scinoni Kern. 

Es sei P ein Punkt, der nicht in H liegt, und 6 sei ein Element aus A(P, H). 
Dann ist die durch := S^^tS fiir r € E(iJ) crklarte Abbildung 5* nach 
1.14 ein Automorphismus von E{H), der sogar in K{H) liegt. Ist 77 ebenfalls in 
A(P, H) und ist 6* =7]*, so ist S~^t6 = ri'^rrj fiir alle r G E(iJ). Hieraus folgt, 
dass 770-"^ im Zentralisator von E(i7) liegt, dh., dass riS~^ mit alien Elementen 
von E(H) vcrtauschbar ist. Weil rjS^^ den Fixpunkt P hat und E(iJ) auf der 
Menge dor Punkte von Lj^ transitiv operiert, liisst r]S~^ alle Punkte von 
fest. Folglich ist riS~^ = 1, so dass die Abbildung * injektiv ist. Somit ist * ein 
Monomorphismus von A{P,H) in die multiplikative Gruppe von K{H). 

Wir zeigen, dass die Abbildung * auch surjektiv ist. Dazu sei ^ 77 G K{H). 
Wir definieren die Abbildung a wie folgt. Es sei Q ein Punkt von Lh. Es gibt 
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dann gcnau cin t G E(i7) mit P'^ = Q. Wir sctzcn Q'^ := P'^''. Dann ist cr cine 
Abbildung der Menge der Punkte von Lh in sich. Mittels r]~^ definieren wir 
auf die gleiche Weise eine Abbildung a'. Dann ist 

SO dass also a a' = \ — a' a ist. Somit ist cr bijektiv und cr^^ = a' . 

Es seien Q, R und S drei kollineare Punkte von Lh- Es gibt dann ein 
p e E(_ff) mit QP ~ P. Die Punkte P, Rp und sind dann cbcnfalls kollinear. 
Es gibt A, A« G E(if) mit P^ = RP und P^" = Sp. Wegen der Kollinearitat von 
P, RP und 5^ folgt, dass A und /z das gleiche Zentrum haben. Dann haben aber 
aucli A** und /i** das gleiche Zentrum. Es folgt, dass auch die Punkte P, P^'' und 
P'^" koUinear sind. Nun ist aber QP"" = P'^ = P, Rp<^ = P^" und SP" = P^'\ 
Also sind auch die Punkte QP'^, RP'^ und SP'^ kollinear. Wir wissen bereits, 
dass cr-i p-i cr e E(i7) ist. Daher sind auch die Punkte QP'^'^'^p'^'' = Q'^, 
jipaa-'p-'a ^ pa ^ gpaa-^p-^a ^ ga kollinear. Da cj'^ cinc Abbildung gleicher 
Bauart wie a ist, bildet auch u"^ kollineare Punkte auf kollineare Punkte ab. 
Aus 1.8.8 folgt daher, falls jede Gerade von L wenigstens drei Punkte tragt, dass 
cr durch genau eine Kollineation von L induziert wird, die, da cr alle Geraden 
durch P festlasst, in A(P, H) liegt. Enthalten alle Geraden von L genau drei 
Punkte, so ist |E((3,iJ)| = 2 fiir alle Punkte Q von H. Dann ist aber auch 
\K{H)\ = 2, so dass in diesem Falle nichts zu beweisen ist. Damit ist gezeigt, 
dass * ein Isomorphismus von A(P, H) auf die multiplikative Gruppe von K{H) 
ist. 

Die Gruppen E{Q,H) sind Unterraume des if (i?)-Vektorraumes E(i?). Ist 
L desarguessch, so miissen wir noch zeigen, dass sie alle den Rang 1 haben. 
Es sci also L desarguessch. Sind a und r von 1 verschiedene Elemente aus 
F,{Q,H) und ist P ein Punkt, der nicht in H Hegt, so ist P ^ P" , P'^ und 
P + P" = P + P''. Es gibt also ein 6 e A(P, H) mit P""* = P^. Nun ist 
P^~' = P und e E{H). Aus 

pT pa6 p6~^a6 

folgt daher, dass 

CT** = 5" V(5 = T 

ist. Damit ist gezeigt, dass die E{Q,H) Unterraume des Ranges 1 sind, falls L 
desarguessch ist. Hiermit ist 2.1 in alien scinen Teilen bcwiesen. 

2.2. Korollar. Ist L ein endlicher, desarguesscher irreduzibler projektiver 
Verband der Ordnung q und ist H eine Hyperebene von L, so ist K{H) = GF((7). 

Beweis. Dies folgt sofort aus \K{H)\ = q und aus der Tatsache, dass es bis 
auf Isomorphic nur einen endlichen Korper mit q Elementen gibt, namlich das 
Galoisfeld GF(g). 

2.3. Korollar. Es sei L ein endlicher, irreduzibler projektiver Verband und H 
sei eine Hyperebene. Ferner sei L eine Translations ebene bez. H , falls Rg(i) = 
3 ist. Ist dann P ein Punkt von Lh, so ist A{P,H) zyklisch. 
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Bcwcis. In dicscn Fallen ist K{H) cin cndlicher Korper, so dass die multi- 
plikativo Gruppc von K{H) nach bckanntcn Satzen zyklisch ist. 

2.4. Satz. Es sei L ein irreduzibler, desarguesscher projektiver Verband und S 
sei eine Untergruppe von E(i?). Genau dann ist S ein Unterraum des K{H)- 
Vektorraumes E(if), wenn es ein X G L gibt mit X < H und E = E{X, H). 

Bcweis. Aus der Definition von K{H) folgt, dass E(X, H) fiir alle X € L 
mit X < H ein Unterraum des if(i?)-Vektorraumes E(ff) ist. 

Es sei also umgekehrt S ein Unterraum des Vektorraumes E{H). Ferner sei 
5* die Menge der Zentren der von 1 verschiedenen Elcmcntc aus S. Schliefilich 
sei X := SpesP. Ist S* = 0, so ist X = und S = {!}, so dass S = E(0,ff) 
ist. Es sei also 5^0. Sicherlich ist E C E{X, H). Wir miissen also zeigen, dass 
E(X, H) C E ist. Dazu gcniigt es zu zcigcn, dass S alle Punkte von X enthalt. 
Ist namlich P ein Punkt von X, der in S liegt, so ist E(P, if)nE ^ {!}. Hieraus 
folgt mit 2.1, da L als desarguessch vorausgesetzt wurde, dass E(P, i?) C E 
gilt. Um nun zu zeigen, dass S alle Punkte von X enthalt, geniigt es nach 
1.2.12 zu zeigen, dass mit zwei verschiedenen Punkten auch alle Punkte ihrer 
Verbindungsgeraden in S liegen. 

Es seien also P \ind Q zwei verschiedcne Punkte von S. Dann ist, wie wir 
bereits bemerkten, E{P,H) C E und E{Q,H) C E. Also ist auch 

E{P,H)E{Q,H) C E. 

Es sei R ein von P und Q verschiedener Punkt auf P + Q. Schliefilich sei U ein 

Punkt von Lh und I^t e E(P, H). Wir setzen V := {V + Q)f^{U + P) und 
W := {U^ + P) n ([/ + Q). Es gibt dann ein p e E(P, H) mit UP = V und ein 
(J e E(Q, H) mit U" = W. Dann ist aber UP" = U'' und folglich r = pa. Somit 
ist 1 ^ T e E, was wiederum Rg S nach sich zieht. 

3. Pappossche Geometrien 

In diesem und dem nachsten Abschnitt werden wir der Frage nachgehen, in 
welchen projektiven Geometrien der Satz von Pappos gilt. Dabei werden wir in 
diesem Abschnitt nur den Fall der desarguesschen Geometrien betrachten, der 
ja sicher dann vor liegt, wenn die betrachteten Geometrien mindestens den Rang 
4 haben. Im nachsten Abschnitt werden wir den Satz von Hessenberg beweisen, 
der besagt, dass eine pappossche projektive Ebene stets auch desarguessch ist. 

Es sei L ein irreduzibler, desarguesscher projektiver Verband, in dem der 
Satz von Pappos gelte. Es sei H eine Hyperebene und P cin Punkt von L, der 
auch auf H liegen darf. Weiter seien 5 und 77 zwei von 1 verschiedene Elemente 
aus A(P, H) und G und K seien zwei verschiedene Geraden durch P, die nicht 
in H liegen. Schliefilich sei X ein von P und G D H verschiedener Punkt auf 
G und Y ein von P und K C\ H verschiedener Punkt auf K. Ist 5 = 77, so 
ist 5r] = rj5. Es sei also 5 ^ -q. Dann sind F, und y drei verschiedene 
Punkte auf K, die alle von P verschieden sind. Ebenso sind X^ , X^ und X^^ 
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drei vcrschicdcnc Punktc auf G, die auch von P vcrschicdcn sind. Weil wir die 
Giiltigkeit des Satzes von Pappos vorausgcsetzt liaben, sind die Punkte 

{X^" + Y^) n (X" + Y) 

koUinear. Nun ist 

{x'^ + Y^)nH = {X + Y)nH = {x" + y") n h, 

so dass der erste dieser Punkte auf H liegt. Der zweite Punkt liegt aus dem 




gleichen Grund auf H. Somit auch der dritte. Nun ist 

X"!^ = (((X" +Y)nH) + Y^) n G. 
Aus der gerade gemachten Bemerkung folgt, dass 

{{X"! + Y)nH) + Y^ =Y^ + X^^i 

ist. Also ist 

XvS = (y5 + x^") n G = X*". 

Hieraus folgt schlicfilicli, dass St] = rjS ist. Somit ist A(P, H) abclsch. 

Es sei nun umgekehrt A(P, H) abelsch fiir alle Punkt-Hyperebenenpaare des 
desarguesschen projektiven Verbandes L. (Wie wir wissen, ist A(P, H) sicher 
dann abclsch, wcnn P auf H liegt.) Es scicn G und K zwci vcrschicdcnc Geraden 
durch P und Pi , P2 und P3 seien drei verschiedene Punkte auf G, die alle von P 
verschieden seien. Entsprechend seien Qi, Q2 und Qs drei verschiedene Punkte 
auf K, die ebenfalls von P verschieden seien. Schliefilich sei 

J := ((Pi + Q2) n (Qi + P2)) + ((Pi + Q3) n (Qi + P3)) . 



Dann ist J cine Gerade in der Ebcnc G+K. Es sci A ein Komplemcnt von G+K. 
Dann ist H := J + A eine Hyperebene von L mit H H {G + K) = J. Hieraus 
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folgt, dass die Punkte Pi und Qj nicht in H liegen. Es gibt S, rj € A(P, H) mit 
Qs = Q2 und Q3 = Qi- Setze 

^ := (Qs + ((A + O2) n (Qi + P2))) n G. 

Weil die Geradc G durch P gclit und der Punkt (Pi + Q2) n {Qi + P2) auf H 
liegt, folgt mit Hilfe dos Modulargesetzes 

= {Qi + ((Pi + Q2) n (Qi + P2))) n G 
= {Q2 + {{Pi + O2) n (Qi + P2))) n G 
= (Pi + g2)n(g2 + gi + P2)nG 
= (Pi + g2)nG 
= Pi. 

Ebenso folgt 

= {Q2 + {{Pi + Q2) n (gi + P2))) n G 

= {Qi + {{Pi + Q2) n (gi + P2))) n G 
= (gi + P2)n(gi + Pi + g2)nG 
= (gi+P2)nG 

= P2 

und 

P^ = {Q2 + {{Pi + Qs) n (gi + P3))) n G 

= {Qi + {{Pi + Qs) n (gi + P3))) n G 
= {Qi + P3) n (gi + Pi + ga) n G 
= {Qi + P3) n G 

Es ist also = Pi, X"^ = P2 und X^^ = P^ = P3. Nun ist Sr] = rjS, woraus 
folgt, dass 

= X"^^ = X^"^ = P3 

ist. Daraus folgt wiederum, dass (P2 + g3) fl (g2 + P3) ein Punkt von H ist. 
Also ist 

{P2 + gs) n (g2 + P3) < fl" n (G + Jf) = J, 

so dass in L der Satz von Pappos gilt. Damit ist ein Teil des folgenden Satzes 
bewiesen. 

3.1. Satz. 1st L ein irreduzibler, desarguesscher projektiver Verband mit 
R-g(-^) > 3, so sind die folgenden Bedingungen dquivalent: 

(a) In L gilt der Satz von Pappos. 

(b) A{P,H) ist fiir alle Punkt- Hyperebenenpaare {P,H) abelsch. 

(c) Es gibt ein nicht inzidentes Punkt- Hyperebenenpaar (P, H), so dass A(P, H) 
abelsch ist. 

(d) Es gibt eine Hyperebene H, so dass K{H) kommutativ ist. 
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Bewcis. Die Aquivalcnz von (a) und (b) habcn wir gcrade bewiesen und die 
Aquivalenz von (c) und (d) folgt aus Satz 2.1. Bedingung (c) ist natiirlich eine 
Folge von (b). Es bleibt zu zeigen, dass (b) eine Folge von (c) ist. Um dies zu 
zeigen, bcwciscn wir zunachst, dass die von alien E{H) erzeugte Gruppe auf der 
Menge der nicht inzidenten Punkt-Hyperebenenpaare transitiv operiert. 

Es seien H und K zwei verschiedene Hyperebenen von L. Dann ist H (1 K 
eine Ko-Gerade von L. Es gibt also eine Gerade G mit 11 = G © (H H K). Weil 
G mindestens drei Punkte tragt, gibt es einen Punkt P auf G, der weder auf H 
noch auf K liegt. Setze V := P + {H n K). Dann ist V eine Hyperebene. Weil 
L desarguessch ist, gibt es ein r € E(P, V) mit (G n Hy = G Ci K. Es folgt, 
dass H'^ = K ist. Die fragliche Gruppe ist also auf der Menge der Hyperebenen 
transitiv. Weil E{H) auf der Menge der Punkte von Lh transitiv operiert, ist die 
fragliche Gruppe auf der Menge der nicht inzidenten Punkt-Hyperebenenpaare 
transitiv. 

Sei nun (P, H) ein nicht inzidentes Punkt-Hyperebenenpaar und die Gruppe 

A(P, H) sei abelsch. Ist (Q, K) ein weiteres, nicht inzidentes Pnnkt-Hyperebe- 
nenpaar, so gibt es also eine KoUineation 7 mit P^ — Q und H'^ = K. Es 
folgt 

7-^A(P,iJ)7 = I^{P\H^) = A{Q,K), 

so dass auch A{Q,K) abelsch ist. 

Da die Gruppen E(P, H) fiir alle inzidenten Punkt-Hyperebenenpaare stets 
abelsch sind, ist alles bewiesen. 

Unsere Zwischenbemerkung ist wichtig genug, um als Satz formuliert zu 
werden. 

3.2. Satz. Ist L ein irreduzibler, desarguesscher projektiver Verband, so ist die 
von alien Elationen erzeugte Untergruppe der Kollineationsgruppe von L auf der 
Menge der nicht inzidenten Punkt-Hyperebenenpaare von L transitiv. 

Aus 3.1 und 3.2 folgt noch das 

3.3. Korollar. In alien endlichen, desarguesschen irreduziblen projektiven 

Geom,etrien gilt der Satz von Pa,ppos. 

Alle Beweise von 3.3, die ich kenne, benutzen den Satz von Wedderburn, dass 
alle endlichen Korper kommutativ sind. Einen geometrischen Beweis zu finden, 
scheint also sehr schwierig zu scin. Den Bewcis von Tccklcnburg 1987 kann ich 
nicht als einen solchen werten, da er nur den einfachen wittschen Beweis des 
wedderburnschen Satzes in eine komplizierte geometrische Sprache iibersetzt. 

4. Der Satz von Hessenberg 

Hessenberg zeigt, wcnn auch mit einigen Liicken im Bewcis, dass pappossche 
projektive Ebencn auch desarguessch sind (Hessenberg 1905). Scin Beweis und 
einige andere sind in Pickerts Buch abgedruckt. Diese Beweise haben jedoch 
niemanden so recht befriedigt, da sie wegen der vielen zu betrachtenden Ent- 
artungsfalle sehr uniibersichtlich sind. Entartungsfalle in algcbraischcn Situa- 
tionen sind meist banal, wahrend sie in geometrischen Situationen haufig sehr 
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viel Kopfzerbrcchcn bcrcitcn. Gcsiicht war also cin Bcwcis, bci dem man schon 
friih von algebraischen Methoden Gebrauch machen konnte. Vorbild war der 
Satz von Baer, dass die Giiltigkeit des (P, G)-Satzes von Desargues der (P, G)- 
Transitivitat der fraglichcn Ebcnc aquivalcnt ist. Einen crstcn Beweis dicser 
Art fand ich im Jahre 1968, den ich eine Weile als den schonsten Beweis fiir 
den hessenbergschen Satz ansah (Liineburg 1969b). Dann jedoch publizierte 
A. Herzcr scincn Bcwcis dieses Satzes (Herzer 1972). Dieser Beweis zahlt fiir 
mich zu den mathematischen Juwelen. Ich werde ihn also, Altruist der ich bin, 
dem Leser nicht vorenthalten. 

Vom geomctrischen Standpunkt her gcschen sind Kollineationen mit viclen 
Fixpunkten einfacher zu handhaben als solche ohne Fixpunkte. Das lassen schon 
unsere Satze iiber Perspektivitaten ahnen. Antiautomorphismen eines projek- 
tiven Verbandes haben keine Fixpunkte. Dennoch gibt es auch hier Punkte, die 
vor anderen ausgezeichnet sind. Bevor wir sie definieren, verabreden wir noch, 
dass Antiautomorphismen eines projektiven Verbandes in Zukunft Korrelatio- 
nen oder auch Dualitdten genannt werden. 

Es sei K eine Korrelation des projektiven Verbandes L. Der Punkt P von L 
heifit absolut, falls P < P'^ gilt. Analog heifit die Hyperebene H von L absolut, 
wenn H'^ < H ist. 

4.1. Satz. Es sei n eine Korrelation der projektiven Ebene L. Sind P und Q 
zwei verschiedene absolute Punkte von k und gilt Q < P", so sind P und Q die 
einzigen absoluten Punkte auf P'^. Uberdies ist P'^ = Q und ^ 1. 

Beweis. Setze G :— P'^ . Die Menge der Geraden durch P wird von k 
bijektiv auf die Menge der Punkte von G abgebildet. Da G nach Voraussetzung 
mindestens zwei absolute Punkte tragt, gibt es eine von G verschiedene Gerade 

2 

H durch P, so dass H'^ cin absoluter Punkt auf G ist, so dass also H'^ < H'^ 
gilt. Hieraus folgt, da auch K^^ eine Korrelation ist, dass 

dh., dass 
ist. Also ist 

H"^ = Hr\G = P. 

Dies besagt, dass es nur eine von G verschiedene Gerade durch P gibt, deren 
Bild unter k ein absoluter Punkt auf G ist, namlich die Gerade P" . Weil Q 
ein zweiter absoluter Punkt auf G ist, ist also = Q. Hieraus folgt weiter 

p^' =G'^ = Q. 

Weil schlicfilich P ^ Q ist, ist ^ 1. Damit ist alles bewicscn. 

Es sei K eine Korrelation der projektiven Ebene L und G und H seien zwei 
verschiedene Geraden von L. Die Korrelation k heifie (G, H)-Korrelation, falls 
die Punkte von G wie auch die Punkte von H absolute Punkte von k sind. Es 
gilt nun der folgende Satz. 
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4.2. Satz. Es seien G und H zwei verschiedene Geraden der projektiven Ebene 
L und K sei eine {G, H)-Korrelation von L. Es seien ferner P und Q die 
beiden verschiedenen Punkte von L mit P'^ = G und Q'^ = H. Schliefilich sei 
S ■.= GnH undV := P + Q. Dann gilt: 
&) P^G undQ^H. 

b) 1st X eine Gerade durch P, so ist X absolut und X'^ = X (iG. IstY eine 
Gerade durch Q, so ist Y absolut und Y'^ = YnH. 

c) Ist X ein Punkt von Ly, so ist 

x" = {{x + P)nG) + {{x + Q)nH). 

d) £^5 ist S<V. 

e) Es ist G" = Q und H'' = P. 

f) Es ist = V und V = S. 

g) Ist X eine Gerade mit S ^ X, so ist 

= {{xr\G) + Q) n {{xr\H) + p). 

h) Durch P , Q, G und H wird k eindeutig festgelegt. 

i) Ist A ein absoluter Punkt von k, so ist A < G oder A < H. 

Beweis. a) Weil G mindestens drei Punkte tragt und alle diese Punkte 
absolut sind, folgt mit 4.1 wcgen P'^ = G, dass P nicht auf G liegt. Ebenso 
folgt, dass Q nicht auf H liegt. 

b) Es sei X eine Gerade durch P. Dann ist < P** = G, so dass X'^ nach 
Voraussetzung absolut ist. Also ist X'^ < X'^ . Anwcndung von k^^ zcigt, dass 
X'' <X ist. Soinit ist X absolut. Wegen X" < G und X"" < X folgt schliefiUch 
X'^ = X r\G. Ebenso folgt die Aussage iiber Y. 

c) Es sei X ein Punkt, der nicht auf V liegt. Wegen ^ = P + Q ist dann 



PS Q 




H 

X = {X + P)n{X + Q). Mit b) folgt daher 

x« = (X + P)-^ + {x + QY = {{X + p) n G) + {{X + Q)nH). 

d) Ware S* ^ y, so folgtc mit c) der Widcrspruch 

s'' = {{s + P)nG) + {{s + Q)nH) = s + s = s. 
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e) Mit a) folgt 7^ G, so dass nach d) gilt, dass S = G C] V ist. 1st nun 
X ein von S verschiedener Punkt auf G, so ist also X ^ V. Nach c) und dem 
Modulargesetz ist also 

X" = {{X + P)nG) + {iX + Q)nH)=X+{(X + Q)nH)=X + Q. 

Ist nun Y ein weitere von X und S verschiedener Punkt auf G, so folgt, wie 
gerade gesehen, = Y + Q und daher 

G"' = (X + r)'' = x"" = {X + Q) n {¥ + Q) = Q. 

ebenso folgt, dass H'^ = P ist. 

f ) Es ist 

S'' = {GnH)'' = G'' + H'' = Q + P = V. 

Entsprechend gilt 

y« = (p + Q)** = p« n Q"* = G n F = S. 

g) 1st X eine Gerade, die nicht durch S geht, so ist X = {X nG) + {X n H). 
Daher ist 

X'' = {xn GY n (X n Hf = {{x n G) + Q) n {{x nH) + p). 

h) Es sei A eine weitere (G, iJ)-Korrelation mit = G und = H. Nach 
c) gilt dann die Gleichung X*^ = X^ fiir alle Punkte X von Ly- Daher gilt 

_ ^ f^j. g^jjg diese Punkte. Nach 1.8.8 ist daher kA~^ = 1, so dass in 
der Tat k = X ist. Es sei A ein absoluter Punkt von n. Ist A < V , so ist 
S = V'^ < A". Ware A^S, so folgte A" ^ = V. Weil A absolut ist, folgte 
weiter A = A'^ nV = S. Also ist doch A = S. Es sei also A^V. Dann ist 

A<A'' = {{A + P)nG) + {(A + Q)nH). 

Wir diirfen annehmen, dass A nicht auf G liegt. Dann ist A ein von (A + P) flG 
verschiedener Punkt auf A'^. Es ist also A'' = A + {{A + P) n G). Mittels des 
Modulargesetzes folgt weiter 

A'' = {A + P)n{A + G) = A + P. 

Also gilt {A + Q)r\H < A + P. Weil A nicht auf V liegt, ist A + P J^ A + Q. 
Daher ist 

iA + Q)nH ={A + P)n{A + Q) = A, 

so dass A in der Tat auf H liegt. 

Die zweite Aussage von i) ist dual zur ersten. Damit ist der Satz voUstandig 
bewiesen. 



Hier nun der alles entscheidende Satz von Herzer, der die Verbindung des 
Satzes von Pappos zu den (G, if)-Korrelationen herstellt. 



4. Der Satz von Hessenberg 
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4.3. Satz. 1st L eine projektive Ebene, so sind die beiden folgenden Aussagen 
dquivalent: 

1) In L gilt der Satz von Pappos. 

2) Sind G und H zwei verschiedene Geraden und P und Q zwei verschiedene 
Punkte von L, gilt ferner P, Q ^ G, H und sind die Punkte P, Q und G f) H 
kollinear, so gibt es eine {G, H)-Korrelation k von L mit P'^ = G und Q'^ = H. 

Beweis. 1) implizicrt 2); Es scicn P und Q zwei Punkte und G und H zwei 
Geraden von L, die die Voraussetzungen von 2) erfiillen. Setze V := P + Q und 
S:=GnH. Setze ferner 

Ls,v ■= Lv n {L'^)s- 

Dann besteht Ls^v also aus den Punkten, die nicht auf V liegen, und den 
Geraden, die nicht durch S gehen. Wir definieren zwei Abbildungen k und A 
von Lsy in sich wie folgt: ist X ein Punkt von Lsy, so setzen wir 

X'' := {{X + P)nG) + {{X + Q)nH) 

und ist X eine Gerade von Ls, V, so setzen wir 

X^ := {{X + P)nG) + {{X + Q)nH) 
und ist X eine Gerade von Lg y, so setzen wir 

x^ := {{X n G) + Q) n {{X nH) + p). 

Ist Y ein Punkt von Lgy, so setzen wir ferner 

Y^ := {{Y + Q)nG) + {{Y + P)nH). 
Schliefilich setzen wir 

Y" := {{YnG) + P) n {iYnH)+Q), 

falls Y eine Gerade von Ls,v ist. 

Ist X ein Punkt von Lsy, so folgt mittels des Modulargesetzes X'^ OG = 
{X + P) nG und X" n H = {X + Q) n H. Hieraus folgt weiter 

XT\G) + P = {{X + P)r\G) + P = X + P 

und 

X''f\H) + Q={{X + Q)f\H)+Q = X + Q. 

Daher ist 

x^x = [{x" n G) + P) n {{x^- n if) + Q) = (X + P) n (X + Q) = X. 

Ist X cine Gerade von Lsy^ so folgt mittels des Modulargesetzes X'^ + P = 
(X n if ) + P und X" + Q = \x n G) + Q. Hieraus folgt weiter 



(Jf^ + P) n if = X n if 
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und 

{x^ + Q)nG = xnG. 

Somit ist 

xi^x ^ + g) n G) + {{X" + P)n H) = {X nG) + {X n H) = X. 

Also ist kX = I. Aus Dualitatsgriinden, — den Satz von Pappos habcn wir ja 
noch nicht benutzt — , ist dann auch Xk = 1, so dass k eine Bijektion von Lsy 
auf sich und dass A die zu k inverse Abbildung ist. 

Es sei X ein Punkt und Y eine Gerade von Lsy und es geltc X < Y. Wir 
zeigen, dass Y'^ < gilt. Es sei zunachst X < G. Dann folgt unter Benutzung 
des Modulargesetzes 

x^ = {{X + p)nG) + {{X + Q)nH) 

= X+{{X + Q)nH) 

= {X + Q)n{X + H)=X + Q. 

Andererseits ist, da ja y fl G = X ist, 

y« = ((y n G) + Q) n {{Y n H) + p) = {x + Q) n {{y nH) + p), 

so dass in diesem Falle Y'^ < X + Q = X'^ gilt. Liegt X auf H, so folgt genauso, 
dass Y'^ < X'^ ist. Die Falle, dass P oder Q auf Y liegen, sind dual zu den 
behandelten, so dass auch hier Y'^ < X'^ gilt, da wir den Satz von Pappos noch 
immer nicht benutzt haben. 

Wir diirfen daher des Weiteren annehmen, dass X weder auf G noch auf 
H liegt und dass Y wcdcr durch P noch durch Q geht. Dann sind die Punkte 
P, S und Q drei verschiedene Punkte auf V, die von V (lY verschieden sind. 
Ferner sind Y (iG, X und Y (IH drei verschiedene Punkte auf Y, die ebenfalls 
von V r\Y verschieden sind. Weil in L der Satz von Pappos gilt, sind daher die 
Punkte 

((ynG) + g) n {{YnH) + p), 
{x + P)n{{YnG) + s), 
{x + Q)n ((F nH) + s) 

kollinear. Wegen {Y n G) + S = G und {Y n H) + S = H folgt daher, dass der 
Punkt 

F« = ((y n G) + Q) n ((y nH) + p) 

auf der Geraden 

{{X + P) n G) + {{x + Q)nH)=x^ 

liegt. Aus X <Y folgt also stets ^ < X". 

Da A von gleicher Bauart ist — es haben ja nur P und Q ihre RoUen ver- 
tauscht — , gilt auch fiir A, dass Y^ < X^ eine Folge von X <Y ist. Somit ist 
K ein Antiautomorphismus von 
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Es scicn nun X und Y zwci vcrschicdcnc Punktc von Ls.v, die in L auf 
einer Geraden durch S liegen. Ware nun Z := X'^ n ein Punkt von Ls,v, 
so ware eine Gerade von Ls,v mit X, Y < Z^. Es folgte der Widerspruch 
S < X + Y = Z^ . Dies implizicrt, dass die Punkte einer Geraden durch S von k 
auf konfluente Geraden abgebildet werden, deren gemeinsamer Schnittpunkt auf 
V liegt. Bel diesem Schluss haben wir nur davon Gebrauch gemacht, dass k ein 
Antiautomorphismus von Lsy ist und dass A = gilt. Aus Dualitatsgriinden 
bildet A daher konfluente Geraden, die sich in einem von S verschiedenen Punkt 
auf V schneiden, auf Punkte ab, die auf einer Geraden durch S Uegen. Dies ist 
nun mehr als gcnug, um mit 1.8.8 zu schhefien, dass k durch eine Korrelation 
von L induziert wird, die wir ebenfalls k nennen. 

Es sei X ein von S verschiedener Punkt auf G. Dann ist 

x" = {{X + P) nG) + {{x + Q) n H) = X + {{x + Q)nH) 

= {X + Q)n{X + H)=X + Q, 

da ja X nicht auf H liegt. Hieraus folgt, dass X ein absoluter Punkt und dass 
G"* = Q ist. Entsprcchcnd folgt, dass die von S verschiedenen Punkte von H 
absolut sind und dass H'^ = P ist. Also ist 5"" = {GC^HY = Q + P = V. Somit 
ist auch S absolut und k als (G, iJ)-Korrelation erkannt. 

Es sci Z cine von V verschiedene Gerade durch P. Setzt man X := Z r\G 
und Y := Zr\H, so ist 

z" = {X + YY = XT\Y'' = {X + Q) r\{Y + P) = {X r\Q) r\ z = x. 

Hieraus folgt, dass P'^ = G ist. Ebenso folgt Q'^ = H. Damit ist gezeigt, dass 
2) eine Folge von 1) ist. 

Es bleibe dem Leser iibcrlasscn zu zcigcn, dass 1) cine Folgc von 2) ist. 

Nun sind wir endlich in dor Lagc, den Satz von Hessenberg zu bewcisen. 

4.4. Satz von Hessenberg. Jede pappossche Ebene ist desarguessch. 

Beweis. Es sei (P, H) ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar der pappos- 

schen projektiven Ebene L. Fcrncr sei V eine Gerade durch P. Sctze S := VOH 
und G sei eine von V und H verschiedene Gerade durch S. Schliefilich seien X 
und Y zwei Punkte auf V, die von P und 5 verschieden sind. Nach 4.3 gibt es 
dann zwci (G, iJ)-Korrclationen k und A mit P** = P^ = G und X"^ = Y^ = H. 
Setze a := kX'^. Dann ist P"^ = P und X"" = Y. 1st Z ein Punkt auf H, so 
folgt mit 4.2 

^ =(^Z + P)^"' = Z. 

Folglich ist a G A{P,H) und L ist als (P, iJ)-transitiv erkannt. Da dies fiir alle 
nicht inzidenten Punkt-Geradenpaare von L gilt, folgt mit 1.11, dass L fiir alle 
Punkt-Geradenpaare eine (P, i?)-transitive Ebene ist, seien sie inzident oder 
nicht. Damit ist der Satz von Hessenberg bewiesen. 

Ich denke, dass der Leser mit mir einer Meinung ist, dass dieser Beweis des 
hessenbergschen Satzes ein Juwel ist. 
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5. Weniger Bekanntes aus der linearen Algebra 

1st V ein Rechtsvektorraum iiber dem Korper K, so ist L{V) mit der Inklu- 

sion als Teilordmmg ein projektiver Verband. Ist H eine Hyperebene dieses 
Verbandes und P ein Punkt, der nicht auf H liegt, so haben wir die Objekte 
A{P,H), E{H) und K{H), die wir in den ersten beiden Abschnitten dieses 
Kapitels definiert haben. Es geht uns nun darum, fiir diesc Objcktc cine al- 
gebraische Beschreibung zu finden. Es wird sich herausstellen, dass K{H) zu 
K isomorph ist, — wie konnte es anders sein — , und dass E(il) als K{H)- 
Vektorraum zum ii'-Vektorraum H isomorph ist. Das hat nach Friiherem dann 
wieder zur Folge, dass A(P, H), falls der Punkt P nicht auf der Hyperebene H 
liegt, zur multiplikativen Gruppe K* isomorph ist. 

Wir beginnen mit der Darstellung von E(_ff). Kandidaten zur Beschrei- 
bung von Elationen sind solche linearen Abbildungen von V in sich, die eine 
Hyperebene vektorweise festlassen und ebenso den Faktorraum nach dieser Hy- 
perebene. Es wird sich herausstellen, dass sich in der Tat jede Elation durch 
eine solche lineare Abbildung darstellen lasst. 

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(F) > 2. Ferner sei 
H eine Hyperebene von V. Ist t ein Endomorphismus von V, so nennen wir 
T Transvektion mit der Achse H von V, falls t auf H und V/H die Identitat 
induziert. Mit T{H) bezeichnen wir die Menge aller Transvektionen mit der 
Achse H. Offensichtlich ist T(_ff) cine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge 
des Endomorphismenringes von V, die die Identitat enthalt. Es sei r G T(if). 
Dann gilt zunachst 

v'^ = V + v'^ — V 

fiir alle v £ V. Weil r auf V/H die Identitat induziert, folgt — v G H. Wir 
definieren r' durch 

w"^ V — v"^ + V. 

Es folgt r' e T(i7) und rr' = 1 = r'r, wie eine einfache Rechnung bestatigt. 
Dies besagt, dass T(ff) sogar eine Untergruppe der Einheitengruppe des Endo- 
morphismenringes von V ist. 

Ist T e T(iJ), so induziert r in Liy) natiirlich eine Perspektivitat mit der 
Achse H. Lasst r einen Punkt aufierhalb von H invariant, so induziert r auf 
diesem Punkt die Identitat, ist also selbst die Identitat. Folglich induziert jede 
Transvektion mit der Achse H eine Elation mit der Achse H in L{V). Mehr 
noch: Die Gruppe T(i?) ist isomorph zu einer Untergruppe von E(i/), da ja nur 
die Identitat aus T(iJ) Fixpunkte aufierhalb H hat. Dies impliziert, dass T(i?) 
abelsch ist. Wir werden gleich sehen, dass jede Elation durch eine Transvektion 
induziert wird. 

Ginge man nun didaktisch geschickt vor, um das Folgende zu motivieren, so 
kame man bald in technische Schwierigkeiten, so dass man nach der Motivation 
noch einmal von vorne beginnen miisste. Dies zeigten mir jedenfalls meine 
Versuche. Da ich aber weiB, wie es weitergeht, spare ich mir die Motivation und 
dem Leser das Lesen meiner Schmierzettel. 
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5.1. Satz. E.S sei V ein Rechtsvektorraum uber dem Korper K mit Rg;^(V^) > 
2. Ferner sei P ein Punkt und H eine Hyperebene von L{V) mit V = P (B H . 
Schliefilich sei P = pK. Wir definieren die Abbildung (p von V in K durch 

ip{pk + h) := k 

fur alle k £ K und alle h £ H. Dann ist (p gV* und H = Kern((p). Fiir h £ H 
definieren wir die Abbildung T{h) durch 

yT{h) _ ^ _^ 

fiir alle v £ V . Dann ist r ein Isomorphismus der Gruppe H auf die Gruppe 
T(H) aller Transvektionen mit der Achse H . 

Ist Rg;^ (V") > 3, so wird E{H) von t{H) treu induziert. IstO^hGH, so 
ist hK das Zentrum der von T{h) induzierten Elation. 

Beweis. Es ist banal nachzurechnen, dass (f £ V* und Kern(<^) = H ist. Weil 
ip linear ist, ist auch r(/i) linear, so dass r(/i) ein Endomorphismus von V ist. 
Da r(/i) offensichtlich auf H und V/H die Identitat induziert, gilt r(/i) G T(if). 
Welter gilt 

vr(hMh') ^ ^ ^^^^^yih') 

= v + h'ip{v) + h(p{v) 
= v + {h + h')ip{v) 

= yr{h+h')^ 

so dass T{h+h') = T{h)T{h') ist. Schliefilich folgen aus r(/i) = 1 die Gleichungen 

p = p^^^^ =p + h 

und damit h = 0. Dies zeigt, dass r ein Monomorphismus von H in T{H) ist. 

Wir miissen noch zeigen, dass r sogar surjektiv ist. Dazu sei Q ein von P 
vcrschicdcncs Komplement von H und C :~ {P + Q)r)H. Dann ist C cin Punkt 
auf H, so dass P + Q = Q + C ist. Es gibt also ein q £ Q und ein c G C, so 
dass p = g' — c ist. Es folgt 

p^(^) — p + cip{p) = p + c — q. 

Weil p nicht Null ist, ist auch q nicht Null. Folglich ist P^^'^) = Q. Somit 
ist t{H) — dies ist kein Druckfehler — auf der Mcngc der Punkte, die nicht 
auf H liegcn, transitiv. Weil die einzige Abbildung in T{H), die eincn Punkt 
aufierhalb H festlasst, die Identitat ist, folgt hieraus, dass t{H) = T{H) ist. 

Es sei schliefilich ^ h G H und X sei ein Teilraum von V, der hK enthalt. 
Ist dann y G X, so ist 

y-C^) =y + h^{y) G X, 
so dass X'^^'^^ = X ist. Damit ist alles bewiesen. 
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Man bcachte, dass dcr Isomorphismus t von dcr Wahl von p abhangt. 

Es sei wieder V ein Vektorraum liber dem Korper K. Ferner sei P ein Punkt 
und H eine Hyperebene von V mit V = P ® H. 1st a ein Endomorphismus von 
V, der auf i? die Idcntitat induziert, und der weiterhin P*^ = P crfiillt, so hcifit cr 
Homothetie mit dem Zentrum P und der Achse H von V. Die Homothetien mit 
dem Zentrum P und der Achse H bilden eine Untergruppe der Einheitengruppe 
des Endomorphismenringes von V , die wir mit H) bezeichnen. 

Es sei A G S(-P, H). 1st / p e P, so gibt es genau ein a G K* mit = pa. 
Hieraus folgt 

{pk + h)^ = p^k + = pak + h 

fiir alle k £ K und alle h £ H. Homothetien lassen sich also sehr einfach 
beschreiben. Diese Beschreibung wird nun im nachsten Satz zur Definition 
benutzt. Dabei sei fiir den Leser, der eine der weniger guten Vorlesungen iiber 
lineare Algebra gehort hat — alle betrachteten Korper scicn kommutativ — , 
hier ausdriicklich bemerkt, dass der Koeffizient a zwischen p und k stehen muss, 
da nur so die Linearitat der gleich zu definierenden Abbildung 6{a) erzwungen 
wird. 

5.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und es gelte Rg^(y) > 
2. Ferner seien P ein Punkt und H eine Hyperebene von L{V) mit V = P(BH. 
Schliefilich seiO ^ p G P. Fiir a G K* definieren wir die Abbildung S{a) von V 
in sich durch 

{pk + h)^^"'^ := pa-^k + h 

fiir alle k £ K und alle h (z H. Dann ist S ein Isomorphismus von K* auf 
A{P,H). 

Ist Rg^(V") > 3, so wird A(P, H) von 'E{P, H) treu induziert. 

Beweis. Eine banale Rechnung zeigt, dass 5{a) linear ist. Hieraus folgt dann, 
dass 5{a) e S(P, H) gilt. 

Es sei ^ a, 6 e if* . Dann ist 

{pk + = p{ab)-^k + h 

= pb~^a~^k + h 

= {pa-^k + hf^^^ 

so dass 5{ab) = 6{a)5{b) ist. Folglich ist 5 cin Homomorphismus. 

Um die Injektivitat zu bcwcisen, bewciscn wir etwas mehr, namlich, dass 
5{a) genau dann cincn von P vcrschiedenen Punkt Q von L(V)h festlasst, wenn 
a = 1 ist. Es sei also Q cin solcher Punkt und es gelte Q^^°-^ = Q. Weil P + Q 
eine Gerade ist, ist C := {P + Q) (1 H ein Punkt, der iiberdies von P und 
Q verschieden ist. Es gibt daher von verschiedene Vektoren p', q' und c' mit 
p' € P, q' € Q und c' € C und q' = p' + c' . Es gibt ferner ein von verschiedenes 
k & K mit p = p'k. Setze q := q'k und c := dk. Dann sind auch p, q und c 



5. Weniger Bekanntes aus der linearen Algebra 



107 



von verschieden und es gilt q = p + c. Wegen Q''^") = Q gibt es ein I G K mit 
qH'^) =ql Es folgt 

pl + cl = g''^") = {p + c)''(") = pa-i + c. 

Weil p und c linear unabhiingig sind, folgt hieraus a^^ = / = 1, so dass a = 1 ist, 
und zum Andern, dass Y,{P,H) eine Untergruppe von A{P,H) treu induziert, 
falls nur Rg^(V) > 3 ist, da nur in diesem Falle A(P, H) definiert ist. 

Ist A G S(P, iJ), so haben wir schon gesehen, dass es ein a € K* gibt mit 
5{a~^) = A. Somit ist 5 auch surjektiv. 

Es sei Rg^(V") > 3. In diesem Falle miissen wir noch zeigcn, dass Y,{P,H) 
allc KoUincationcn in A(P, H) induziert. Zu diesem Zweck scion Pi und P2 
zwei von P verschiedene Komplemente von H mit P + Pi = P + P2. Setze 
C := (P + Pi) n H. Dann ist C ein Punkt auf H. Es gibt also wieder von 
verschiedene pi S Pi und ci, C2 G C mit = p + c, fiir i := 1, 2. Es gibt ferner 
ein a € K* mit C2 = Cia. Damit folgt nun 

-1 I /• 1 \ -1 -1 

Pi ' =pa +ci = {p + C2)a = p2a . 

Also ist P^^"^ = Pj. Dies beweist nach nun schon sattsam bekannten Satzen 
auch die noch offene letzte Behauptung des Satzes. 

Auf Grund der bciden Satze 5.1 und 5.2 diirfen wir im folgenden die Gruppe 
T{H) mit E(i7) und die Gruppe T,{P,H) mit A{P,H) idcntifiziercn. 

5.3. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und es gelte Rg^(y) > 
3. Ferner sei P ein Punkt und H eine Hyperebene von L{V) mit V = P ® H. 
Wir definieren eine Abbildung 6* von K in den Endomorphismenring von E(fl') 
durch J*(0) := und 

p^'^"-^ := S{a)-^pd{a) 

fiir alle p e E(F) und alle a & K* . Dann ist T{hy^'^^ = T{ha) fiir alle h € H 
und alle a E K. Insbesondere ist (r, 5*) ein Isomorphismus des K-Vektorraumes 
H auf den K{H)- Vektorraum 'Ei{H). 

Bevor wir mit dem Beweise des Satzes beginnen, scheint noch ein Wort des 
Kommentars angebracht. Auch gute Vorlesungen iiber lineare Algebra kommen 
meist nicht auf den Begriff der semilincarcn Abbildung zu sprechen. In der 
Geometric ist man aber durch die Sachc gczwungon, auch von diesen zu reden, 
wie sich hier zum crstcn Male zcigt. Es ist also an der Zeit den Begriff der 
semilinearen Abbildung zu definieren. Dazu sei V ein Vektorraum iiber K und 

V ein solcher iiber K' . Ist dann a ein Homomorphismus der abelschen Gruppe 

V in die abelsche Gruppe V , ist a ein Isomorphismus des Korpers K auf den 
Korper K' und gilt 

[vky = v^k" 

fiir alle v G V und alle k G K, so heil3t das Paar (u, a) semilineare Abbildung 
von V in V' . Es bedarf nun nicht mehr viel an Fantasie, um den Begriff des 
Isomorphismus von Vektorraumen zu definieren. 
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Beweis. Mit 2.1 folgt, dass 5* cine surjcktivc Abbildung von K auf K{H) 
ist. Ferner ist klar, dass r(/i)''*(°) = r(/iO) ist. Es sei also a G K* . Zu h G H 
gibt es dann ein h' G H mit T{hy = t(/i'). Um r(/i') zu bestimmen, geniigt 
es, die Wirkung von r(/i') auf den Punkt P zu bestimmen. Wegen y>(p) = 1 ist 
nun 

p + h' = = pSi»r''r{h)5{a) 

= [pa + h(p{pa)Y^"'^ = p + ha. 

Somit ist h' = ha, so dass T(hy = T{ha) ist. Routincroclinungen zcigen 
nun, dass 5* ein Homomorphismus von K auf K{H) ist. Weil nicht triviale 
Homomorphismen von Korpern stets Monomorphismen sind, ist bereits alles 
bewiesen. 

6. Der erste Struktursatz 

In diesem Abschnitt werden wir den schon angekiindigten Satz beweisen, dass 
sich jeder desargucssche projektive Verband als Unterraumverband eines Vek- 
torraumes darstellen lasst. Eine unmittelbare Folgerung aus ihm wird der von 
Hilbert stammende Satz sein, dass eine desarguessche projektive Geometrie 
genau dann pappossch ist, wcnn der zu Grunde liegende Koordinatenkorper 
kommutativ ist (Hilbert 1899). Damit werden wir zusammen mit dem hessen- 
bergschen Satz eine befriedigende Beschreibung aller papposschen Geometrien 
erhalten. 

6.1. Erster Struktursatz. Ist L ein irreduzihler projektiver Verband vom 
Rang Rg(i) > 3 und ist L in Falle Rg(i) ~ 3 desarguessch, so gibt es einen 
und bis auf Isomorphie auch nur einen Vektorraum V iiber einem Korper K, 
so dass L und L{V) isomorph sind. 

Beweis. Wir beweisen zuerst die Eindeutigkeitsaussage. Es seien L und L' 
zwei desarguessche projektive Verbande und a sei ein Isomorphismus von L auf 
L'. Ferner sei H eine Hyperebene von L und H' := H'^ . Ist r e E(ff) und 
K e K{H), so setzen wir r*^ := a~^Ta und k'^ := {a*)~^Ka*. Eine sim- 
ple Rechnung zeigt, dass das so definierte Abbildungspaar ein Isomorphismus 
des ii'(i?)-Vektorraumes E(i?) auf den iir(iJ')-Vektorraum E(_ff') ist. Ist nun 
L — L{V) und L' — L{V'), so folgt aus dicscr Bcniorkung, aus Rgj^{V) = 
Rg(L) = Rg(i') = Rgx' {V) und aus 5.3 sowie aus dem Struktursatz fiir Vek- 
torraume, dass namlich ein Vektorraum iiber dem Korper K durch seinen Rang 
und eben diesen Korper bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, dass V und 
V isomorph sind. 

Den Beweis der Existenzaussagc beginnen wir mit einer Vorbemerkung. Es 
sei L ein desarguesscher projektiver Verband und H sei eine Hyperebene von L. 
Die Gruppe E(iJ) operiert dann scharf transitiv auf der Menge der Punkte von 
Lff. 1st O ein Punkt von Lh, so gibt es zu jedem Punkt P von Lh genau ein 
TP e E(iJ) mit 

O^^ = P. 
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Die Abbildung r ist cine Bijektion der Punktnicngc von Lh auf E(ff). 1st 
nun X < if, so gilt offensichtlich P < O + X genau dann, wenn rp S E(X) 
ist. Bezeichnet 11 wieder das groBte Element von L, so folgt mittels Satz 2.4, 
dass T einen Isomorphismus von II /O auf den Verband der Unterraumc des 
-fC(-ff)-Vektorraumes E(ff) induziert. Hieraus folgt scliliei31ich auf Grund der 
Transitivitat von E{H), dass r einen Isomorphismus von Lh auf den Verband 
der Rcchtsrcstklassen nach alien Untcrraumcn von E(_ff) induziert. (Hieran 
konnte man nun didaktische Bemerkungen liber freie Vektoren, den Elementen 
von E{H), und Ortsvektoren, der Beschreibung der Punktmenge von Lh mit- 
tels O und r, anschlieBen. Diese niemals sauber definicrtcn Bcgriffe sind cine 
standig fliel3ende Quelle der Konfusion. Der Leser wird jedoch geniigend Fan- 
tasie besitzen, anhand der vorstehenden Bemerkungen eine Trennung der beiden 
Begriffe vornehmen zu konnen, so dass sich wcitere Bemerkungen meinerseits 
eriibrigen. Sie wiirden den richtigen Adressaten ja doch nicht erreichen.) 

Mit Hilfe der Vorbemerkung ist es nun ein Leichtes, die Existenzaussage 
des Satzcs zu beweisen. Es sei also L ein desarguesscher projektiver Verband 
und H sei eine Hyperebene von L. Ferner sei V ein Vektorraum iiber K(H) mit 
^Ek{h){^) = R'g(-f')- Einen solchen Vektorraum gibt es stets. (Um dies einzuse- 
hen, betrachte man die Menge aller Abbildungen ciner Basis von L in K{H) 
mit endlichem Trager. Diese Menge vcrschen mit der punktweise definierten 
Addition und Skalarmultiplikation ist ein solchcr.) Es sei weiter H' eine Hy- 
perebene von V. Nach 5.3 sind K(H') und K{H) isomorph. Mittels 2.4 und 
RgK(H){V) = Rg{L)Mgt 

Rg^(^)(E(if)) = Rg^{H) = Rgn'(F') = Rg^(^,)(E(F'))- 

Hieraus folgt weiter, dass der if (iJ)-Vcktorraum E(iJ) zu dom if (ii')- Vektor- 
raum E(ii') isomorph ist. Unscre Vorbemerkung sagt dann abcr, dass auch Lh 
und L{V)h' isomorph sind. Hieraus folgt schliefilich mittels 1.8.8, dass auch L 
und L{V) isomorph sind. Damit ist alles bewiesen. 

Wie der Beweis zeigt, gilt auch der folgende, von Andre stammende Satz 
(Andre 1954). 

6.2. Satz. Ist L eine Translations ebene beziiglich der Geraden H , so ist L 
genau dann desarguessch, wenn der K{H)- Vektorraum E(ii) den Rang 2 hat. 

Ist L ein desarguesscher projektiver Verband, so gibt es also einen Vektor- 
raum V iiber einem Korper K mit L = LiV). Man nennt V den L zu Grunde 

liegenden Vektorraum und K den Koordinatenkorper von L. Mit 3.1 und 3.5 
folgt daher der schon angekiindigte Satz von Hilbcrt (Hilbert 1899). 

6.3. Satz. Ein desarguesscher projektiver Verband ist genau dann pappossch, 
wenn sein Koordinatenkorper kommutativ ist. 

Da es Korper gibt, die nicht kommutativ sind, gibt es auch projektive 
Raume, in dcnen der Satz von Pappos nicht gilt. Beispiele solcher Korper 
werden wir spater noch kennenlernen. 
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1st q Potcnz cincr Primzahl, so gibt cs cincn und bis auf Isomorphic auch 
nur einen Korper mit q Elementen, namlich das Galoisfeld GF((j'). Daher gilt 
auch das 

6.4. KoroUar. 1st q Potenz einer Primzahl und ist n eine natiirliche Zahl 

mit n > A, so gibt es einen und bis auf Isomorphie auch nur einen endlichen 
irreduziblen projektiven Verband der Ordnung q und des Ranges n. 



Dieser Satz ist fiir n = 3 falsch, da es nicht desarguessche projektive Ebenen 
gibt. 



Sind V und V' Vektorraume iiber K und K' , so induziert jeder Isomorphismus 
von V auf V einen Isomorphismus von LiV) auf LiV'). Die Umkehrung dieses 
Sachverhaltes ist Inhalt des zweiten Struktursatzes, den wir jetzt formulieren 
und beweisen werden. Dabei sei daran erinnert, dass Isomorphismen von Vek- 
torraumen auch semiHnear sein konnen. 

7.1. Zweiter Struktursatz. Sind V und V zwei Vektorraume iiber K bzw. 
K' , ist Rgjf (y) > 3 und ist a tin Isomorphismus von L{V) auf L{V'), so wird 
a durch einen Isomorphismus von V auf V induziert. 

Bewcis. Aus dcm crstcn Struktursatz folgt, dass V und V isomorph sind, 
so dass wir annehmen diirfen, dass V = V und K = K' ist. Satz 5.1 lehrt, dass 
alle Elationen von Liy) sogar durch lineare Automorphismen von V induziert 
werden, und die Gruppe von Kolhncationcn, die von alien Elationen crzcugt 
wird, ist nach 3.2 auf der Menge der nicht inzidenten Punkt-Hyperebenenpaare 
von L(y) transitiv. Wir diirfen daher des Weiteren annehmen, dass es ein nicht 
inzidentes Punkt-Hyperebenenpaar {P,H) gibt mit P^ = P und H"^ = H. 
Dann ist 



so dass der durch a induzierte Automorphismus der KoUineationsgruppe von 
L{V) einen Automorphismus auf E(if) induziert. Wir definieren die Abbildung 
(7* durch 



Mit 5.1 folgt, dass a* ein Automorphismus der abelschen Gruppe H ist. 

Es sci a e K. Ist a = 0, so ist T{{haY ) = 1 = t(/i'^ a). Es sei also a 7^ 0. 
Nach 5.3 ist dann 
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cr-^E(iJ)(T = E(il'") = E(iJ), 



T{h"') ■.= a-^T{h)a. 



r{{har) 



= a ^T{ha)a 

= a-'^5{a)-'^aT{h''')a-^S{a)a. 



Nun ist 

(j-'^A{P,H)a = A{P'',H'') = A{P,H). 
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Also induzicrt a einen Automorphismus in A{P,H). Es gibt daher zu jedem 

aG K* ein a'^" G K* mit 

Setzt man noch 0"^ := 0, so ist a** eine Bijektion von K auf sich und es gilt 

T{{hay') = T{h'''a''") 
fiir alle h G H und alle a G K. Hieraus folgt wiederum, da r injektiv ist, dass 

(ha)"' = h^'a"" 

fiir alle h G H und alle k G K gilt. Routinerechnungen zeigen nun, dass (cr*, a**) 
ein Automorphismus des i^(i?)-Vektorraumes H ist. 

Es sei 7^ p e P. Dann ist V = pK ® H. Wir definieren die Abbildung p* 
von y in sich durch 

{pa + hy' := pa"""' + h"' . 
Dann ist {p*, a**) ein Automorphismus von V. Nun ist p'^ = p und daher 

= {p + hY 

Also ist p*~^T(h)p* = r(/i'^ ). Ist p die von p* in L{V) induzierte KoUineation, 
so ist also p~^T(h)p = a^^T{h)a. Daher ist crr"^ fiir alle h G H mit t(/i) 
vertauschbar. Nun ist P'^^ = P und folglich 

pT(h) _ p<Tp~'^T(h) _ ^pT{h)^ap~'^ 

fiir alle h G H. Weil E(if) auf der Menge der Punkte von L{V)h transitiv 
operiert, folgt, dass <Tp~^ alle Punkte von L{Vh) zu Fixpunkten hat, so dass 
nach 1.8.8 die Gleichung ap~^ = 1 gilt. Folglich ist cr = p, was wir zu beweisen 
hofften. 

8. Der dritte Struktursatz 

Der crstc in dicscm Abschnitt zu beweisende Satz verdient eigentlich auch den 
Namen Struktursatz. Er lautct: 

8.1. Satz. Ist L ein desarguesscher projektiver Verband, so ist L genau dann 
selbstdual, wenn der Rang von L endlich ist und der L zu Grunde liegende 

Koordinatenkorper einen Antiautomorphismus besitzt. 

Beweis. Es sei K der L zu Grunde liegende Koordinatenkorper. 

Ist L selbstdual, so folgt mit 1.5.7, dass der Rang von L endlich ist. Die 
nach 1.5.19 gcmachtc Bcmcrkung zeigt, dass Ko der Koordinatenkorper von 
ist. Weil L zu L'' isomorph ist, folgt aus dem ersten Struktursatz, dass es einen 
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Isomorphismus a von K auf Ko gibt. Dann ist a aber nichts Anderes als ein 
Antiautomorphismus von K. 

Es sei umgekehrt der Rang von L endlich und a sei ein Antiautomorphismus 
von K. Dann ist a ein Isomorphismus von K auf Ko- 1st V der L zu Grunde 
hegende Vektorraum, so ist der /sTo-Vektorraum V* der L'' zu Grunde liegende 
Vektorraum. Da nach 1.5.17 die Range von V und V* gleich sind, ist der K- 
Vektorraum V zum JCo -Vektorraum V* isomorph. Folghch sind auch L und L'^ 
isomorph, so dass L sclbstdual ist. 

Da bei einem kommutativen Korper die Identitat stets auch ein Antiauto- 
morphismus ist, gilt, wie schon in Abschnitt 5 des ersten Kapitels, wenn auch 
in etwas anderer Formulierung, bemerkt, das 

8.2. Korollar. Ein papposscher projektiver Raum endlichen Ranges ist stets 
sclbstdual. Insbesondere sind alle endlichen desarguesschen projektiven Rdume 
selbstdual. 

Es gibt Korper, die keinen Antiautomorphismus gestatten. Ist namlich K 
ein Korper des Ranges n < oo iiber seinem Zentrum, so zcigt die Theoric der 
einfachen Algebren, dass K hochstens dann einen Antiautomorphismus besitzt, 
wenn n eine Potenz von 2 ist (siehe etwa Deuring 1968, Satz 11, S. 45 und Satz 
2, S. 59). 

Es sei / cine Abbildung von V x V in K und a sei ein Antiautomorphismus 
von K. Die Abbildung / heifit a-Semibilinearform, falls gilt: 

a) Es ist f{u + v,w) = f{u, w) + f{v, w) und f{u, v + w) = f{u, v) + f{u, w) fiir 
alle u, V, w G V. 

b) Es ist f{uk, v) = k"f{u, v) und f{u, vk) = f{u, v)k fiir alle u,v€:V und alle 
k&K. 

Ist K eine Korrelation von L{y), so sagen wir, dass k durch die a-Semibili- 
nearform / dargestellt werde, falls 

= {v\v & V, f{u,v) = fiir alle u G U} 

fiir alle U e L{V) ist. Es gilt nun: 

8.3. Dritter Struktursatz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K 
mit Rgj^{V) > 3. Ist K eine Korrelation von L{V), so wird k durch eine a- 
Semibilinearform dargestellt. 

Beweis. Es sei W der Dualraum zu V. Beide Raume haben dann nach 8.1 
den gleichen, endlichen Rang. Fiir X e L{V) setzen wir 

X"" :={w\w€ W, wX = {0}}. 

Dies ist die Abbildung, die wir im fiinften Abschnitt des ersten Kapitels mit _L 
bezeichneten. Nach 1.5.19 ist tt ein Isomorphismus von L{VY auf L{W), so dass 
KIT ein Isomorphismus von L{V) auf L{W) ist. Nach dem zweiten Struktursatz 
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gibt cs also cincn Isomorphismus (p, a) dcs /f-Vektorraumes V auf den Ko- 
Vektorraum W mit = X'^'^ fiir alle X € L{y). Weil a ein Isomorphismus 
von K auf Ko ist, ist a ein Antiautomorphismus von K. Ferner gilt 

fiir alle v € V und alle k ^ K. Wir definicrcn nun / durch 

f{u,v) := u^v 

fiir alle u, v . Triviale Rechnungen zeigen, dass / eine a-Semibilinearform 
ist. 

Es sei U e Liy). Dann ist = UP. Ist veU'^ undue U, so ist uP e U'^'' 
und daher f{u,v) = uPy = 0. Ist umgekehrt uPv = f{u,v) = fiir alle u G U, 
so ist V € UP'''' = Also ist 

= {i; I e y, = fiir alle u € U}, 

was zu beweisen war. 

Nicht alle Semibilincarformen stcllcn Korrclationcn dar und vcrschicdcnc 
Semibilinearformen konnen durchaus auch ein und dieselbe Korrelation darstel- 
len. 

Einc a-Scmibilincarform / hcific nicht ausgeartet oder nicht entartet, falls 
aus dor Giiltigkcit von f(u, w) = fiir alle u Cz V folgt, dass v = ist. 

8.4. Satz. Es sei V ein K-Vektorraum mit 3 < Rgj^{V) < oo. Die a-Semi- 
hilinearform f aufV induziert genau dann eine Korrelation auf L{V), wenn f 
nicht ausgeartet ist. 

Beweis. Die Korrelation k werde von / induziert. Aus = {0} folgt, dass 
/ nicht ausgeartet ist. 

Es sei nun / nicht ausgeartet. Mit W bezeichnen wir den Dualraum von V 
aufgefasst als Rechtsvektorraum iiber Ko. Wir definieren eine Abbildung ip von 
y in durch 

v'^x := f{x,vy~' 

fiir alle v. x G V . Weil a ein Antiautomorphismus ist, ist auch ein solcher. 
Dies hat zur Folge, dass in der Tat v"^ & W ist. Man verifiziert dariiber hinaus 
miihelos, dass {(p,a^^) eine semilineare Abbildung von F in W ist. Weil / 
nicht ausgeartet ist, ist (p injektiv. Mittels der Endlichkeit des Ranges von V 
erschliel3en wir hieraus, dass {f, a^^) sogar ein Isomorphismus von V auf W ist. 
Wir definieren eine Abbildung k von L{V) in sich durch 

U'' := {v\ve VJiu,v) = fiir alle u G U}. 

Es sei = F". Ist y GY, jedoch y ^ X,so gibt es eing €W mit X C KeTn{g) 
und gy = 1. Nach unserer Vorbemerkung gibt es ein v G: V mit g = v'^ . Daher 
ist 

Q = gx = v'Px = f{x,v)°'~' 
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fiir alle x G X. Hicraus folgt, dass f{x,v) = ist fiir alle x G X. Somit ist 
II G = und daher f{y,v) = 0. Andererseits ist 1 = {gy)" = f{y,v). 
Dieser Widerspruch zeigt, dass F < X ist. Ebenso folgt X <Y, so dass k als 
injektiv erkannt ist. 

Es ist klar, dass < X*^ von X <Y impliziert wird. Es sei nun < X'^. 
Es ist y < X + y und daher {X + y)« < Ist u e so ist f{x,u) = 
fiir alle x G X, da ja < X'^ ist. Trivialcrwcisc gilt auch f{y,u) = fiir alle 
y G Y. Daher gilt f{x + y,u) = fiir alle x G X und alle y G Y. Somit ist 
u G (X + y)«. Damit haben wir auch y« < (X + y)«. Also ist y« = (X + y)«. 
Weil K injektiv ist, folgt wciter Y = X + Y und damit X < Y. Folglich gilt 
X < y genau dann, wenn Y'^ < X** ist. 

Es sei 6i , . . . , bn eine Basis von V. Ferner sei u = ^i'^i ^ ~ 

Dann ist 

n n 

f{u, v) = Y,<Yl f'^^i' 

i:=l j~l 

Genau dann ist f{u, v) = fiir alle u GV, wenn 

n 

j2m,bj)vj = o 

ist fiir i := 1, . . . , n. Da / nicht ausgeartet ist, hat dieses System lincarer 
Gleichungen nur die triviale Losung. Daher ist der Rechtsspaltenrang der Matrix 
{f{bi,bj)) gleich n. Hieraus folgt, dass der Linkszeilenrang dieser Matrix auch 
gleich n ist. Definiere g durch 

giu,v) := fiv,u)" ' 

fiir alle u, v G V . Dann ist g eine a~^-Semibilinearform auf V. Gilt nun 
Sj:=i 9{h, bj)vj = fiir alle i := 1, . . . , n, so ist 

= bir-\j = ( J2 h) 

fiir alle i. Weil der Linkszeilenrang der Matrix (f{bj,bi)) gleich n ist, folgt 
Vj = fiir alle i. Also ist auch g nicht ausgeartet. Definiere A durch 

X^ := i{v\vG V,g{u,v) = fiir alle u G X}. 

Dann ist A aus dcm gleichcn Grunde wie k eine die Inklusion umkehrende, 
injektive Abbildung von L(y) in sich. Ferner gilt X < X'^^ und X < X^*" 
fiir alle X G L(V). Weil X, X'^^ und X-^** den gleichen Rang haben, dies 
folgt aus der Injektivitat von kX und Xk, und da dieser Rang endlich ist, folgt 
X = X'^^ = X^". Folglich ist k bijektiv und A = /t'^ 
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Dcr gcradc gcfuhrtc Bcwcis licfcrt mchr als im Satz forimilicrt. Was wir 
mehr bewiesen haben, formulieren wir in den nachsten beiden KoroUaren. — 
Der Leser beachte, dass in 8.5 die Rollen der beiden Argumente von / gegeniiber 
der Definition des Nicht-ausgeartet-seins vertauscht sind! 

8.5. Korollar. Es sei V ein K -Vektorraum mit 3 < Hgj^iV) < oo und f sei 
eine a-Semibilinearform auf V . Genau dann ist f nicht ausgeartet, wenn aus 
der Giiltigkeit von f{u, v) = fiir alle v gV folgt, dass u = ist. 

Ferner haben wir gesehen, wie die zu einer Korrelation inverse Korrelation 
sich darstellen lasst. 

8.6. Korollar. Es sei V ein K -Vektorraum mit 3 < Rgj^(y) < oo und k sei 
eine Korrelation von L(y). Wird k durch die a-Semibilinearform f dargestellt, 
so wird durch die -Semihilinearform g dargestellt, die durch g{u,v) := 
f{v,u)°^ definiert wird. 

Schliefilich geben wir noch Antwort auf die Prage, wann zwei Semibilinear- 

formen die gleiche Korrelation darstellen. 

8.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit 3 < Rg^(y) < oo. Ferner sei 
f eine nicht ausgeartete a-Semibilinearform aufV. 

(a) Ist k G K* und definiert man g durch g{u, v) := k~^ f{u, v) fiir alle u, v € V , 
so ist g eine nicht ausgeartete (3-Semibilinearform, wobei (3 der durch := 
k~^x"k definierte Antiautomorphismus von K ist. Uberdies induzieren f 
und g die gleiche Korrelation. 

(b) Ist g eine nicht ausgeartete /3-Semibilinearform auf V und stellen f und g 
die gleiche Korrelation von L{V) dar, so gibt es ein k G K* mit kg{u, v) = 
f{u,tj) fiir alle u, v G V. 

Beweis. (a) Dcr Leser verifiziert miihelos, dass g eine /3-Seniibilinearform 
ist. Dass / unci g die gleiche Korrelation von L{V) darstellen, folgt aus der 
Bemcrkung, dass f{u, v) = genau dann gilt, wenn g{u.v) = ist. 

(b) Wir definieren zwei Abbildungen ip und ip von V in V* durch v^[x) := 
f{v,x) bzw. v^{x) := g{v,x). Weil / und g nicht ausgeartet sind, sind und 
Ip injektiv. Fasst man V* als Reelitsvektorraum iiber Ko auf, so ist cine 
semilineare Abbildung von V in V* . Daher sind und v"^ genau dann linear 
unabhangig, wenn u und v es sind. 

Weil / und g die gleiche Korrelation darstellen, gilt 

Kern(w'^) = Kern(t;''') 

fiir alle v G V. Es gibt also zu jedem v G V — {0} genau ein l{v) G K* mit 
vf = l{v)v'f'. Sind u,vgV- {0}, so ist 

l{u + u)u'^ + l{u + v)v''' = l{u + v){u + vf 

= {u + vy 
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Sind nun u und v linear unabhangig, so sind es auch und v"^, wie wir bc- 
merkten. In diesem Falle gilt also l{u) = l{u + v) = l{v). Sind u und v linear 
abhangig, so gibt es wegen Rg^(F) > 2 ein w G V mit u, v G wK. Nach dem 
bcrcits Bcwicscnen ist dann l{u) ~ l{w) = l{v). Es gibt also ein k G K* mit 
l{u) = k fiir alle v GV - {0}. Wegen 0^ = = 0^ gilt also v'^ = /cw^ fur alle 
V gV. Hieraus folgt schliefilich 

f{u,v) = u'^v = {ku'^)v = k{u'^v) = kg{u,v) 

fiir alle u, v Cz V, so dass auch (b) bowicscn ist. 

Es gibt Korper, die einen Antiautomorphismus besitzen, aber keinen invo- 
lutorischen solchen; siehe Morandi et alii 2005. 

9. Quaternionenschiefkorper 

Es sei K ein Korper und Z{K) sei sein Zentrum. In diesem Falle bezeichnet 
man mit [K : Z{K)] den Rang von K als Z(i(')-Vektorraum. Ist K ^ Z{K), so 
ist [K : Z{K)] > 4, wie man weifi oder sich schncU iiberlegt. Ist [K : Z{K)] = 4, 
so heii3t K Quaternionenschiefkorper . Diese lassen sich sehr schon geometrisch 
kennzeichnen, wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden. Zunachst wollen wir 
aber zeigen, dass es Qiiatcrnioncnschiefkorper in Hiille und Fiillc gibt. Hierzu 
losen wir eine Serie von Aufgaben aus meinem Algebrabuch (Liineburg 1973, 
S. 145ff.). Diese Aufgabenserie hat eine Geschichte, die ich dem Leser nicht 
vorenthalten will: Sic spielt im akademischen Jahr 1970/71, fiir unsere immer 
noch junge Universitat^ das Jahr Eins ihres Bestehens. 

Wir waren bei der Diskussion der Diplompriifungsordnung, die im Ubrigen 
bis heute (WS 1989/90 imd Jahre dariiber hinaus) nicht abgcrissen ist. Fines 
der studentischen Mitglieder des Fachbereichsrates, Gert Schneider, spater zu 
makabrer Beriihmtheit gelangt, verlangte, dass die Praambel in der Priifungs- 
ordnung ersatzlos zu streichen sei. In dieser Praambel stand namlich, dass es 
Zweck der Priifung sei fest zu stellen, ob der Kandidat nach wissenschaftlichen 
Grundsatzen zu arbeiten gelernt habe. Schneider meinte zur Begriindung seines 
Verlangens, es garantiere ja niemand, dass die Studenten wahrend ihres Studi- 
ums auch wirklich die Moglichkeit hatten, dies zu lernen. Dies traf mich zutiefst 
in meiner Berufsehre. VoUer Zorn verfasste ich daraufhin eine Serie von drei 
Ubungsblattern mit eben jenen Aufgaben, wobei ich auf dem ersten Blatt ver- 
schiedene Moglichkeiten des wissenschaftlichen Arbeitens crlauterte, darunter 
die Moglichkeit der Verallgemeinerung bekannter Resultate. Im vorliegenden 
Falle hatte ich namlich die fraglichen Resultate fiir den Spezialfall des Ringes 
der ganzen Zahlen in der Vorlesung vorgcrechnet. Diese Aufgabenrcihc war also 
fiir die damaligen Studenten eine friihe — nicht die crste — Anleitung zum 
wissenschaftlichen Arbeiten. Rosemarie Rink und Manfred Dugas, dem mathe- 
matischen Publikum durch schone Arbeiten bekannt, haben damals schon durch 
die Losung dieser Aufgaben ihr Talent bewiesen. 

Im Folgenden bezeichne u) die Menge der nicht negativen ganzen Zahlen. 



Sie ist mittlerweile zur Technischen Universitat verkiimmert. 
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Es sei R ein Hauptidealbereich und Q{R) sci scin Quotientenkorpcr. Wir 
fassen Q{R) auf als Modul iiber R. 1st p ein Primelement, so bezeichnen wir 
mit den Teilmodul des Faktormoduls Q{R)/R, der aus alien Elementen 

der Form 

r 

— + R 

pn 

mit r e -R und einer nicht negativen ganzen Zahl n besteht. Die Bezeich- 
nung Z{p°°) erinnert an die aus der Theorie der abelschen Gruppen bekann- 
tcn Priiforgruppon, dcrcn Vcrallgcmcincrungcn sic sind. Wir nennen Z{p°°) 
sinngcmafi Priifermodul zum Primelement p iiber R. Ferner setzen wir Rp := 
Endi{(Z(p°°)). Diesen Ring werden wir zunachst untersuchen. 

9.1. Satz. £^5 sei R ein Hauptidealbereich und Z{p°°) sei der Priifermodul zum 
Primelement p von R. Fiir i G co setzen wir Ui := {a \ a G Z{p°°), p^a = 0}. 
Dann gilt: 

a) Es ist Ui C Ui+i fiir alle i G co. 

b) Esist [j,e.a, = Z{p°-). 

c) Es istUi = {^+ R)R fiir alle i. 

d) Ist V ein Teilmodul von Z{p°°), so ist entweder V = Z{p°°), oder es gibt ein 
i G oj mit V ~ Ui. 

Beweis. a), b) und c) sind banal zu beweisen. d) Es sei V ein von Z{p'^) 
verschiedener Teilmodul. Es gibt dann eine natiirliche Zahl n und ein r G R 
mit ^ + R ^ V. Unter all diesen n gibt es ein kleinstes, welches wir wiederum 
mit n bezeichnen. Es folgt, dass f/„_i C V ist. Ist andererseits ^ + R G V, 
so diirfen wir annehmen, dass p kein Teller von x ist. Weil p ein Primelement 
ist, ist dann x zu p"' tciilcrfrcmd, so dass es Elementc u und v in R gibt mit 
1 = ux+p"^v. Hieraus folgt ^ + R G V. Dies hat Um Q V zur Folge. Also ist 
m <n — 1 und daher 

-^+RGUm^Un-l. 

Folglich ist V C Un-i- Damit ist auch d) bewiesen. 

9.2. Satz. £^5 sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von 

R. Ist dann a ein Element des Endomorphismenringes Rp des Priifermoduls 
Z{p°^), so gilt a{Ui) C Ui fiir alle i G lo. Dabei sei Ui wie in 9.1 definiert. 
Beweis. Es sei x G Ui. Dann ist p'^a{x) = a{p^x) = 0. Also ist a{x) G Ui. 

9.3. Satz. £^5 sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von R. 

Wir setzen Ui := ^ + R fiir alle i ^ u)* , wobei uj* := lo — {0} gesetzt wurde. Ist 
dann a ein Element des Endomorphismenringes Rp von Z(p°°), so gibt es eine 
Abbildung f von oj* in R mit a{ai) = fiOi und fi+\ = fi modp^ fiir alle i G uj* . 
Ist umgekehrt f eine Abbildung von lo* in R und gilt fi^i = fi mod Pi fiir alle 
i G UJ* , so gibt es genau ein a <E Rp mit a(aj) = fiOi. 

Beweis. Nach 9.2 ist a{Ui) C Ui fiir alle i G uj*. Daher ist die Menge aller 
r dz R mit a{ai) = ra^ nicht Iccr, so dass es auf Grund des Auswahlaxioms eine 
Abbildung / von lo* in R gibt mit a{ai) = fiOi fiir alle i. Es folgt 

Pfidi+i = fidi = a{ai) = a{pai+i) = pfi+iai+i 
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und damit 

Pfi =Pfi+i mod 

dh., 

fi = fi+i mod p\ 

Es sei umgekehrt / eine Abbildung von u* in R und es gelte fi = /j+i mod 
fiir alle i G u*. Mittels Induktion folgt die Giiltigkeit von 

fi = fi+k mod 

fiir alle i, k G oj*. Wir definieren eine binare Relation a auf Z{p°°) durch 
(ti, v) G a genau dann, wenn es ein a; G i? und cin i € uj* gibt mit u = xai 
und V = xfiUi. Sind {u,v), {u,w) G a, so ist also u = xai, v = xfiUi, u = yak 
und w = ufkO-k fiir passende x, y, i und k. Es sei oBdA i < k. Dann ist 
xp''~^ak = u = yak und daher 

y = xp^'"- mod p'^ . 
Andererseits ist fk = fi mod p'^ und daher 

fkp''-' = fiP^-^ mod 

Folglich ist 

yfk = xp^-^fk = xp^-^fi mod 

Hiermit folgt 

V = xfiCi = xfip^~''ak = yfkttk = w. 

1st andererseits u G Z{p°°), so gibt es nach 9.1 ein x E R und cin i G w* mit 
u = xai. Daher ist {u, xfiUi) G a. Damit ist a als Abbildung von Z{p°°) in sich 
erkannt. 

Es seien u, v e Z{p°°). Es gibt dann x, y G R und i, k G to* mit u = xai 
und V = yak- Es sei oBdA i < k. Dann ist 

a{u + v) = a({xp''^'' + y)ak) 
= + y)/feafc 

= xfkar + yfkak- 

Wegen fi = fk mod p* folgt weiter a{u + v) = a{u) + a{v), so dass a additiv 
ist. Ist r G R, so folgt auch noch 

a{ru) = rxfiGi = ra{u), 

so dass a in der Tat ein Endomorphismus mit den verlangtcn Eigcnschaftcn 
ist. Die Einzigkeit von a folgt aus der Bemerkung, dass die Menge dor ai ein 
Erzeugendensystem von Z{p°°) ist. 

9.4. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von R. 
Sind a, j3 G Rp und werden a und (i gemafi 9.3 durch die beiden Abbildungen 
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/ und g von co* in R dargestellt, so werden a + j3 und a/S durch f + g bzw. 
fg dargestellt, wobei Summe und Produkt von f mit g punktweise definiert sei. 
Insbesondere folgt, dass Rp kommutativ ist. 

Beweis. Banal. 

9.5. Satz. £^5 sei R ein Ha,uptidealhereich und p sei ein Prim,element von R. 
Wir definieren tt € Rp durch Tr{x) := px fiir alle x G Z(p°^). Ist dann Q ein 
von {0} verschiedenes Ideal von Rp und ist V := HaeQ Kern(a), so ist V = Un 
mit einem n G lv und Q = n^Rp. 

Bcwcis. Weil V cin Tcilmodul von Z{p^) ist, ist nach 9.1 cntwcdcr V = 
Z{p°°) oder V = Un mit einem passenden n. Weil Q ^ {0} ist, kann der erste 
Fall nicht eintreten. Also ist V = Un- 

Es sci 7^ aQ und Um sci der Kern von a. Dann ist n < m. Es wcrde 
a gemafi 9.3 durch die Abbildung / dargestellt. Dann ist fm = ^ mod p"* 
und daher fm+i = mod fiir alle i G ui*. Andererseits ist fm+i fiir alle 
i G uj* nicht durch teilbar, da sonst 0^+1 wegen fm+i ^ fm+i mod p^+i 

im Kern von a lage. Insbesondere ist also fm+i 7^ fiir alle i G u* . Es 
gibt daher zu jedem i G oj* genau ein n G R mit fm+i = Tip"^. Es folgt 
ri+ip™ = r-ip™ mod p™'^^, was die Kongrucnz rj+i = mod p* nach sich zieht. 
Nach 9.3 wird also durch p(aj) := r,aj ein p G Rp definiert. Nun ist 

P7r™(ai) = pip^ai) = = a{ai), 

falls i < m ist. Andererseits ist 

p7rm(a'"+*) = p{ai) = riUi = rtp'^Um+i = a{am+i) 

fiir alle z > 0. Also ist pn"^ = a. Ware nun p keine Einheit, so ware Ui C 
Kern(p), was wegen n ^ mod p nicht der Fall ist. Weil Q ein Ideal ist, ist 
also tt"* e Q. 

Es sei nun k das klcinste unter alien m G co mit tt™ G Q. Dann gibt es also 
zu jedem a e Q cin a G Rp mit a = an''. Also ist 

Q Q TT^Rp Q Q- 

Folglich ist Q = n'^Rp. Dann ist aber Un = Kern(7r'^) und damit k = n, was zu 
bewciscn war. 

Der Bcwcis von 9.5 licfcrt auch noch den folgendcn Satz. 

9.6. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von R. 
Es sei weiter it der durch 'jt{x) := px definierte Endomorphismus von Z{p°°). 
Ist dann ^ a G Rp, so gibt es eine Einheit p in Rp und ein n G lo mit a = p7r". 

Weil Einheiten stets bijektiv sind und tt offensichtlich surjektiv ist, gilt auch 

9.7. KoroUar. Jeder von Null verschiedene Endomorphismus von Z{p°°) ist 
surjektiv. 
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Weil das Produkt zweier surjektiver Abbildungen surjektiv ist, haben wir 
ferner 

9.8. Korollar. Die Ringe Rp sind Integritdtshereiche. 

Da Rp Integritatsbereich ist, existiert der Quotientenkorper Q{Rp). Um 
ein hinreichendes Kriterium dafiir zu erhalten, dass gewisse dieser Korper nicht 
isomorph sind, untcrsuchcn wir nun die Gruppcn von Einhcitswurzcln in Rp. 
Bevor wir dies tun, sei noch darauf hingewiesen, dass Rp der Ring der ganzen 
henselschen j>adischen Zahlen ist, falls R der Ring der ganzen Zahlen ist. In 
diesem Falle ist Q{Rp) der Korper der henselschen p-adischen Zahlen. 

9.9. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich undp sei ein Primelement von R. Ist 
a & Rp und wird a gemdfi 9.3 durch f dargestellt, so setzen wirtl;{a) := fi+p^R. 
Dann ist ip ein Epimorphismus von Rp auf R/p^R. Ferner gilt Kern(i/)) = n'^Rp, 
so dass Rp/n^Rp und R/p^R isomorph sind. 

Bcwcis. Wild a gemaB 9.3 auch durch g dargestellt, so ist = fi mod p*, 
so dass %p wohldefiniert ist. Dann ist aber klar, dass ^/^ ein Homomorphismus 
ist. 

Ist r € i?, so wird durch p{x) := rx fiir alle x € Z{p°°) ein p & Rp definiert. 
Wegen ^(p) = r + p^R ist auch surjektiv. 

Es sei = 0. Dann ist fi = mod p'. Ist cr 7^ 0, so gibt es nach 9.6 
eine Einheit t in Rp und ein m € uj mit a = ttt™. Wird r diirch t dargestellt, 
so folgt fi = tip"^ mod p*. Weil t eine Einheit ist, ist ti nicht durch p teilbar. 
Wegen fi = mod ist daher i < m, womit alles bewiesen ist. 

9.10. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von 
R. Mit W{Rp) bezeichnen wir die Gruppe der Einheitswurzeln von Rp) dh.j die 
Torsionsgruppe der Einheitengruppe von Rp. Setzt man 

ip{e) := e + nRp 

fiir alle e G W{Rp), so ist n ein Epimorphismus von W{Rp) auf die Gruppe der 

Einheitswurzeln W^Rp/irRp) des Korpers Rp/irRp. 

Beweis. Es sei e e W{Rp) und es gelte e" = 1. Dann ist </?(e)" = (^(e") = 1, 
so dass (fi ein Homomorphismus in W{Rp/TTRp) ist. 

Um die Surjektivitat von ip zu bcwcisen, sei n die Ordnung des Elcmcntes 
rj + irRp € W{Rp/TTRp). Wcndet man 9.9 mit i — 1 an, so folgt die Existenz 
eincs fiER mit ip{ri) = fi +pR. Es folgt, dass die Ordnung von /i +pR gleich 
n ist. Insbesondere ist also /" = 1 mod p. Es sei « > 1 und cs gcbc; /i, . . . , 
fi € R mit fj+i = fj mod und /" = 1 mod p' fiir alle j < i. Insbesondere 
ist dann /" = 1 + kp^ mit einem k G R. 1st die Charakteristik q von R/pR 
ungleich 0, so hat R/pR nur die triviale q-te Einheitswurzel 1, so dass q kein 
Teller von n ist. Dann ist aber p kein Teller von q ■ 1, wobei 1 die Eins von R 
bezeichne. Weil auch fi zu p tcilcrfrcmd ist, gibt es ein v € R mit 

nf^~^v = —k mod p. 
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Es folgt weiter 

nf"~\p' + kp' = mod p'+K 
Setze /i+i := fi + vp^. Dann ist /i+i = fi mod und 

= 1 + V + nvp'fr^ 
= 1 mod 

Damit ist — auf die iibliche, aber schlampige Weise — die Existcnz einer Ab- 
bildung / der natiirlichen Zahlen in R sichergestellt mit fi+i = fi mod und 
/" = 1 mod fiir alle i. Nach 9.3 gibt es nun ein e G Rp, welches durch / 
dargestellt wird. Es folgt 

e" = 1 

sowie 

^{e) = fi+pR = ij{v) 

und damit 

(f{e) = e + TrRp = rj + nRp, 

womit auch die Surjcktivitat von cp nachgewiesen ist. 

Ist R ein Integritatsbereich, so erbt R von seinem Quotientenkorper Q{R) 
die Charakteristik, da R ja zu einem Teilring von Q{R) isomorph ist. 

9.11. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von R. 
Ferner sei (p der in 9.10 definierte Epimorphismus von W{Rp) auf W {Rp / 1: Rp) . 
Ist Kern((^) ^ {1}, so ist die Charakteristik von R gleich und die Charakter- 
istik q von Rp/wRp ist grofier als 0. Uberdies ist p ein Teiler von q ■ 1, wobei 1 
die Bins von R bezeichne. 

Bcwcis. Es sci 1 ^ a G Kcrn((^) und n sci die Ordnung von a. Fcrncr sci q 
eine n teilende Primzahl. Setze /? ;= a"/"^. Dann ist (3 ein Element der Ordnung 
q im Kern von tp. Es gibt daher ein p G Rp mit 13 = 1 + pir. Es folgt 

Weil Rp nullteilerfrei ist, folgt hieraus 

g' • 1 = mod n. 

Daher ist q die Charakteristik von Rp/wRp und cs folgt, dass Kem{ip) eine q- 
Gruppe ist. Ware die Charakteristik von Rp nicht Null, so ware sie gleich q. Es 
folgte 

1 = ^9 = (1 + p7r)« = 1 + p%« 

und damit p'^Tr' = 0, so dass p = ware im Widerspruch zu /3 7^ 1. Damit ist 
der Satz in alien seinen Teilen bewiesen. 
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1st R cin Hauptidcalbcrcich, so crbt R, wic schon bcmcrkt, von Q{R) die 
Charakteristik. 1st diese positiv, so hat auch R/pR diese Charakteristik, falls 
nur p ein Primelement von R ist. 1st R/pR endlich, so konnen wir Rp auf eine an- 
dere Art darstcllcn, die das Isomorphieproblem in diesem Falle lost. Genaueres 

sagt dcr nachste Satz. 

9.12. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich der Charakteristik q> 0. Ist p ein 
Primelement von R und ist R/pR algebraisch iiber seinem Primkorper, so ist 
der Endomorphism,enring Rp von Z{p°°) dem Ring der formalen Potenzreihen 
iiber R/pR isomorph. 

Beweis. Weil R/pR zu Rp/nRp isomorph ist, ist auch dieser Korper alge- 
braisch iiber seinem Primkorper, dcr zu GF(g) isomorph ist. Dies impliziert, 
dass der Korper Rp/irRp die Vereinigung der in ihm enthaltenen endlichen 
Teilkorper ist. Hieraus folgt wiederum 

W{Rp/TrRp) = {Rp/TTRpY. 

Setze K := W{Rp) U {0}. Wir zcigen, dass K ein Korper ist. Da K offen- 
sichtlich multiplikativ abgeschlossen ist, miissen wir nur noch zcigen, dass K 
auch additiv abgeschlossen ist. Dazu seien a und /3 zwei von verschiedcne 
Elemente aus K . Dann sind a + TiRp und /3 + irRp von Null verschiedcne El- 
emente von Rp/nRp, die iiberdies in einem endlichen Teilkorper von Rp I TvRp 
liegen. Dieser habe die Ordnung q". Dann gilt 

{a + irRp)"^-'^ = l + irRp 

und 

(/3 + 7ri?p)«"-i = l + 7ri?p. 

Wegen 9.10 und 9.11 ist dann a'^"~^ = 1 und /3'"~^ = 1. Hieraus folgt weiter 
= a und = /3. Weil q auch die Charakteristik von Rp ist, folgt schliefilich 

(a + Z?)?" =a + l3. 

Ist nun a + /? = 0, so ist nichts zu beweisen. Ist dies nicht der Fall, so folgt 

(a + /?)«"-! = 1 

und damit a + P € K. Folglich ist K ein Korper. Weil K n nRp = {0} ist, folgt 
schliei31ich, dass K zu Rp/nRp isomorph ist. 

OfTensichtlich gilt nJ^=i "'"'■Rp = {0}. Nimmt man diese Ideale als Umge- 
bungsbasis der Null, so erhiilt man eine hausdorffsche Topologie T auf Rp, die 
Rp zu einem topologisclicn Ring macht. Das Element tt ist transzendent iiber 
K. Ist namlich n eine natiirliche Zahl, sind n \md fco, . . . , fc„ € K und gilt 
= J2^:=o ^i'^^ ' f°^St wegen K (1 nRp = {0} zunachst ko = Q und dann 
mittels Induktion fcj = fiir z := 1, . . . , n. Somit ist K[Tr] zum Polynomring 
in eincr Unbestimmten iiber K isomorph. Mit if„[7r] bezeichnen wir die Menge 
der Polynome in tt, deren Grad n nicht iibersteigt. Dann ist 



i?j, = i^„[7r]®7r"+ii?p. 
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Dies folgt mit cincr Icichtcn Induktion liber n. Zu jedem r € Rp und zu jedem 
n G LO gibt es also genau ein c„ G i^n[7r] mit 

r = Cn mod tt"^^. 

Es folgt, dass c bcz. dcr Topologic T cine Cauchyfolge ist und dass r = lim c gilt. 
Dies impliziert, dass Rp ein Teilring des Rings i^[[7r]] der formalcn Potenzreihen 
iiber K ist. Wir miissen nun nur noch zeigen, dass jede Cauchyfolge iiber K[Tr] 
in Rp konvergiert. 

Um dies zu zeigen, sei c eine Cauchyfolge iiber K[n]. Es sei n G u. Es gibt 
dann ein M € u! mit 

Cu Cy G 7r Rp 

fiir alle u und v mit u, v > M. Setzt man wieder a, := i + i?, so ist also 

Cu{ai) = Cy(ai) 

fiir alle i < n und alle u, v > M. Es sei M(n) das kleinste unter diesen M. 
Dann ist M(n) < M{n + 1) fiir alle n. Es gibt ferner n, . . . , r„ e mit 

fiir alle i > n und alle u < M{n). Es gibt also eine Auswahlfunktion die 
jedem n ein n-Tupel F„ von Elementen aus R zuordnet, so dass 

gilt fiir alle i < n und alle u > M{n). Dcfinicrc / durch /„ := i^„.„. Dann ist 
Cuidn) = fndn fur alle u > M{n). Wcgcn M{n + 1) > M(n) ist dann 

fn+lO-n = fn+lPO-n+l 

= PCM(n+l)(an+l) 
= CM(n+l){0'n) 
= CM(n){(^n) 

Hieraus folgt 

fn+l = fn modp", 

so dass es nach 9.3 ein Element p G Rp gibt mit p(a„) = fiir alle n. Es 
folgt 

fiir alle u> M{n) und damit 

p- Cu G Tl'^Rp 

fiir alle u > M{n), so dass lime = p gilt. Damit ist alles bewiesen. 
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9.13. Korollar Es sei R Hauptidealbereich mit von Null verschiedener Charak- 
teristik. 1st p ein Primelement von R und ist R/pR algebraisch iiber seinem 
Primkorper, so ist der Quotientenkdrper Q{Rp) von Rp isomorph zum Korper 
der formalen Laurentreihen iiber R/pR. 

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus 9.12 und der Benierkung, dass der Quo- 
tientenkdrper des Ringes der formalen Potenzreihen iiber einem Korper der 
Korper der formalen Laurentreihen iiber eben diesem Korper ist. 

9.14. Satz. Es seien R und S Hauptidealbereiche mit von Null verschiedener 

Charakteristik. Ferner seien p und q Primelemente von R bzw. S . Ist R/pR 
algebraisch iiber seinem Primkorper, so sind die folgenden Aussagen dquivalent: 

a) Die Ringe Rp und Sq sind isomorph. 

b) Die Korper Rp/uRp und Sg/pSq sind isomorph. Dabei seien mit nRp und 
pSq die m,axim,alen Ideale der Ringe Rp bzw. Sq bezeichnet. 

c) Die Ringe R/pR und S/qS sind isomorph. 

d) Der Korper Sq/pSq ist algebraisch iiber seinem Primkorper und die Quotien- 
tenkdrper Q{Rp) und Q{Sq) von Rp bzw. Sq sind isomorph. 

Beweis. a) impliziert b). Jeder Isomorphismus von Rp auf Sq bildet das 
maximale Ideal irRp von Rp auf das maximale Ideal pSq von Sq ab und induziert 
daher einen Isomorphismus von Rp/irRp auf Sq/pSq. 

b) impliziert c). Weil R/pR zu Rp/wEp und S/qS zu Sq/pSq isomorph ist, 
sind R/pR und S/qS isomorph. 

c) impliziert a). Sind R/pR und S/qS isomorph, so sind es auch Rp/irRp 
und Sq/pSq. Weil R/Rp iiber seinem Primkorper algebraisch ist, gilt dies daher 
auch fiir die zuletzt genannten Korper. Weil die Charakteristiken von R und S 
von Null verschieden sind, sind nach 9.12 die Ringe Rp und Sq folglich zu den 
Ringen von formalen Potenzreihen iiber Rp/nRp bzw. iiber S/pSq isomorph. 
Daher sind Rp und Sq isomorph. 

Isomorphe Integritatsbereiche haben natiirlich isomorphe Quotientenkorper. 
Wir miisscn daher nur noch zcigen, dass a) cine Folgc von d) ist. Hierzu miissen 
wir auf den Satz zuriickgreifen, dass Hauptidealbereiche — und Rp und Sq 
sind ja solche — in ihren Quotientenkorpern ganz abgeschlossen sind. Dies 
bcdcutct, dass die in Q{Rp) licgendcn Nullstcllen eines Polynoms aus 
dessen Leitkoeffizient 1 ist, in Rp liegen. Dies zu beweisen, sei dem Leser als 
Ubungsaufgabe iiberlassen. Es ist eine einfache Folgerung aus dem Satz iiber 
die cindeutige Primfaktorzcrlcgung, der ja in Hauptidcalbereichcn gilt. Aus der 
Tatsache, dass Rp und Sq in ihren Quotientenkorpern ganz abgeschlossen sind, 
folgt, dass WiQiRp)) = WiRp) und W{Q{Sq)) = WiSq) ist. 

Es sei nun a cin Isomorphismus von Q{Rp) auf Q{Sq), also o{W{Rp)) = 
W{Sq). Setzt man K := W{Rp) U {0} und L := W{Sq) U {0}, so induziert a 
einen Isomorphismus des Korpers K auf den Korper L. Weil sowohl Rp/nRp als 
auch Sql pSq iiber ihren Primkorpern algebraisch sind, sind die Korper Rp/irRp 
und Sq/pSq isomorph, so dass b) und damit a) eine Folge von d) ist. Damit ist 
alles bewiesen. 
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Mit den Satzcn 9.13 und 9.14 crhaltcn wir daher zu jcdcr von vcrschicdcnen 
Charakteristik iiberabzahlbar viele Beispiele von Korpern Q{Rp), da GF(r) fiir 
jede Primzahl r iiberabzahlbar viele, nicht isomorphe, algebraische Erweiterung- 

en besitzt (Stcinitz 1910). 

Mit Z bczcichncn wir im folgcndcn den Ring der ganzcn Zahlcn. 

9.15. Satz. Es sei p eine Primzahl im Ring Z der ganzen Zahlen. Dann ist 
\W{Zp)\ =p—l, es sei denn, es ist p = 2. In diesem Falle gilt \ W{Z2)\ = 2. 

Bcwcis. Es sei (p der in 9.10 definierte Epimorphismus von W{Zp) auf 
GF(p)*. Ferner sei 1 7^ a € Kern((^). Nach 9.11 ist dann o(a) = mit 
einer natiirlichen Zahl n. Wir setzen /3 := a^*" . Dann ist o(/3) = p. Es 
wcrdc (3 cntsprechend 9.3 durch / dargestellt, wobei wir annehmen diirfen, dass 
< fi < ist fiir alle i. Es folgt 



fur alle i. Insbesondere folgt /i = 1. Es sei m die kleinste natiirliche Zahl, fiir 
die fm+i 7^ 1 gilt- Dann ist 



/f = 1 mod p' 



fm+l =fm + Vp"" = 



1 + vp' 



.m 



Wegen 1 < f^+i < P™"*"^ folgt < v < p. Nun ist 



fm+2 = fm+l + Wp" 



m+1 



und daher 



1 = /^+2 = fm+l +pF-'wp^+' ^ , 1 mod p^ 



m+2 



Ware m > 2, so folgte weiter 



1 = (1 + vp'^f = 1 + pvp"" mod p' 



m+2 



und dann 



= vpm + 1 mod p' 



m+2 




1 = 1+ pvp + 




und weiter 



= pvp + 





durch p teilbar, und es folgte wieder der Widerspruch 



v = mod p. Also ist p = 2. 



126 



Kapitel II. Die Struktursatze 



Es blcibt uns noch zu zeigen, dass a = —1 ist. Um dies zu zcigen, mussen 
wir zeigen, dass n = 1 ist. Dazu werde a ^emaB 9.3 durch g dargestellt. Weil 
^^ = 1^/3 ist, ist /3 = —1, dh., es ist = —1. Daher gilt insbesondere 

fjn — 1 

g2 = —I mod 4. 

Da —1 kein Quadrat modulo 4 ist, folgt hieraus n= 1, so dass in der Tat a = —1 
ist. Damit ist alles bewiesen. 

9.16. Satz. Es seien p und q zwei Primzahlen des Ringes Z der ganzen Zahlen. 
Genau dann sind die Quotientenkdrper Q{Zp) undQ{Zq) isomorph, wennp = q 
ist. 

Beweis. 1st p = q, so ist nichts zu beweisen. Wir nehmen daher an, dass 
die fraglichen Korper isomorph seien. Es gilt wieder W{Zp) = W{Q{Zp)) und 
W{Zq) = W{Q{Zq)). Aus der Isomorphie von Q{Zp) und Q{Zq) folgt natiirlich 
die Isomorphie W{Zp) und W{Zq), so dass mit 9.15 entweder p—l = q—l und 
damit p = q oder aber, falls wir q <p annehmen, g = 2 und p = 3 folgt. 

Um zu zeigen, dass Q{Z2) und Q{Z^) nicht isomorph sind, zeigen wir, dass 
das Polynom + x + 1 in Q{Z2,) eine Nullstelle hat, in Q{Z2) aber nicht. 
Letzteres ist sofort zu sehen. Ware namlich ^ eine Nullstelle dieses Polynoms in 
(3(^2), so lage C in Z2, da Z2 ja ganz abgeschlosscn ist. Dann ware aber C + 7rZ2 
eine Nullstelle dieses Polynoms iiber GF(2) im Widerspruch zu der Tatsache, 
dass dieses Polynom iiber GF(2) nur den Wert 1 annimmt. 

Setze /i := 1. Dann ist ff + /i + 1 = mod 3. Es sei n > 1 und es gebe 
fi e Z^ mit /f + /i + 1 = mod 3 fiir alle i < n, fiir die aufierdem noch gilt, dass 
/j+i = fi mod 3' ist fiir alle i < n. Es gibt dann eink G Z mit /^+/n + l = A;3". 
Setze fn+i := fn — ^3". Dann gilt zum einen fn+i = /„ mod 3" und zum 
Anderen 

fn+l = fn- 3/^fc3" + 3/„fc^32" - fc333n = f3 gn+l^ 

Daher ist 

fn+l +fn+i + l = f^ + fn-k3^ + l = mod 3"+^. 
Nach 9.3 folgt die Existenz eines rj G Z3 mit ?7(a„) = /„a„. Dann ist aber 

(r?-^ + + l)(a„) = (/^ + /„ + l)a„ = 0, 

so dass 7] in der Tat cine Nullstelle von x^ + x + 1 ist. Damit ist auch gezeigt, 
dass auch Q{Z2) und QiZ^) nicht isomorph sind. 

Dem Kenner wird nicht verborgcn gcblicbcn sein, dass wir in den Beweisen 
dcs Ictzten Satzcs mid des Satzes 9.10 Spezialfalle des henselschen Lemmas 
etabliert haben. Dem, der dieses Lemma nicht kennt, sei als gute Ubungsaufgabe 
empfohlen, dieses Lemma aus den beiden Beweisen herauszupraparieren und zu 
beweisen. Als Hinweis sei crwahnt, dass das henselsche Lemma eine Aussage 
iiber die Faktorisierung von Polynomen macht. Die hier iiber die Existenz von 
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NuUstellcn gewisser Polynome gemachtcn Aussagcn muss man also als Teil- 
barkeit durch Polynome (ersten Grades) interpretieren. 

Wir sind nun in der Lage, nicht isomorphe Quaternionenschiefkorper en 
masse zu konstruieren. 

9.17. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich und p sei ein Primelement von R. 



Ferner sei c & Rp und das Polynom x 



c sei aufgefasst als Polynom iiber 



Rp/nRp irreduzibel. 1st dann Hp der Zentralisator der beiden Matrizen 



/O 1 0\ 

c 1 

1 

Vo c 1/ 



und 



1 

1-1 

TT 

.TT -TT / 



im Ring der (4 x 4)-Matrizen iiber Q{Rp), so ist Hp ein Quaternionenschiefkor- 
per mit Z{Hp) = Q{Rp). Uberdies besteht Hp gerade aus den Matrizen 




mit a, /3, 7, ^ e Q{Rp). 

Bewcis. Fiir den Erfahrcncn ist cs cine langwciligc, fiir den Ungciibtcn cine 
niitzliche und dariiber hinaus eine gehaltvolle Ubung in Matrizenmultiplikation 
nachzuweisen, dass Hp gerade aus den zuletzt genannten Matrizen besteht. Man 
sieht dann, dass man diese Matrizen mit ihrer ersten Zcilc idcntifizicrcn kann. 
Sind (a, /3, 7, 5) und (a', j3' , 7', 5') zwei dieser Zeilen, so ergibt sich die erste Zeile 
des Produktes ihrer zugehorigen Matrizen zu 

a" = OLOL + c/3/3' + 7777' + 777^' — TTC^J', 
P" = a/3' + a'/3 + - 7r7(5' + 777'^, 
7" = a7' + + 7a' + 7^' - c&P', 
5" = + M + /3<5' - 7/3' + ^a'- 

Die Elcmcnte (C, 0,0,0) liegen natiirlich im Zentrum von _Hp, da sic ja Diago- 
nalmatrizcn darstellen, deren Hauptdiagonaleintrage alle gleich C, sind. Es sei 
(Cii C2, Csj C4) ein Element des Zentrums. Dann ist 



und 



(Ci, C2, C3, C4)(o, 1, 0, 0) = (cC2, Ci + C2, C3 - cC4, -C3) 



(0, 1, 0, o)(Ci, C2, Cs, C4) = (CC2, Cl + C2, CC4, Cs + C4)- 



KoefBzientenvergleich liefert Cs = 2cC4 und C4 = — ZCs- Hieraus folgt Cs = — 4cC3. 
Ware Cs nicht Null, so folgte —c=\ und damit 
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so dass dieses Polynom iiber Rp/irRp nicht irreduzibel ware. Also ist Cs = 
und damit auch C4 = 0. 
Waiter folgt 

(Ci,C2,o,o)(o,o,i,o) = (o,o,Ci,C2) 

und 

(0, 0, 1, o)(Ci, C2, 0, 0) = (0, 0, Ci + C2, -C2), 

so dass auch C2 = ist. Also besteht Z{Hp) aus genau den Elementen {(, 0, 0, 0). 
Es ist 

(a, 13, 7, 6) {a + (3, -/3, -7, -5) = {a^ + a/3 - c/?^ - Tr{j^ + - cS^),0, 0, 0) . 

Hieraus folgt, dass die zu (a, ^,7, J) gehorende Matrix sicher dann invertierbar 
ist, wenn 

(a^ + aP- c^^ - Tr{j'^ + jS- c6^) ^ 

ist. Es sei also 

{a^ +af3- - 7r(72 + 7,5 - cJ^) = 0. 

Indem wir diese Gleichung mit dem Quadrat des Hauptnenners der in sie einge- 
henden Koeffizienten multiplizieren, sehen wir, dass wir annehmen diirfen, dass 
sie in Rp liegen. Weil Rp ein Hauptidcalring ist, diirfen wir weiter annehmen, 
dass sie teilerfremd sind, falls sie nicht alle Null sind. Nun ist 

+ a/3 — c0^ = mod tt. 

Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitat von x"^ + x — c folgt hieraus, dass 
sowohl a also auch durch tt teilbar ist. Dann ist aber 

+ aP- = mod tt^, 

so dass 

7^ + 7(5 — c5^ = mod tt, 

ist. Hieraus folgt, dass auch 7 und 5 durch tt teilbar sind, so dass die Teilcrfremd- 
heit von a, (3, 7 und S nicht zu erreichen ist. Also sind alle diese KoefBzienten 
Null, so dass Hp in der Tat ein Korper ist. Da offensichtlich [Hp : Z{Hp)] = 4 
ist, ist Hp ein Quaternionenschiefkorper. Damit ist alles bewiesen. 

In dcni gcrade bewiescncn Satz steht einc Voraussctzung, deren Realisic^r- 
barkeit noch nicht geklart ist, namlich die Voraussetzung, dass c ein Element 
sei, fiir das x'^ + x — c iiber Rp/nRp irreduzibel ist. Um die anstehende Prage 
zu beantwortcn, bctrachtcn wir cincn Korper K der Charaktcristik p > 0, von 
dem wir annehmen, dass er algebraisch iiber seinem Primkorper sei. Wir setzen 

E{K) := {n I n e TV, GF(p") C K}. 

Dabci ist GP(p") C so zu verstehen, dass K einen zu GF(p") isomorphen 
Teilkorper enthalte. Dann hat E{K) die folgenden Eigenschaften: 
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a) Es ist 1 G E{K). 

b) Ist n e E{K) und ist m cin Teller von n, so ist m € E{K). 

c) Sind m,n e i^(-ftr), so ist kgV (m,n) G 

Ist umgckehrt M eine Menge von natiirlichen Zahlen mit den Eigenschaften 
a), b) und c), ist ferner p eine Primzahl, so gibt es bis auf Isomorphie genau 
eine algebraische Erweiterung K von GF(p) mit E{K) = M . 

Die Mengen M, die die Eigenschaften a), b) und c) haben, kann man auch 
folgendermai3en beschreiben. Ist 11 die Menge aller Primzahlen, so definieren 
wir durch 

a{q) := max{e | e € w, es gibt ein n G M mit n = mod q^} 

eine Abbildung von 11 in w U {oo}. Ist dann n € U!*, so ist genau dann n G M, 
wenn fiir alle q G 11 gilt: ist q'^ cin Teller von n, so ist e < a(q). Zu jeder 
algebraischen Erweiterung K von GF(p) gehort also eine solche Abbildung, die 
wir mit Uk bezeichnen. Ist Uk = ctL, so sind K und L isomorph. 

9.18. Satz. Es sei K eine algebraische Erweiterung von GF{p). Ist a/f(2) < 
00, so gibt es ein 7 G K , so dass das Polynom .x^ + a; — 7 irreduzibel ist. 

Beweis. Setze n := 2"^(^). Mit b) und der Definition von folgt, dass K 
einen zu GF(p") isomorphen Teilkorper L enthalt. Wir betrachten die durch 

/(A) A^ + A 

definierte Abbildung / von L in sich. Wegen /(O) = /(—I) = ist / nicht 
injektiv und folglich wegen der Endlichkeit von L auch nicht surjektiv. Es gibt 
also ein j G L mit 

A2 + A - 7 7^ 

fiir alle X £ L. Daher ist + a; — 7 iiber L irreduzibel. Hatte dieses Polynom 
eine NuUstelle k G K, so ware L[k] ein zu GF(p^") isomorpher Teilkorper von 
K und es folgte der Widerspruch 

2n = 2"^(2)+^ < 2"^(2' = n. 

Also ist + X — 7 auch iibcr K irreduzibel. 

Die Satze 9.18 und 9.17 zeigen, dass es Quaternionenschiefkorper gibt, dcren 
Zentrum zu Q{Zp), bzw. zu K{{x)), dem Korper der formalen Laurentrei- 
hen iibcr isomorph ist, wenn nur K eine algebraische Erweiterung eines 
endlichcn Primkorpcrs ist mit ax (2) < 00. Sind die Zentren zweier solcher 
Quaternionenschiefkorper nicht isomorph, so sind auch die fraglichen Quater- 
nionenschiefkorper nicht isomorph, so dass die friiheren Satze zeigen, dass es 
Quaternionenschiefkorper wie Sand am Meer gibt. Ist Hp einer dieser Korper, 
so ist die durch 

a(a, b, c, d) := {a + b, —b, — c, —d) 
definierte Abbildung a ein Antiautomorphismus von Hp. 
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Um zu schcn, dass cs sehr vielc Quatcrnionenschiefkorpcr gibt, hattc man 
sich nicht so anstrengen miissen. Hierauf inachte mich T. Grundhofer aufmerk- 
sam, von dem ich folgende Konstruktion lernte. Es sei Q ein Quaternionen- 
schicfkorper — den muss man haben — . Setze K := Z{Q). Schlicfilich sci L 
ein kommutativer Korper, der K, jedoch keine quadratische Erweiterung von 
K enthalte. Dann ist das Tensorprodukt Q ®k L ein Quaternionenschiefkorper 
mit Zentrum L. Nimmt man nun fiir L rein transzendente Erweiterungen von 
K, so erhalt man sogar Quaternionenschiefkorper beliebiger Machtigkeit. 

Es gibt noch eine dritte interessante Moglichkeit, Quaternionenschiefkorper 
zu konstruieren. Ist namhch K ein angeordneter Korper, so ist der Zentrahsator 
der beiden Matrizon 
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im Ring der der (4 x 4)-Matrizen iibcr K ein Quaternionenschiefkorper. Dies 
zu beweisen, sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. 



10. Projektive Raume mit Clifford- Par allelismus 

William Kingdon Clifford ist der Entdcckcr cincr bcmcrkcnswcrtcn Eigcnschaft 
des dreidimensionalen projektiven Raumes iiber dem Korper der reellen Zahlen, 
namlich der Eigenschaft dieses Raumes, zwei Parallelitatsrelationen auf der 
Mcngc dor Gcradon zu besitzen, die bcidc das cuklidischc Parallelcnpostulat 
erfiillen und dariiber hinaus eng miteinander verkniipft sind. Ohne weitere 
Motivation fangen wir nun an, wie in der Mathematik iiblich, das Pferd beim 
Schwanz aufzuzaumcn. 

Es sei G eine Gruppe und tt sei eine Partition von G. Aus diesen Daten 
machen wir wie folgt eine Inzidenzstruktur 7r(G). Die Punkte von 7r(G) sind 
die Elemente von G und die Geraden die Rcchtsrcstklassen Xg mit X E tt und 
g G G. Als Inzidenz nehmen wir die Relation G. Sind dann g und h zwei 
verschiedene Elemente von G, so ist gh~^ ^ 1, so dass es genau ein X G n gibt 
mit gh~^ E X. Es folgt g G Xh. Da auch h € Xh gilt, ist Xh cine Gerade durch 
die beiden Punkte g und h. Sie ist aber auch die einzige Gerade, die mit diesen 
beiden Punkten inzidiert. Sind namlich g, h G Yf, so gilt gf~^, hf~^ G Y und 
dahcr gh~'^ = gf~^{hf~^) G Y, so dass X ^Y ist. dann ist aber XhnXf ^ 
und folglich Xh = Xf. Man beachte, dass die durch 

x'^{g) := xg 

fiir alle x, g G G definierte Abbildung 7 ein Monomorphismus von G in die 
Kollineationsgruppe von tt{G) ist. 

Die Partition tt der Gruppe G heifie normal, falls fiir alle X G tt und alle 
g G G gilt, dass auch g^^Xg G tt ist. Ist tt eine normale Partition von G und ist 
Xg eine Gerade von 7r(G), so ist Xg = g{g~^Xg), so dass in diesem Falle die 
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Menge dcr Gcradcn von tt{G) auch gleich der Menge der Linksrestklassen nach 
den Komponenten von tt ist. 

Der Satz von Dandelin, den wir im ersten Kapitel bewiesen haben, ist nicht 
nur schon, er ist auch niitzlich, wie wir sehen warden. 

10.1. Satz. Es sei G eine Gruppe und n sei eine normale, nicht triviale 
Partition von G. Ist tt{G) eine irreduzihle projektive Geometrie, so ist tt{G) 
pappossch. 

Bcwcis. Zunachst bcachten wir, dass es in 7r(G) windschiefc Gcradcn gibt. 
Ist namlich X G n, so ist X G, da tt nicht trivial ist. Es gibt also ein 
g G G — X. Dann sind aber X und Xg zwei windschiefe Geraden. Hieraus folgt, 
dass dcr Rang von 7r(G) mindcstcns gleich 4 ist. 

Sind X und Y zwei verschiedene Komponenten von tt, sind gi, (/2, gs drei 
verschiedene Elemente aus Y — {1} und hi, /i2, drei verschiedene Elemente 
in X — {1}, so bildcn die Gcradcn Xgi, Xg2, Xg^^ und ft-iF, h2Y , h^Y cin 
Hexagramme mystique. Um dies cinzuschcn, sci zunachst Xgi = Xg^. Dann ist 

g^gk-^ eXnY = {1} 

und daher i = k, so dass die Geraden Xgi, Xg2 und Xg^ paarweise verschieden 
sind. Da sie verschieden sind, sind sie auch paarweise windschief. Analog sieht 
man dass die Geraden hiY, h2Y, h^Y — dies sind Geraden, da n normal ist 
— , paarweise windschief sind. Wegen 

higk G Xgk nhiY 

bilden sie also ein Hexagramme mystique. 

Es seien nun X und Y zwei verschiedene Geraden von 7t{G), die sich im 
Punkte s schneiden. Dann sind Xs~^ und Ys~^ zwei Geraden, die sich im 
Punkte 1 schneiden, so dass wir des weiteren annehmen diirfen, dass s = 1 ist. 
Dann sind aber X und Y zwei verschiedene Komponenten von tt. Sind nun 
gi, g2 und g^ drei verschiedene Punkte aus 1" — {1} und hi, ft.2 und h^ drei 
verschiedene Punkte aus X — {1}. so ist Xgi, Xg2, Xg^, hiY , h2Y , h^Y ein 
Hexagramme mystique, wie wir gcrade gesehen haben. Nach dem Satz 1. 1.10 
von Dandelin sind daher die Punkte 

(ffi + /i2)n(52 + fti) 

(32 + /la) n (53 + h2) 

(g3 + /ii)n(5i + /i3) 

kollincar, so dass in 7r(G), wie behauptet, der Satz von Pappos gilt. 

Bevor wir uns auf die Suche nach Gruppen G begeben, die eine normale 
Partition tt besitzen, so dass 7r(G) eine irreduzible projektive Geometrie ist, 

beweisen wir einen Satz von Karzel, der die Suche erheblich crleichtert. Der 
hier vorgetragene Beweis stammt von mir (Karzel 1965, Liineburg 1969a). 

10.2. Satz. Es sei G eine Gruppe und tt sei eine normale, nicht triviale 
Partition von G. Ist tt{G) eine irreduzihle projektive Geometrie, so ist G eine 
elementarabelsche 2-Gruppe oder es ist Rg(7r(G)) = 4. 



132 



Kapitel II. Die Struktursatze 



Bewcis. Wir dcfinicrcn die Bijcktion p von G auf sich durch := x~^. 1st 
dann Xg eine Gerade von 7r(G), so ist {Xg)P = g~^X wegen der Normalitat 
von TT ebenfalls eine Gerade von tt{G), so dass p eine Kollineation von 7r(G) 
ist. Ist /9 = 1, so ist G cine elementarabclsche 2-Gnippe. Es sei also p 1. 
Dann ist p eine involutorische Kollineation von n{G), die alle Geraden durch 
den Punkt 1 festlasst, so dass p eine ZentralkoUineation mit dem Zentrum 1 ist. 
Nach Satz 1.2 besitzt p daher eine Achse H. Ist x E H, so gilt offenbar .t^ = 1. 
Ist andererseits y ^ 1 = y^, so ist y ein von 1 verschiedener Fixpunkt von p und 
daher y G H. 

Es sei h £ H und / sei die Menge der mit h vertauschbaren Elemente aus 
H. Wir zeigen, dass 

I = {HnHh)U {h} 
ist. Es sei j G I und es gelte j ^ h. Dann ist jh ^ 1 und 

Daher ist nach obiger Bemerkung jh G H. Ferner folgt 

j = {jh)h GHnHh. 

Also ist 7 C (iJ n Hh) U {h}. Ist umgekehrt k € {H n Hh) U {h} und ist k ^ h, 
so gibt es ein x G H mit k = xh. Es folgt kh = x und weiter 

1 = a;2 = {khf, 

so dass kh = hk ist. Also ist fc e / und obige Gleichung damit bewiesen. 

Wir betrachten nun zusatzlich den Fall, dass p eine Elation ist. In diesem 
Fall hat p keinen Fixpunkt aufierhalb H. Es gilt also 

H = {x\xGG,x'^ = 1}. 

Man beachte, dass in diesem Falle jede Untergruppe von G, die in H enthalten 
ist, abelsch ist. 

FiS sei 1 ^ h G H und C bezeichne den Zentralisator von h in G, dh., die 
Menge aller mit h vertauschbaren Elemente von G. Der Zentralisator C von h 
ist natiirlich eine Untergruppe von G. Wir zeigen, dass C in H enthalten ist. 
Es sei U die Komponente von tt, die h enthalt. Weil U die beiden Punkte 1 
und h enthalt, folgt U C H. Es sei g E C und es gcltc g ^ U. Es sci V die 
Komponente von tt, die hg, und W die Komponente, die g enthalt. Dann ist 
V T^W, da sonst hGUnV = {1} ware. Also ist 

g^ = h^g^ = {hgf GVr\W = {1}, 

so dass g G H gilt. Dies zeigt, dass C <^ H ist. Nach dem, was wir weiter oben 
gesehen haben, ist also C = {Hr\Hh)U{h}. Wegen h = lh ist aber h G HdHh, 
so dass 

C = HnHh 
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gilt. 

Es sei (? e G — H. Dann ist H ^ Hg, da ja 5 = 1(? S Hg ist. Ware H 
eine Untergruppe von G, so folgte H n iJg' = und damit, da H und Hg ja 
Hypcrcbcncn sind, Rg(7r(G)) = 2 im Widcrspnich zu Rg(7r(G)) > 4. Also ist 
C =^ H, so dass G als Schnitt von zwei Hyperebenen den KoRg-Rang 2 hat. Es 
sei 1 7^ e G und D sei der Zentralisator von d in G. Dann ist G C £), da G 
abelsch ist. Weil audi D ein Untcrraum dcs Ko- Ranges 2 ist, folgt C = D. Es 
gibt nun ein e G H — C. Es sei der Zentralisator dieses Elementes. Dann ist 
also C ^ E und folglich C (1 E = {1}, wie wir gerade gesehen haben. Damit 
haben wir zwei Unterraume dcs Ko-Ranges 2 gefunden, die sich in genau einem 
Punkte schneiden. Hieraus folgt, dass der Rang von 7r(G) gleich 4 ist. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass p eine Streckung ist. Hier gilt 

H = {x\x €G,x^ = 1^ x}. 

Es sei h G H und / sei der Zentralisator von h in H. Dann ist, wie wir gesehen 
haben 

I = {HnHh)U{h}. 

Fcrncr gilt h ^ H O Hh, da andernfalls 1 G H ware. Der Rang von H n Hh ist 
mindestens 2. Es gibt also ein b G HdHh. Es folgt b = ah mit einem a G H. Es 
folgt h = ab und damit wieder ab = ba. Wir betrachten den Schnitt Ha fl Hb. 
Dann ist 

1 = aa = bb e Han Hb, 

da a und 6 ja in liegen. Wegen h = ab = ba ist auch h S HadHb. Es sei nun 
de Han Hb. Es folgt da, db e iJ. Also ist {daf = 1 = (db)^. Hieraus folgt 
ada = d~^ = bdb. Und weiter 

hdh = abdba = ad~^a = d, 

so dass d und damit Ha fl Hb im Zentralisator von h in G liegt. Es folgt 

HanHbnH CI ={HnHh)U {h}. 

Nun ist iJa n Hb fl ff ein Unterraum von 7r(G), der /i enthalt. Weil h nicht in 
n Hh liegt und jede Gerade, die h mit einem Punkt von H n Hh liegt, folgt 

HanHbnH = {h}. 

Dies impliziert wieder, dass der Rang von 7r(G) gleich 4 ist. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Es sei TT eine normale Partition der Gruppc G und 7r(G) sei cine projek- 
tive Geometric. Sind X und Y zwei Geraden von 7r(G), so heifien X und K 
rechtsparallel, falls es ein U G w und g, h G G gibt mit X = Ug und F = ?7/i. 
Die Geraden X und F heiBen linksparallel, falls es ein U G n und g, h G G gibt 
mit X = gf/ und F = ft,C/. Diese beiden Parallclitatsrclationen erfiillen offen- 
sichtlich das euklidische Parallelenpostulat. Sie sind Verallgemeinerungen der 
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oben erwahntcn clifFordschen Parallelitatsrelationen. Sie werden explizit nicht 

mehr auftauchcn. 

10.3. Satz. Es sei n eine normale, nicht triviale Partition der Gruppe G. 1st 
n{G) eine projektive Geometric, so gilt: 

a) 1st K eine Hypercbcne von Tr{G), so ist G = K~^K . Inshcsonderc ist G = 
HH , wobei H wieder Achsc dcr oben definicrtcn Zcntralkollincation p ist. 

b) Ist X G n, so ist X abelsch. 

c) G ist eine elementarahelsche 2-Gruppc oder es ist Z{G) = {1}. 

Beweis. a) Es sei g & G. Da der Rang von 7r(G) mindestens 4 ist, ist der 
Schnitt der beiden Hyperebenen K und Kg nicht leer. Es gibt also k, I G K 
mit k = Ig, so dass g ~ l^^k ist. 

b) Es sei 1 7^ 5 e X. Nach a) gibt es u, v G H mit g = uv. Es ist v G Xv 
und u = uvv = gv. Weil g ^ 1 ist, ist u ^ t;, so dass die Gerade Xv in H liegt. 
Daher ist {xv)'^ = 1 und damit vxv = fiir alle x G X. Hieraus folgt 

vxyv = {xy)~^ = y~^x~^ = vyvvxv = vyxv 

und dann xy = yx fiir alle x, y G X, so dass X abelsch ist. 

c) Es sei u cine Invohition von G und v sci cin mit u vertauschbarcs Element 
von G. Dann liegen u und v entweder in der gleichen Komponente von tt oder 
aber es ist v"^ = 1. Sind namlich V, W G w und gilt v gV und uv gW, so ist 
V und daher 

= (uvf evnw = {1}. 

(Dieser Schluss wurdc nun schon so haufig gczogcn, dass or es cigentlich verdient 
hatte, als Hilfssatz formulicrt zu werden.) 

Ist nun 1 g G Z(G), so gibt es eine Involution in G, die nicht in der 
gleichen Komponente wic g licgt. Nach der Vorbemerkung ist also g^ = 1, so 
dass Z{g) cine clcmcntarabclschc 2-Gruppc ist. Ware nun p nicht die Idcntitat, 
so lagc Z{G) — {1} in dcr Achsc H von p und die Elcmcntc auBcrhalb H hatten 
nicht die Ordnung 2 im Widerspruch zu unscrcr Vorbemerkung. 

Wir Ziehen nun einige interessante Folgerungen aus Satz 10.2. Zunachst eine 
geometrische, die wir durch den folgenden Satz vorbereiten. 

10.4. Satz. Es sei G cine Gruppe und U cine Teilmcnge von G mit \U — > 
2. Gilt dann U~^x = U fiir alle von 1 verschiedenen x G U, so ist U eine 
Untergruppe von G. 

Beweis. 'Es sei H := {g \ g G G, Ug = U}. Dann ist H eine Untergruppe 

von G. Es sci u E U. Es gibt dann ein v G U mit w 7^ 1, u. Es folgt U = U~^v. 
Es gibt daher ein x G U mit u = x~^v. Wegen u 7^ w ist a; ^ 1 und daher 
U = U-'^x. Somit ist C/-^ = Ux''^. Es folgt 

U = U-^v = Ux-^v = Uu 

und weiter uG H. Es ist also UGH. Weil H eine Gruppe ist, folgt C H. 
Aus der Definition von H folgt schliefilich UU~^ C U. Dies zeigt, dass U eine 
Untergruppe von G ist. 
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10.5. Satz. Es sei G eine Gruppe und die Elemente von G seien gleichzeitig 
die Punkte einer irreduziblen projektiven Geometrie A(G) mit Rg(A(G')) > 3. 
Fiir alle g G G sei die durch x'^^^^ := xg definierte Abbildung K{g) von G in 
sich eine Kollineation von A(G). 1st dann auch die durch := x~^ definierte 
Abbildung p eine Kollineation von A(G'), so ist die Menge tt der Geraden durch 
den Punkt 1 — die Geraden als Punktmengen aufgefasst — eine normale Par- 
tition von G, und tt{G) ist die Geometrie aus den Punkten und Geraden von 
A(G). Insbesondere ist G also eine elementarabelsche 2-Gruppe oder aber es ist 
Rg(A(G)) = 4. 

Beweis. Ist J7 e tt, so ist |C/ — {1}| > 2, da die Geraden einer irreduziblen 
projektiven Geometrie mindestens drei Punkte tragen. Ferner folgt, da p eine 
Kollineation ist, dass auch G w gilt. Es sei 1, x G U. Dann ist 1, x~^ G 
U~^x eine Geradc durch die Punkte x und 1. Da auch U cine Gcradc chirch diese 
beiden Punkte ist, folgt U~^x = U. Nach 10.4 ist U daher eine Untergruppe 
von G, so dass tt eine Partition von G ist, da jeder von 1 verschiedene Punkt 
von A(G) auf genau einer Geraden durch 1 liegt. Dicsc Partition ist wegen 
Rg(A(G)) > 3 nicht trivial. Wcgen gx = x'"^^^ ^"^f ist die Abbildung x gx 
ebcnfalls cine Kollineation von A(G). Hieraus folgt g^^Ug G tt fiir allc U E tt. 
somit ist TT cine normale Partition von G. Weil die Gruppe der Kollineationen 
K{g) auf clcr Mcngc der Punkte von A(G) transitiv opcricrt, folgt schliefilich, 
dass 7r(G) die Geometrie aus den Punkten und Geraden von A(G) ist. Die 
restlichen Behauptungen folgen nun aus 10.2. 

Die weiteren Folgerungen sind algebraischer Natur, so dass die Geometrie 
auch einmal andcren Tcilen der Mathcmatik dient, was selten genug vorkommt, 
wie schon zu Beginn von Abschnitt 4 dcs Kapitcls I bcmcrkt wurdc. 

10.6. Satz. Es sei M ein Korper und K sei ein in Z{M) enthaltener Teilkdrper 
von M. Hat jedes a G M — K ein Minimalpolynom des Grades 2 iiber K, so 
gilt eine der folgenden Aussagen: 

a) Es ist K = M. 

b) Es ist [M:K]= 2. 

c) Es ist Z{M) = K und M ist ein Quaternionenschiefltorper iiber K . 

d) Der Korper M ist kommutativ, die Gharakteristik von M ist 2 und M ist 
eine rein inseparable Erweiterung von K mit a^ G K fiir alle a G M. 

Beweis. Ist [M : K] < 2, so licgt cincr der beiden Fallc a) oder b) vor. Es 
sei also [M : K] > 3. Setze G := M*/K*. Da K im Zentrum von M liegt, 
ist K* ein Normalteiler von M* , so dass G eine Gruppe ist. Die Elemente von 
G sind die Restklassen mK* mit m E M* , so dass die durch ip{mK) := mK* 
definierte Abbildung eine Bijektion der Menge der Punkte von Lx(M) auf G 
ist. 

Es sei X eine Geradc von Lj^{M) durch den Punkt K. Ferner sei a G X — K. 
Dann ist X = K + Ka. Weil das Minimalpolynom von a iiber K den Grad 2 
hat, ist X ein Korper. Ist umgekehrt Y eine in M liegende, quadratische Er- 
weiterung von if, so ist Y eine durch K gehende Gerade von Lk(M). Es folgt, 
dass die Menge der Punkte einer Geraden durch K unter (p auf die Menge Y*/K* 
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abgcbildct wird, wobci Y dcr Korpcr ist, dcr die fraglichc Gcradc reprasentiert. 
Es folgt, dass die Menge tt der Gruppen Y* / K* , wobei Y eine in M liegende 
quadratische Erweiterung von K ist, eine Partition von G ist. Die Partition tt 
ist abcr auch normal, da inncrc Automorphismen von Ad quadratische Erwcitc- 
rungen von K auf ebensolche abbilden. Sind nun aK und bK zwei Punkte von 
Lx(M), so wird durch x'^ := xa~^b, da K im Zentrum von M liegt, eine bijek- 
tive lineare Abbildung von M auf sich definiert mit {aK)" = bK. Dies konnen 
wir so interpretieren, dass G auf der Menge der Punkte von Lk{M) transitiv 
operiert. Aus all dem folgt nun, dass 7r(G) eine Beschreibung der Inzidenzstruk- 
tur aus den Punkten und Gcradcn von Lx{M) ist. Mit Satz 10.2 erhalten wir 
daher, dass G eine elementarabelsche 2-Gruppe oder dass Rg(7r(G)) = 4 ist. 

Es sei G keine elementarabelsche 2-Gruppe. Dann ist Z{G) = {1} nach 10.3. 
Hieraus folgt Z{M) = K, so dass Ad ein Quaternionenschiefkorper iiber K ist. 

Es sei G eine elementarabelsche 2-Gruppe. Dann ist & K fiir alle a S Ad. 
1st a G Ad — K, so ist also 

2a = (a + 1)^ - - 1 e K. 

Dies impliziert, dass die Gharakteristik von Ad gleich 2 ist, da wegen 2 G K sonst 
a e 2~^K = K ware. Es seien a, 6 e Ad*. Weil G abelsch ist, ist b~^ab e K[a]. 
Es gibt also k, I E K mit b~^ab = k + la. Hieraus folgt aba~^ = kba~^ + lb. 
Andererseits ist natiirlich auch aba~^ S K[b]. Es folgt kba~^ G K[b]. Ist 
a e K[b], so ist ab = ba. Es sei also a ^ K\b]. Dann ist = und somit 
b~^ab = la. hieraus folgt, da G K gilt, 

2 i-l 2i, j2 2 

a =b a b = I a . 

Da die Gharakteristik 2 ist, impliziert dies 1 = 1. Also gilt auch in diesem Falle 
ab = ba, so dass Ad als kommutativ erkannt ist. Damit ist alles bewiesen. 

Man beachte, dass im Fall d) der Rang von Ad iiber K eine Potenz von 2 
ist, falls er endlich ist. 

Der Beweis von 10.6 zeigt, wie man sich Gruppen G mit einer Partition 
TT verschaffen kann, so dass 7r(G) eine projektive Geometrie ist. Eine nahere 
Analyse zeigt, dass dies bereits alle Beispiele sind. Diese Analyse werden wir 
jedoch nicht durchfiihren. Der an ihr interessierte Leser sei an Karzel 1965 
verwicscn. 

Wir zeigen eine weitere Folgerung aus den bisherigen Entwicklungen, die sich 
auf Quaternionenschiefkorper der Gharakteristik 2 bezieht. Sie ist Spezialfall 

eines vicl allgcmcinercn Satzcs. Da wir sic hicr jedoch gratis bckommen, — for 
love, wic OS im Englischcn so poctisch hcii3t, woUcn wir sic hicr formulicrcn. 

10.7. Korollar. Es sei Ad ein Quaternionenschiefkorper iiber K und die 
Charakteristik von Ad sei 2. Seize 

H -.^ {a\ae Ad,a'^ G K}. 

Dann ist H eine Hyperebene des K-Vektorraumes M. 
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a) Fiir a € H — K ist K[a\ eine inseparable Erweiterung des Grades 2 von K . 

b) Fiir a € M — H ist K[a] eine separable Erweiterung des Grades 2 von K . 
M enthdlt also sowohl inseparable als auch separable Erweiterungen des Grades 
2 von K. 

Beweis. Setze G := M* /K* und tt sei die im Beweis von 10.6 beschriebene 
Partition von G. Weil M nicht kommutativ ist, ist G nach 10.6 keine ele- 
mentarabclschc 2-Gruppc. Also ist die gP := g~^ definicrtc Abbildung p eine 
involutorische Perspektivitat von tt{G). Weil die Charakteristik von K gleich 2 
ist, konnen die Streckungsgruppen von n{G), da sie zu K* isomorph sind, keine 
Involutioncn enthalten. Also ist p eine Elation. Daher gilt fiir die Achse A von 
p die Gleichung 

A = {g\gGG, g^ = l}. 

Der im Satz definierte Unterraum H des ii'-Vektorraumes M ist offenbar der A 
entsprechende Unterraum von M. 

1st a G H — K, so ist S K, so dass K[a] eine inseparable Erweiterung von 
K ist. 1st b £ M — H, so ist b^ ^ K, so dass K[b] eine separable Erweiterung 
von K ist. Damit ist alles bewiesen. 

Es sei K ein angeordneter, kommutativer Korper. Wir nennen K reell ab- 
geschlossen, falls jedes Polynom ungeraden Grades iiber K eine NuUstelle in K 
hat. Prominentestes Beispiel eines reell abgeschlossenen Korpers ist der Korper 
der reellen Zahlen. Der zweite Beweis, den Gaufi fiir den Fundamcntalsatz der 
Algebra gab, lasst sich auf reell abgeschlosscnc Korper iibertragen, so dass also 

K[x]/{x'^ + l)K[x] 

algebraisch abgeschlossen ist, falls nur K reell abgeschlossen ist. In einem reell 
abgeschlossenen K5rper ist jedes positive Element ein Quadrat, so dass reell 
abgeschlossene Korper nur eine Anordnung besitzen. 

Ferner haben alle iiber K irreduziblen Polynome den Grad 1 oder 2. Dies 
ist der Schliissel zum Beweise des folgenden Satzes, der fiir den Fall des Korpers 
der reellen Zahlen von Frobenius stammt (Frobenius 1877). 

10.8. Satz. Es sei M ein Korper und K sei ein reell abgeschlossener Korper 
mit K C Z{M). Ist dann [M : K] <oo, so gilt einer der folgenden Fdlle: 

a) Es ist M = K. 

b) M ist der algebraische Abschluss von K . 

c) M ist der bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Quaternionenschiefkorper 

■iiber K. 

Beweis. Da cin angeordneter Korper die Charakteristik hat, folgt mit 10.6, 
dass [M : K] = 1, 2 oder 4 ist, da irreduziblc Polynome iiber if ja den Grad 
1 oder 2 haben. Im ersten Fall ist M = K. Im zweiten Fall folgt aus dem 
oben Refericrtcn, dass M der algebraische Abschlufi von K ist. Es gelte also 
[M : K\ = A. Dann ist M ein Quaternionenschiefkorper iiber K. Es bleibt zu 
zeigen, dass M bis aus Isomorphie eindeutig bestimmt ist. 

Es sei H die Vereinigung iiber alle aK mit a <^ K und G K . Die schon 
verschiedentlich benutzte Perspektivitat p zeigt, dass H eine Hyperebene des 
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ii'-Vcktorraumcs M ist. 1st a ^ K und o,^ G K, so ist das Polynom — a^ iiber 
K irreduzibel. Weil K reell abgeschlossen ist, folgt hieraus 

= -e 

mit einem positiven k G K. Setzt man b := k~^a, so folgt ft-fC = aK und 
6^ = —1. Hieraus folgt 

H= [j hK. 

beM, 62 + 1=0 

(An dieser Stelle sieht man sehr schon, dass es die Kommutativitat ist, die 
erzwingt, dass ein Polynom iiber einem kommutativen Korper hochstens so viele 
NuUstellcn bcsitzt, wic dcr Grad dcs Polynoms angibt, da im vorliegenden Falle 
das Polynom a;-^ + 1 ja unendlich viele NuUstellen hat.) 

Es sei i G H und es gelte b"^ = —1. Ist ib = —bi, so setzen wir j := b. Es sei 
lb ^ —bi. Wegen 

ih + bi = {i + bf -i^-b'^ 

ist ib + bi G K. Wir machen nun nach dem Vorgang von Fibonacci den falschen 
Ansatz A := ib + bi und /x := 2, der uns dann doch zum rechten Ziele fiihrt. Mit 
diesem Ansatz folgt 

i{\i + lib) + {Xi + iib)i = -2A + n{ib + hi) = 0. 

Weil A und n nicht Null und i und b linear unabhangig sind, ist {Xi + ^b)K 
ein von iK verschiedener Punkt in H . Wie wir oben gesehen haben, gibt es ein 
j e {Xi + nh)K mit = —1. Es folgt, dass ij ~ —ji ist. Es folgt weiter 

(ij)2 = ijij = -jiij = (-1)3 = _i 

und damit j € K[i] Ci H = iK. Dieser Widerspruch zeigt, dass i, j, ij eine Basis 
von H ist. Folglich ist 1, i, j, ij eine Basis von M. Hieraus folgt alles Weitere. 

Dcr Bcwcis dcs Ictztcn Satzcs zcigt auch, dass cs iibcr cincm angcordncten 
Korper, dessen positive Elemente allesamt Quadrate sind, bis auf Isomorphic 
nur einen Quaternionenschiefkorper gibt. 

Nach Satz 8.1 ist L{V) genau dann sclbstdual, wcnn dcr Rang von V cndlich 
ist und wenn aul3erdem der L(y) zu Grunde liegende Koordinatenkorper einen 
Antiautomorphismus gestattet. Daher ist es interessant, auch nicht kommuta- 
tive Korper zu kcnncn, die cincn Antiautomorphismus bcsitzcn. Es ist nun nicht 
schwer zu sehen, dass alle von uns konstruierten Quaternionenschiefkorper einen 
involutorischen Antiautomorphismus haben. Wir werden zeigen, dass sogar alle 
Quaternionenschiefkorper einen solchen besitzen. Dazu beweisen wir zunachst: 

10.9. Satz. Ist M ein Quaternionenschiefkorper iiber K , so gibt es Elemente 
i, j, k G M und Elemente j, 6 G K, so dass 1, i, j, k eine Basis des K- 
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Vektorraumes M ist und die folgenden Relationen gelten: 



e 


= i + 7, 


ij 


= k, 


ik 


= k + -fj, 




= 3~k, 


f 


= s, 


jk 


= 5 — Si, 


ki 


= -13, 


kj 


= 5i, 


k^ 


= — J 6. 



Beweis. Wir beginnen den Bewcis iiiit dor folgenden Bemerkung. Sind u, 
V € M, so ist € Ku + K und v"^ € Kv + K sowie {u + e K{u + v) + K. 
Hieraus folgt, dass 

uv + VU G Ku + Kv + K 

ist. 

Ware & K fiir alle x e M, so ware M* /K* eine elementarabelsche 2- 
Gruppe. Wie der Beweis von 10.6 zeigt, ware M ein kommutativer Korper im 
Widerspruch zu unserer Voranssctzung. Es gibt also ein y G M mit ^ K. Es 
gibt somit Elemente r, s £ K mit r ^ und = ry = ry + s. Setze i := yr~^ 
und 7 := sr"^. Dann ist 

I = y r = [ry + sjr = z + 7. 

-ftTi + K ist ein kommutativer Teilkorper von M . Es gibt folglich ein z € M , 
welches nicht m Ki + K liegt. Nach der eingangs gemachten Bemerkung gibt 
es r, s, t G K mit 

iz + zi = ri + sz + t. 
Es gibt ferner ein u G K mit z"^ ~ uz € K. Sind I, m £ K, so folgt 

— (/i + ma:)^ + (Z + mr)li + {mu + ls)mz 

= ~ i) ~ m^iz^ — uz) — ml{iz + zi — ri — sz). 

Dies zeigt, dass 

— {li + mz)'^ + (/ + mr)li + {mu + ls)mz e K 
ist. Es gibt auch ein v G K mit 

{li + mzY — v{li + mz) G K. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt 



{I + mr — v)li + {mu -\-ls — v)mz € K. 
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Weil 1, i, y iiber K linear unabhangig sind, folgt 

{I + mr — v)l = = {mu + ls — v)m. 

Letztere Gleichung gilt fur alle I, m € K, da, I und m ja irgendwelche Elemente 
von K waren. Wahlt man insbesondere I und m in K*, so folgt 

I + mr = V = mu + Is. 

Dies hat wiederum 

1{1 — s) = m{r — u) 
zur Folge. Mit I = m = l folgt 

1 — s = r — u. 

Weil K das Zentrum von M ist, ist K nicht endlich. Es gibt also ein I G K* — {1}. 
Mit m = 1 folgt 

1{1 — s) = r — u = 1 — s, 
so dass s — 1 = und daher s = 1 und r = u ist. Also ist 

iz + zi = ri + z + 1 

und 

z"^ -rz € K. 
In (1) ist 47 + 1 ^ 0, sonst ware namlich 

{2i - 1)2 = 41^ - 4i + 1 = 4(i + 7) - 4i + 1 = 

und folglich 2i — 1 = 0. Dies hatte 2^0 und dann den Widerspruch i & K zur 
Folge. Wir setzen nun 

j ■- z-{r + 2t)(47 + 1)-^^ + (i - 2r7)(47 + 1)~\ 

Unter Benutzung von (2) und (1) crhalt man nach einfacher Rechnung 

ij + ji = j- 

Driickt man nun z gcmiifi (4) durcli i und j aus und bcrcchnct — rz, so crhalt 
man unter Benutzung von (5) und (1), dass die KoefSzienten bei j und i Null 
sind, dh., man erhalt eine Gleichung der Form 

z'^ — z = y'^ + w 

mit einem w G K. Setzt man S := z"^ — z — w, so folgt mit (5), dass 6 G K gilt. 

Ware ij £ Ki + Kj + K, so gabe es u, v, w G K mit ij = ai + vj + w. Es 
folgte 

{i — v)j = ai + w G Ki + K. 
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Wcgcn j ^ K folgtc i — V = unci damit dcr Widerspruch i G K. Dies zeigt, 
dass 1, i, j, ij eine Basis von M liber K ist. Setze k := ij. Es gilt nun, die 
neun Relationen des Satzes herzuleiten. Die erste ist bereits nachgewiesen und 
die zweite ist Inhalt der Definition von k. Es ist 

ik = i^j = {i + 7) j = k + 7j. 

Mit (5) folgt 

ji = j- ij =j-k. 

Dass = S ein Element von K ist, wurde dem Leser iiberlassen nachzurechnen. 

Es ist 

jk = jij = {j - = f - if = 5- Si, 
da d ja im Zentrum K von M liegt. Welter ist 

ki = iji = i{j - ij) = ij - {i + 7)j) = -jj 

und 

kj = ij^ = Si. 

Schliefilich ist 

k^ = ijij = i{j — ij)j = i{S — iS) = iS — {i + "f)S = —^S. 

Damit ist alles bewiesen. 

Mittels der in 10.9 notierten Relationen verifiziert man, dass Folgendes gilt: 

Ist 

{a + U + cj + dk){a' + b'i + c'j + d'k) = a" + b"i + c"j + d"k, 

so ist 

a" = aa' + bb'j + cc'5 + cA'5 - dd'jS 
b" = ab' + ba' + bb' - cd'6 + ddS 
c" = ad + co! + bd!^ + cb' - db'-y 
d" = ad' + da' + bd + bd' - cb'. 

10.10. Satz. Es sei M ein Quaternionenschiefkorper iiber K und 1, i, j, k sei 
die in 10.9 beschriebene K-Basis von M. Ist x = z + ui + vj + wk mit z, u, v, 
w G K und setzt man 

x" := z + u— {ui + vj + wk), 

so ist a ein involutorischer Antiautomorphismus von M. 

Ist Cliar(i4') 7^ 2, so sind die Fixelemente von a genau die Elemente von K . 
Ist Char(isr) = 2, so sind die Fixelemente von a genau die Elemente mit w = 0. 

Beweis. Dass a involutorisch ist, ist unmittelbar zu sehen. Ebenfalls, dass 
(x+2/)a = ist. Ebenso ist die Aussage iibcr die Fixelemente von a wegen 

der linearen Unabhangigkeit von 1, i, j, k banal. Das einzige, nicht triviale, was 
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nachzuweiscn ist, ist, dass {xy)" = 7y".x" ist. Dazu berechnc man mittcls der 
vor Satz 10.10 aufgelisteten Relationen fiir x, y € M einmal (a;y)" und zum 
anderen y"a;", um herauszufinden, dass die beiden Ergebnisse iibereinstimmen. 

Ist M ein Quaternionenschiefkorper der Charakteristik 2, so bilden die Fix- 

clcmcntc dcs in Satz 10.10 beschricbcnc Antiautomorphismus a. cincn Untcr- 
raum des Ranges 3 des Z(M)-Vektorraunies M. Daher wird M als Korper von 
diesen Fixelementen erzeugt. Ist die Charakteristik von M von 2 verschieden, so 
machcn die Fixclcmcntc von a. gcradc das Zcntrum von M aus. Dicsc Situation 
ist typisch fiir Quaternionenschiefkorper mit von 2 verschiedener Charakteristik, 
wie der nachste, von Dieudonn stammende Satz zeigt. 

10.11. Satz. Es sei K ein Korper und a sei ein Antiautomorphismus von K 
mit = 1. Setze 

L:={x\xe K,x"=x}. 
Dann gilt einer der folgenden Fdlle. 

a) Der Korper K ist kommutativ, L ist ein Teilkdrper von K und [K : L] <2. 

b) L ist das Zentrum von K und K ist ein Quaternionenschiefkorper iiher L 
mit von 2 verschiedener Charakteristik. 

c) K wird von L erzeugt. 

Beweis. Ist K kommutativ, so ist a ein Antiautomorphismus von K. In 
diesem Fallc ist L ein Tcilkorpcr von K und cs gilt nach bekannten Satzen, dass 
der Grad von K iiber L hochstens 2 ist, dh., es gilt a). 

Es sei des Weiteren K nicht kommutativ. Wir nehmen zunachst an, dass 
L C Z{K) gelte. Dann ist L ein Teilkorper von Z{K). Wegen 

(fc + k")" = k°' + k"^ = k + k°' 

und 

{k°'k)°' = k°' + fc"' = k"k 

ist 

fiir alle k G K. Nun ist 

k'^ -{k + k°')k + k"k = 

fiir alle k G K. Nach 10.6 ist daher K ein Quaternionenschiefkorper iiber L, da 
wir K als nicht kommutativ vorausgesetzt hatten. Es bleibt zu zeigen, dass die 
Charakteristik von K nicht 2 ist. 

Wir nehmen an, dass die Charakteristik von K gleich 2 sei. Setze 

H:={a\aeK, e K}. 

Dann ist H nach 10.7 eine Hyperebene des Z(iir)-Vektorraumes K. OfFcnbar 
wird H von a invariant gelassen und a induziert eine semilineare Abbildung 
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auf dcm Z(ii')-Vcktorrauni H. Es sei 7^ a e H. Dann ist G ^i^) und 
andererseits auch aa" S i C Z{K). Es folgt 

Dies besagt, dass a alle Punkte von H festlasst. Nach Satz III. 1.2 gibt es daher 
ein k £ Z{K) mit h°' = hk fiir alle h G H. Insbesondere ist dann 1 = 1" = fc. 
Folglich ist h" = h fiir alle h G H im Widerspruch zu unserer Annahme, dass 
L C Z{K) gilt. Also gilt auch b). 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass L % Z{K) gilt. Es sei R der von L 
erzeugte Teilring von K. Ist 7^ r G R, so ist auch r" € R. Sctzc d := rr". 
Dann ist 7^ d € L. Folglich ist auch € L C R. Dann ist aber auch 

so dass i? sogar ein Korper ist. Wir wollen zeigen, dass R = K ist. Dazu 
nehmen wir an, dass dies nicht der Fall sei. Es sei a G — R. Es sei u G R. 
Dann ist 

au + u^a" = au+ (au)" € L. 

Es folgt 

au - u"a = au + u"a"' - u"{a + a") e R. 
Andererseits ist auch 

u"a - au" = u°'a + a"u - (a" + a)u°' e R. 

Somit ist schliefilich a{u — u°') S R. Weil a nicht in R liegt, folgt = u. Somit 
ist i? C L und damit R = L, so dass L ein Korper ist. Sind u, v G L, so ist 
auch uv G L und es gilt 

uv = {uv)" = v°'u°' = vu, 

so dass L ein kommutativer Korper ist. 

Durch D{u) := au — u^a wird, wie schon gesehen, eine Abbildung von R in 
sich definiert. Weil R = L ist, ist also 

D{u) = au — ua. 

Es sei zunachst Char(i^) 7^ 2. Dann ist 

a= i(a + a") + i(a-a"). 

Das Element a — a" ist nicht in R. Wir konnen daher a durch a — a" ersetzen. 
Es ist dann a" = —a und demzufolge = —aa" G R. Es ist 

D'^{u) = a{au — ua) — au — ua)a = a^u — 2aua + uc? G R. 

Wegen o^u G R ist daher aD{u) G R. Weil R ein Korper ist und a nicht in R 
liegt, ist daher D{u) = 0, so dass au = ua ist. Dies zeigt, dass jedes u G R mit 
jedem a G K vertauschbar ist, fiir das a" = —a ist. Nun ist aber 

a= i(a + o") + Ka-a"), 
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so dass a die Summe eines Elementcs b E R und einem Element c mit c" = — c 
ist. Weil R kommutativ ist, ist daher jedes u £ R mit alien a G K vertauschbar. 
Also liegt R und damit L im Zentrum von K im Gegensatz zu unserer Annahme. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass Cliar(ii') = 2 ist. Es sei wieder a G 
K - R. Setze 

y := ai? + R. 

Dann ist V ein Rechtsvektorraum iiber R. Wir zeigen, dass V ein Teilkorper 

von K ist. Dazu ist zu zeigen, dass V multiplikativ abgcschlossen ist und dass 
das Inverse eines von Null verschiedenen Elementes aus V wieder zu V gehort. 
Es ist 

= a{a + a") — aa" 

und a + a", aa" G R, so dass a'^ E V gilt. 

Als Nachstes zeigen wir, dass auch ra gV ist fiir alle r G R. Dazu diirfen wir 
natiirlich annehmen, dass r ^ ist. Von den im Folgenden zu betrachtenden 
Elementcn aus L nehmen wir an, dass sie von Null verschieden sind. Es sei 
u G L. Dann ist 

au + ua" = au+ {au}" G L. 

Hieraus folgt weiter 

au — ua = au + ua" — u{a + a") G R. 
Es sei n > 1, es seien ui, . . . , Un G L und es gelte 

aUi ■ ■ ■ Un-l — Ui - ■ ■ Un-lCl G V. 

Weil die Uj allesamt als von Null verschieden angenommen sind, ist aR = 
aui ■ ■ ■ Un-iR- Wir konnen und werden daher in dem vorangegangenen Ar- 
gument a durch aui ■ ■ ■ Un-i ersetzen. Man erhalt dann, dass 

aui ■ ■ - Un — u„ui ■ ■ ■ u„-ia G V. 

liegt. Weil R kommutativ ist, folgt weiter, dass auch 

aui ■ ■ - Un — ui - ■ ■ u„a G V 

liegt. Da R als Ring additiv abgcschlossen ist, folgt schliefilich, dass 

ar — ra G V 

fiir alle r G R gilt. Dies impliziert wiederum, dass ra G V ist fiir alle r G R. 
Weiter folgt, dass 

(or + s){ar' + s') = arar' + ars + sar' + ss' 
= a^rr' + at + t' 

ist mit t, t' G R. Weil a^ gV ist, folgt, dass V multiplikativ abgcschlossen ist. 
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Es ist a + a" e i = R. Hieraus folgt, dass 

a" eaR + R = V 

ist. Es folgt weiter, dass x" G V ist fur alio x e V. 1st nun 7^ a; G so ist 
d := xa;" G L. Dann ist auch G L und folglich = x"d~^ S V. Damit 
ist gezeigt, dass V ein Korper ist. 
Es gilt 

a{a + a°')a + aa"a = = a^{a + a") + a^a". 

Also ist 

aD{a + a°')=D{aa°') G iZ. 

Hieraus folgt D{a + a") = und dann auch D{aa"') = 0, so dass a mit a + a" 
und aa" vertauschbar ist. Setze b := a + a" und c := aa". Dann ist 

(a6-i)2 = aH-^ = {ah + c)b-^ = ab'^ + cb'^. 

Ersetzt man a durch ab~^, so ist also a + a" = 1 und daher 

= a + aa". 

Uberdies ist a mit aa" vertauschbar und es gilt nach wie vor V = aR + R. 

Es sei Z der Zentralisator von a in R. Weil R kommutativ ist, liegt Z im 
Zentrum von V. Es sei x € R. Dann ist wegen = a + aa" und aa" e R und 
well die Charakteristik ja 2 ist, 

= I?(aa; — xa) 
= Cb'x — axa — axa + xa} 
= (a + aa°')x + x{a + aa") 
= D{x) 

fiir alle x G R. Also ist 

D{D{x)+x) = 0, 
so dass D{x) + x G Z gilt fiir alle x G R. Hieraus folgt 

D{x)x - xD{x) = {D{x) + x) x — X {D{x) + a;) = 0. 

Weiter folgt 

D{x'^) = D{x^) - 2xD{x) = D{x)x - xD{x) = 0. 

Also ist x"^ G Z fiiv alle x G R. Es sei u gV. Dann ist u = ar + s mit r,s G R. 
Es folgt, da e Z und a + a" = 1 ist, 

uu" = {ar + s){ra°' + s) 

= ar^a" + ars + sra°' + 

= aa"r^ + D{rs) + rs{a + a") + 

= aa"r^ + D{rs) +rs + s^. 
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Wir haben schon gesehen, dass aa" mit a vcrtauschbar ist. Da aa" auch in R 
liegt, ist aa" ein Element von Z. Weil auch r^, und D{rs) + rs in Z liegen, 
ist uu" fiir alle u gV ein Element von Z. Weiter gilt 

u + = ar + s + ra" + s = ar + ra + r{a + a") — D{r) + r, 

so dass auch u + fiir alle u&V ein Element von Z ist. Wegen 

+ u{u + u") +uu°' = 

haben wir fiir V und Z die; in Satz 10.6 bcschriebene Situation. 

Wir nehmen zunachst an, V sei ein Quaternionenschiefkorper iiber Z. Es 
ist uu" G Z iixr alle u G V. Ist u 7^ 0, so folgt u~'^Z* = u"Z*, so dass die 
KoUincation uZ* — > vr^Z* durch die .Z-lineare Abbikhmg a induzicrt wird. 
Diese Kollineation ist aber eine Elation, wie wir schon friiher bemerkten. Daher 
lasst a eine Hyperebene H des Z-Vektorraumes V punktweise fest. Weil der 
Rang von H gleich 3 ist, gibt es ein k E Z mit ft," ~ hk fiir alio h E H . (Dies 
wieder im Vorgriff auf III.1.2.) Wegen R C H folgt A; = 1. Dies impliziert 
wiederum H = L = R. Nun hat V aber den Rang 2 iiber R und den Rang 
4 iiber Z . Das bcdoutet, dass R den Rang 2 iiber Z hat. Damit erhalten wir 
das widerspriichliche Ergebnis 2 = 3. Also ist V kein Quaternionenschiefkorper 
iiber Z. Daher ist V nach 10.6 ein kommutativer Korper. Dies besagt, dass 
i?, da V im Laufe des Beweises nicht geandert wurde, wic wir bemerkten, im 
Zentralisator des urspriinglich gewahlten Elementes a liegt. Da dieses Element 
ein beliebiges Element aus K — R war und da R kommutativ ist, liegt R im 
Zentrum von K entgegen unserer Annahme. Damit ist der Satz in alien seinen 
Teilen bewiesen. 



III. 



Gruppen von Kollineationen 

Mit jeder Struktur geht ihre Automorphismengruppc einher und das Studium 
der Automorphismengruppe lasst Riickschliissc auf die Ausgangsstmktur zu. 
Dies haben wir in dem uns hier interessierenden Falle der projektiven Geome- 
trien im letzten Kapitel bereits gesehen, wo uns das eingehende Studium der 
Gruppen E(iJ) und A{P,H) zu den Struktursatzen der projektiven Geometrie 
fiihrte. In diesem Kapitel nun werden wir die voile Kollineationsgruppe einer 
projektiven Geometrie und gewisse ihrer Untergruppen etwas systematischer 
studieren. 

1. Erste Ubersicht 

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Mit rL(y, K) bezeichnen wir die 
Gruppe aller Automorphismen des iV'-Vektorraumes V, dh., die Gruppe aller 
bijektiven semilinearen Abbildungen von V auf sich. Mit G*L{V,K) bezeich- 
nen wir die Gruppe aller bijektiven linearen Abbildungen von V auf sich, mit 
GL{V,K) die von alien Homothetien und Transvektionen erzeugte Gruppe und 
mit SL(V, K) die von alien Transvektionen erzeugte Gruppe. Weil Homothetien 
und Transvektionen lineare Abbildungen sind, gilt 

SL{V,K) C GL{V,K) C G*L{V,K) C rL{V,K). 

Da Transvektionen, Homothetien und lineare Abbildungen unter inneren Auto- 
morphismen von TL{V,K) wieder in solche iibergehen, folgt, dass die Gruppen 
SL{V,K) und GL{V,K) Normalteiler von TL{V,K) sind. 

1.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. 1st der Rang von 

V mindestens 2 und enthalt K mindestens drei Elemente, so wird GL(y, K) 
bereits von den Homothetien von V erzeugt. 

Beweis. Es sei r cine von 1 verschiedene Transvektion von V . Dann gibt 
es eine lineare Abbildung (f von V in K und einen Vektor a G Kern(93) mit 
x'^ = X -\- a(f{x) fiir alle x <=z V . Weil t ^ 1 ist, ist a 7^ und Kern(</?) ^ V . 
Es folgt, dass surjektiv ist. Weil K mehr als zwei Elemente enthalt, gibt 
es daher einen Vektor p € V mit (p{p) 7^ 0, 1. Setze k := — </?(p) -I- 1. Dann 
ist A; 7^ 0, so dass existiert. Ferner setzen wir q := p -\- a. Weil p wegen 
ip{p) ^ nicht in H := Kern{(f) liegt, liegt q nicht in H, und well a 7^ ist, folgt, 
dass p und q linear unabhangig sind. Somit sind pK und qK zwei verschiedene 
Komplemente von H. Wir definieren nun zwei Homothetien 6 und ry vermoge 
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{px + hY := pkx + h bzw. {qx + h)^ := qk ^x + h fiir alle x G K und alle h G H. 
Dann ist 

{px + hf'^ = {pkx + hy = p'^kx + h 

= {q — a)'^kx + h= {qk~^ — a)kx + h 
= qx — akx + h= px + h + a{l — k)x 
= px + h + aip{p)x = px + h + aip{px + h) 

= {px + hy. 

Also ist Si] = T. Damit ist gezeigt, dass alle Transvektionen in der von alien 
Homothetien erzeugten Gruppe liegen. 

Mit FSL{V, K), PGL{V, K), VG*h{V, K) und PrL(F, K) bezeichnen wir die 
von den Gruppen ?>L{V,K), Gh{V,K), Y>G*h{V,K) bzw. Tl.{V,K) in Lk{V) 
induzierten KoUineationsgruppen. Diese Gruppen heiBen der Reihe nach die 
kleine projektive Gruppe, projektive Gruppe und grofle projektive Gruppe von 
Lk{V). Nach II.7.1 ist PrL{V,K) die voile Kollincationsgruppe von Lk{V), 
falls Rg^(y) > 3 ist. Die Gruppe PGL(y, K) ist dann die von alien Streckungen 
und Elationen erzeugtc Gruppe und wird nach 1.1 bereits von alien Streckungen 
erzeugt, wenn K mindestens drei Elemente enthalt. Die Gruppe PSL{V,K) ist 
die Untergruppe von PrL{V,K), die von alien Elationen erzeugt wird. 

Sind keine Verwechslungen zu befiirchten, so lassen wir im Folgenden den 
zweiten Parameter K bei diesen Gruppen weg. 

Wir fragen nun nach dem Kern M{V) dcs Homomorphismus von rL(y) auf 
PTL{V). Ist RgKiV) = 1, so ist natiirlich M{V) = TL{V). Andernfalls gilt: 

1.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 2. 
Dann ist 

M(V) = {fi{k) \ keK*}, 

wobei ii{k) die durch x''''^-' := xk definierte Abbildung ist. Der Zentralisator 
Ctl{v){M{V)) von M{V) in rL{V) ist gleich G*L{V). Femer gilt 

M{V) n G*L(y) = {ij{k) I k e z{k*)}. 

Beweis. Jedes ^(fc) ist cine bijektive semilineare Abbildung, die alle Punkte 
von Lk{V) invariant liisst. Somit gilt /i(fc) e M{V). 

Es sei p e M{V). Dann gibt cs zu jedem v G V ~ {0} genau ein ky G K* 
mit v'' = vky. Sind u, v G V — {0} und ist u + v 0, so gilt 

{u + v)ku+v = {u + vY = + = uku + vky. 

Sind u und v linear unabhangig, so ist 

ku kii-^y ky. 

Sind u und v linear abhangig, ist uK = vK. Wegen 'Rgj^{V) > 2 gibt es ein 
w G V — uK. Dann sind w und u wie auch w und v linear unabhangig. Nach 
dem bereits Bewiesenen ist daher 
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Hieraus folgt p = /z(fc„), so dass die erste Aussage des Satzcs bewiesen ist. 

Es sei 7 G Crh{v){M{V)). Ferner sei a der begleitende Automorphismus 
von 7. Ist dann k G K* , so folgt 

v-^k = = = {vky = v'^k". 

Also ist a = 1 und daher 7 e G*L(y). Ist umgekehrt 7 S G*L(y), so ist 

so dass 7 e C'rL(y)(-^(V')) ist. 

Es sei e M(y) n G*L(V). Dann ist 

vlk = = v^'^'^H = vkl 

fiir alle v e V und alia I G K. Es folgt Zfc = kl und damit fc e Z{K*). Ist 
umgekehrt A; G Z{K*), so ist linear, wie man unmittelbar sieht. Damit ist 
der Satz in alien seinen Teilen bewiesen. 

Ist K ein Korper, so bilden die inncren Automorphismen von K eine Gruppe 
Inn(if), die sogar ein Normalteiler der Gruppe Aut{K) ist. Die Faktorgruppe 
Aut(i4r)/Inn(_R') heifit dufiere Autornorphism,6ngruppe von K. 

Wir nennen eine Kollineation eines projektiven Raumes projektiv, falls sie 
in der grofien projektiven Gruppe enthalten ist. 

1.3. Satz. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(F) > 2, so ist 

prL(y)/PG*L(F) 

zur dufieren Automorphismengruppe von K isomorph. Insbesondere gilt: ist 7 G 
rL{V), so ist die von 7 in Lk{V) induzierte Kollineation genau dann projektiv, 
wenn der begleitende Automorphismus von 7 ein innerer Automorphismus von 
K ist. 

Beweis. Es sei 7 € rL(y) und a sei der begleitende Automorphismus von 
7. Wir nehmen an, dass 7 eine projektive Kollineation induziere. Es gibt dann 
nach 1.2 ein 5 € G*L(y) und ein k & K* mit 7^"^ = p{k). Weil 5 nach 1.2 mit 
li{k) vertauschbar ist, ist 7 = Sfi{k). 1st nun I G K, so folgt 

v^lk = (vl)^''^''^ = {viy = v^r = v^kl". 

Also ist I" = k^^lk, so dass a G Inn(_ftr) gilt. 

Es sei umgekehrt a G Inn(iir). Es gibt dann ein k G K* mit — k^^lk fiir 
alle I G K. Setze 5 := 'yp.{k~^). Dann induziert 6 die gleiche Kollineation wie 
7. Wegen 

(viY = {viy'k-^ = v'k-^ikk-^ = 

ist S linear und 7 somit projektiv. 

Das bislang Bewiesene zeigt, dass G*'L{y)M{V) die Menge aller Elemente 
aus TL{V) ist, deren Begleitautomorphismen innere Automorphismen von K 
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sind. 1st nun /3 die Abbildung von TTj(V) in Aut(_ft'), die jedcm Element seinen 
begleitenden Automorphismus zuordnet, so ist /3 ein Homomorphismus, der 
sogar surjektiv ist, wie man unschwer nachpriift. Definiert man nun (^(7) fiir 7 e 
rL(y) durch 93(7) := (3{'j)lnn{K), so ist ip ein Epimorphismus von rL(y) auf 
die auBere Automorphismengruppe von K und es gilt, wie wir gesehen haben, 

Kern(<^) = G*L{V)M{V). 

Wegen 

TL{V)/G*L{V)M{V) ^ {rL{V)/M{V))/{G*L{V)M{V)/M{V)) 
= PTL{V)/PG*L{V) 

folgt schliefilich die noch offene Behauptung des Satzes. 

1.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K. Sind P und Q Punkte von Lk{V) 
und ist T ein Teilraum, der weder P noch Q enthdlt, so gibt es eine Hyperebene 
H e LxiV) mitT>H und P, Q^H. 

Beweis. Nach 1.1.8 gibt es Hyperebenen Hi und H2 mit T < und P + 
Hi = V = Q + H2- 1st Q ^ Hi, so ist Hi eine Hyperebene der gcsuchten Art. 
Ist P ^ H2, so ist H2 eine solche. Wir diirfen also annehmen, dass P < H2 und 
Q < Hi ist. Ist dann R ein von P und Q verschiedener Punkt auf P + Q, so 
setzen wir H := R+{Hir\H2). Ware H keine Hyperebene, so folgte R < Hir\H2 
und weiter 

P<P + Q = R + Q<Hi. 

Dieser Widerspruch zeigt, dass H doch eine Hyperebene ist. Mittels des Modu- 
largesetzes folgt 

P + H = P + R+iHinH2) 
= P + Q+{HinH2) 
= P+{Hin{Q + H2)) 
= P + Hi = V. 

Ebenso folgt, dass auch Q + H = V ist. 

1.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und U sei ein Unter- 
raum endlichen Ranges von V . Seize n := Rgj^{U). Ist 7 G G*L(y), so gibt es 
ai, . . . , an € GIj[V) mit den Eigenschaften: 

(1) Jedes ai Idsst eine Hyperebene vektorweise fest. 

(2) jai ■ . .a-a Idsst U vektorweise fest. 

Beweis. Wir machen Induktion nach n. Ist n = 0, so ist nichts zu beweisen. 
Es sei also n > 1. Ferner sei U = uK © W mit einem m 7^ 0. Dann ist 
Rg;^(T'V") = n — 1, so dass es nach Induktionsannahme cr, ...,cr„_i G GL(F) 
gibt, so dass (1) und (2) gelten, wenn man nur n durch n — 1 und U durch W 
ersetzt. Setze p := 70-1 . . .ct„_i. Dann gilt u, £ W. Nach 1.4 gibt es eine 
Hyperebene H mit W C H, die weder u noch enthalt. Es gibt daher eine 
lineare Abbildung cr„, die H vektorweise festlasst und die auf u abbildet. Es 
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folgt, dass pan den Tcilraum W vcktorweise fcstlasst und dass u cbcnfalls von 
dieser Abbildung festgelassen wird. Weil pan linear ist und U = uK © W gilt, 
bleibt jeder Vektor aus U bei pan fest. Damit ist der Satz bewiesen. 

1.6. Satz. £^5 sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Ist a € G*L(y), 

so gilt genau dann a G GL(T^), wenn es einen Unterraum endlichen Ko-Ranges 
gibt, der von a vektorweise festgelassen wird. 

Beweis. Ist a G GL{V), so ist a Produkt von endlich vielen Transvektionen 

und Homotheticn. Der Sc;linitt der Aehscn dieser Elationen und Homothetien 
ist dann ein Unterraum endlichen Ko-Ranges, der von a vektorweise festgelassen 
wird. 

Es sei W {v \ V G V,v"' = v} und W liabc endlichen Ko-Rang. Setzc 
n := KoRg^(M^). Ist n = 0, so ist nichts zu beweisen. Es sei also n > und 
bi,. . . ,bn seien n linear unabhangige Vektoren, die nicht in W liegen. Dann 
ist auch ^ W. Nach 1.4 gibt cs also cine Hypcrebenc H die zwar W, nicht 
aber 6„ und b^ enthalt. Es gibt daher ein r G GL(y), welches H vektorweise 
festlasst und b^ auf abbildet. Dann lasst aber ar den Unterraum bnK + W 
vektorweise fest, so dass Induktion zum Ziele fiihrt. 

1.7. Satz. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K so sind die folgenden 
Aussagen dquivalent: 

a) Rgi^{V) ist endlich. 

b) Es ist GL{V) = G*L{V). 

c) Es ist PGL(y) = FG*L{V). 

Beweis. a) impliziert b): Dies folgt mit 1.6. 

b) impliziert c): Banal. 

c) impliziert a): Wir zeigen, dass die Verneinung von a) die Verneinung von 
c) nach sich zieht. Ist der Rang von V nicht endlich, so gibt es eine abzahlbare 
Teilmenge {bi \ i G u} von linear unabhangigen Vektoren in V. Es sei 

•DO 

und W sei ein Komplement von U in V. Wir definieren a G G*L{V) durch 
bi := bi + bi+i und w'^ := w fiir alle i G uj und alle w G W. Es sei vK cin 
Fixpunkt von a. Es gibt dann ein n G co, sowie ko,. . . ,kn G K und ein w gW 
mit 

n 

V = biki + w. 
Weil vK ein Fixpunkt ist, gibt es ein a G K* mit 

n n n 

bikia -\- wa = va = v'' = b^ki + w = + bi+\)ki + w. 

Hieraus folgt = k„ imd kja = ki + ki-i fiir « := 0, . . . , n. Dies hat zur Folge, 
dass alle ki gleich Null sind. Somit gilt vK C W. Ware nun die von a induzierte 



152 



Kapitel III. Gruppen von KolUneationen 



KoUincation cin Element von 'PGL(V), so ware dicsc Kollineation ein Produkt 
von endlich vielen Elationen und Streckungen. Der Schnitt ihrer Achsen ware 
ein Teilraum endlichen Ko- Ranges in V. Dieser Teilraum lage nach unserer 
Vorbemerkung aber in W, so dass W endlichen Ko-Rang hatte, was nicht der 
Fall ist. Damit ist alles bewiesen. 

Als Nachstes wollen wir die papposschen Raume mittels ihrer KoUineations- 
gruppen charakterisieren. Dazu beweisen wir zunachst den folgenden Satz. 

1.8. Satz. Es set V ein Vektorraum iiber dem Korper K und U sei ein Teilraum, 
von V mit 2 < Rg^(t/) < oo. Seize n := Rg^(C/). Ist dann Pq, . . ■ , Pn ein 
Rahmen von U, so gibt es Vektoren vq, mit Pi = ViK far i -.= 0, . . . , n 

und Vo = Yn: = l '"i- 

Beweis. Es sci Pi = mK. Weil Pi, P„ eine Basis von U ist, gibt es 
ki £ K mit uo — J27-=i ^iki. Weil je n der n + 1 Punkte eines Rahmens von 
U eine Basis von U bilden, folgt, dass die ki allesamt ungleich Null sind. Setzt 

man daher Vq := Uq und Vi := Uiki fiir i := 1, . . . , n, so tun's diese Uj. 

1.9. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Ferner sei n eine 
natiirliche Zahl grofier als 1 . Sind dann U und W zwei Unterrdume des Ranges 
n von V , ist Pq, . . . , P„ ein Rahmen von U und Qo, • • • , Qn ein solcher von 
W, so gibt es ein a G PGL{V) mit Pf = Qi fiir i := 1, . . . ,n. Ist der Rang von 
V endlich, so ist PGL(y) also transitiv auf der Menge der Rahmen von V. 

Beweis. Nach 1.7.2 haben U und W ein gemeinsames Komplement C in V. 
Nach 1.8 gibt es ferner uq, . . . , u„ und Wq,. . . ,Wn mit Pi = UiK und Qi = WiK 
fiir i := 0, . . . , n sowie Uq — J2t=i ^^'^ = ^i- Definiert man nun 

p durch cP :— c fiir alle c £ C und := Vi fiir ? := 1, . . . , n, so ist p nach 1.6 
ein Element in GL(V'). Da offenbar Uq = wq ist, leistet die von p induzierte 
Kollineation a das Verlangte. 

Es sei V ein Vektorraum des Ranges 2 iiber dem Korper K. Motiviert durch 
den Satz II. 6. 3 nennen wir L{V) pappossch, wenn K kommutativ ist. 

1.10. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und es gelte 
Rg^(y) > 2. Dann sind dquivalent: 

a) Lk{V) ist pappossch. 

b) Ist U ein Teilraum des endlichen Ranges n > 2 von V , ist Pq, . . . , Pn ein 
Rahmen von U, ist a € PG*h{V) und gilt Pf = Pi fiir i := 0, . . . , n, so 
induziert a auf U/0 die Identitat. 

c) Es gibt einen Teilraum U des endlichen Ranges n > 2 von V und einen 
Rahmen Pq, ■ ■ ■ , Pn von U, so dass jedes a G PGL{V), fiir das P^ = Pi fiir 
i := 0, . . . , n gilt, auf U/0 die Identitat induziert. 

Beweis. a) impliziert b): Nach II. 6. 3 ist K kommutativ. Davon werden wir 
gleich Gebrauch machen. 

Es sei nun Pj = UiK und es gelte uo = J2^-=i sei a G G*L(y) und es 

gelte P[ = Pi fiir alle i. Es gibt dann ki G K* mit = Uiki fiir alle i. Es folgt 

n y n \ u n 

^ Mjfcj = ( ^ j = Mq = upko = UikQ. 

i:=l \~1 ' i:=l 
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Wegen der linearen Unabhangigkeit von ui, . . . , Un folgt fco = fci = . . . = fc„. 1st 
nun V € U, so gilt v = UiUi mit gewissen aj S K. Hieraus folgt zusammen 

mit der Kommutativitat von K, dass 



ist. Somit gilt b). 

b) impliziert c): Weil der Rang von V mindestens 2 ist, ist c) natiirlich eine 
Folge von b). 

c) impliziert a): Es gibt wieder Ui G U mit Pi = UiK und uq = 

Es sei k G K*. Dann ist uik, . . . , Unk eine Basis von U. Unter Zuhilfenahme 
eines Komplementes von U folgt die Existenz eines cr G GL(V) mit uf = Uik 
fiir i := 1, . . . , n. Es folgt, dass auch Uq = u^k ist. Also ist = Pi fiir 
alle i, so dass a nach Voraussetzung auf der Menge der Punkte von Lxiy) die 
Identitat induzicrt. Mit Satz 1.2 folgt, dass v" = vk gilt fiir alle v G U und dass 
dariiber hinaus k ein Element von Z{K) ist, da a ja in GL{V) liegt. Also ist 
K* C Z{K), so dass a) eine Folge von c) ist. 

1.11. Korollar. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit 2 < 

Rgjf(t^) < oo. Genau dann istLxiV) pappossch, wennPGL{V) auf der Menge 
der Rahmen von Lx{V) scharf transitiv operiert. 

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus 1.9 und 1.10. 

Ist V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber einem kommutativen Korper 
und ist 7 G GL{V), so bezeichnen wir mit det(7) die Determinante von 7. 

1.12. Satz. Ist V ein Vektorraum iiber dem kommutativen Korper K mit 
1 < Rgif C^) < 00, so gilt: 

a) Die Abbildung det ist ein Homomorphismus von GL{V) auf K*. 

b) SL(V') ist der Kern von det. 

Beweis. a) Nach 1.7 ist GL{V) = G*L(y), so dass a) dem Leser aus dem 
Anfangeruntorricht bckannt soin solltc. 

h) Es sci V = P (S H mit einem Punkt P und ciner Hypercbcnc H. Dann ist 
SL{V)T.(P,H) C GL{V), wobci T.{P,H) wicdcr die Gruppc allcr Homotlieticn 
mit dem Zcntrum P und dor Achsc H bczcichne. Da die Gruppc SL(V^) auf 
der Menge der nicht inzidcntcn Punkt-Hyperebenenpaare von L{V) transitiv 
operiert, enthalt SL(y)E(P,iJ) alle Homothetien. Daher ist SL(y)S(P, iJ) = 



Es sei T eine Transvektion. Es gibt dann eine lineare Abbildung (p von V auf 
K und ein a G Keni{(p) mit x'^ = x + a/^(x) fiir alle x G V. Ist 61, . . . , 6„ eine 
Basis von V mit b2, .... bn G H, so wird r beziiglich dieser Basis durch eine 
Dreiecksmatrix mit lautcr Einscn auf der Hauptdiagonalen dargestellt. Daher 
ist det(r) = 1, so dass SL(y) C Kern(det) gilt. Ist nun k G Kern(det), so gibt 
es ein a G SL(V) und ein k G K* mit k = a5{k). Es folgt det(K) = det((5(fc)). 
Wahlt man nun eine Basis &i, 6„ mit hi G P imcl 62, bn G H, so 
sieht man, dass 6{k) durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird, wo an der 




GL{V). 
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ersten Stelle der Diagonalen k steht und alle iibrigen Diagonalelemente gleich 
1 sind. Also ist 

1 = det(K) = 

so dass k = 1 und damit k G SL{V) ist. 

Wir sind nun in dor Lagc, die Ordnungcn der Gruppen rL(y) etc. auszurech- 
nen, falls V ein endlicher Vektorraum ist. Ist V ein Vektorraum des Ranges n 
iiber GF(g), so schreiben wir statt rL(y), usw., rL{n,q), usw. 

1.13. Satz. Sind n und r natiirliche Zahlen, istp eine Primzahl und ist q := p^, 

so gilt: 

a) |rL(n,g)|=rgi"("-i)nLi(9^-l)- 

b) |GL(n,g)|=g^"("-i)nLi(9'-l)- 

c) |5i(n,g)|=g^"(«-i)n:U(9'-l)- 

d) |PrL(n, q)\ = rg5"("-i) ni=2i<l' - !)• 

e) |PGL(n,g)|=g^"("-i)nL2(9'-l)- 

f) |PSL(n, q)\ = ggT(n, q - l)-^qhnin-i) m^^^qi _ i). 

Beweis. Da alle endlichen Korper kommutativ sind, ist die Gruppe PGL(n, q) 
auf der Menge der Rahmen des zu Grunde liegenden projektiven Raumes nach 
1.11 scharf transitiv. Mit 1.7.9 folgt daher 

n 

|PGL(n,5)| = Y[{q' - 1). 

Aus 1.7 und 1.3 folgt, dass PrL(n, g)/PGL(n, g) zu Aut(GF(g)) isomorph 
ist. Also ist 

|PrL(n,9)| = |Aut(GF(g))| |PGL(n,g)| = r|PGL(n,9)|. 

Aus 1.2 folgt, dass der Kern M des Homomorphismus der Gruppe GL{n,q) 
auf die Gruppe PGL(n, q) die Ordnung q — I hat. Daher ist 

|GL(n,g)| = - 1) |PGL(n, | . 

Wegen TL{n,q)/GL{n,q) ^ (rL(n, g)/M)/(GL(n, g)/M) ist 

\TL{n,q)\ = r\GL{n,q)\. 

Schhefilich folgt aus 1.12 

|GL(n,g)| = {q - l)\SL{n,q)\. 

1st a eine Abbildung aus dem Kern des Homomorphismus von SL(n, q) auf 
PSL(n, q), so ist v"' = vk fiir alle v gV und einem passenden k G K*. Es folgt 
1 = det((7) = fc". Die Anzahl der Losungen dieser Gleichungen ist aber gleich 
ggT(n, g — 1), da die multiplikative Gruppe zykhsch ist. Daher ist 

|PSL(n, q) I = ggT(n, q - 1)"^ |SL(n, q) \ . 

Damit ist alles bewiesen. 
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2. Die Einfachheit der kleinen projektiven Gruppe 

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Gruppen PSL(F) bis auf zwei 
Ausnahmcn cinfachc Gruppen sind, dh., dass sic nur die bcidcn unvermeidbarcn 
Normalteiler haben, die jede Gruppe hat. Auf dem Wege dorthin und als Fol- 
gerungen daraus werden wir noch eine Reihe weiterer interessanter Ergebnisse 
gewinnen. Zunachst miisscn wir aber unscr Vokabular crweitern. 

Wir haben in Kapitel II haufig den Begriff der Transitivitat einer Gruppe 
benutzt, der Begriff der Bahn ist aber noch nicht gefallen. Hier seine Definition. 
Es sei G eine Permutationsgruppe auf der Menge M. Definiert man auf M die 
Relation ~ durch x y genau dann, wenn es ein 7 e G gibt mit = y, so 
folgt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklassen von heifien 
Bahnen von G auf M. Ist M selbst eine Bahn, so ist das gleichbedeutend mit 
der Transitivitat von G auf M. 

Es sei G transitiv auf M. Gibt es eine Teilmenge T von M, die wenigstens 
zwei Elemente enthalt, jcdoch von M verschieden ist, und gilt, dass fiir alle 
7 e G, fiir die T n ^ ist, T = T'^ ist, so sagen wir, dass G auf M 
imprimitiv operiere und dass T ein Imprimitivitdtsgebiet von G sei. Gibt es 
kein solches T, so opcriert G auf M primitiv. 

Es sei N ein Normalteiler von G und T sei eine Bahn von N. Ist 7 e G, so 
ist auch eine Bahn von N. Aus T n T'' 7^ folgt daher, dass T ^ T'' ist. 
Ist N {1}, so folgt aus der Transitivitat von G auf M, dass alle Bahnen von 
N gleichmachtig sind mid wenigstens zwei Elemente enthalten. Ist T 7^ M, so 
ist T also ein Imprimitivitiitsgebiet von G. Ist G primitiv, so ist jeder von {1} 
verschiedene Normalteiler von G transitiv auf M. 

1st G eine Gruppe, so bezeichnen wir mit G' die Kommutatorgruppe von G, 
das ist die von alien Kommutatoren a~^b~^ab mit a,b € G erzeugte Untergruppe 
von G. Es folgt, dass G' ein Normalteiler von G ist und dass G/G' abelsch ist. 
Es folgt ferner, dass G' in alien Normalteilern N von G enthalten ist, fiir die 
G/N abelsch ist. G' ist also der kleinste unter diesen Normalteilern. 

Die absteigende Kommutatorreihe der Gruppe G ist rekursiv definiert durch 
G(") := G und G^'+^^ := (G^*))'. Die Gruppe G heifit aufldsbar, wenn es ein n 
gibt mit G(") = {1}. Sie heii3t perfekt, wenn G = G' ist. 

Diese Begriffe werden nun zur Formulierung eines von Iwasawa stammenden 
Satzes benutzt (Iwasawa 1962). 

2.1. Satz. Ist G eine Permutationsgruppe auf der Menge M, operiert G auf 

M primitiv, ist G perfekt und enthalt der Stabilisator eines Elementes aus M in 
G einen aufidsbaren Normalteiler, der zusammen mit seinen Konjugierten die 
Gruppe G erzeugt, so ist G einfach. 

Beweis. Es sei ein nicht trivialer Normalteiler von G. Da G primitiv 
ist, operiert N nach obiger Bemerkung auf M transitiv. Es sei m € M und B 
sei der nach Voraussetzung existierende Normalteiler von Gm, der zusammen 
mit seinen Konjugierten die Gruppe G erzeugt. Es sei "f G G. Wegen der 
Transitivitat von A'' auf M gibt es ein v & N mit rn^"^ = m. Weil B in Gm 
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normal ist, folgt (71^) ^^(72/) = B. Folglich ist 

7"^B7 = vBu'^. 

Somit enthalt die Gruppe NB alle zu S in G konjugicrten Untergruppcn. Dies 
besagt, dass G = NB ist. 

Es ist also G = NB^°l Es sei i < und es gelte G = NB'^'l Dann ist 

G/N = {NB^'^)/N ^ n N). 

Wegcn G' — G gibt es kein von {1} verschiedenes epimorphes Bild von G/N, 
welches abelsch ist. Daher ist 5^*^ = n A''). Hieraus folgt welter 

G = iVB(') = iVB('+^)(B(') nN) = NB^'+'^K 

Weil B auflosbar ist, gibt es ein n mit B^"^ = {1}. Daher ist G = N, womit die 
Einfachheit von G nachgewiesen ist. 

2.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem Korper K . Dann gilt: 

a) Ist Rg^(y) = 2, so ist PSL(F) auf der Menge der Punkte von LxiV) 
zweifach transitiv. 

b) Ist Rg^^(T^) > 3, so ist PSL(y) auf der Menge der Tripel (P, Q, H) transitiv, 
wobei P und Q zwei verschiedene Punkte und H eine Hyperebene von Lk iV) 
ist, die weder P noch Q enthalt. Insbesondere ist PSL{V) auf der Menge der 

Punkte von L^iV) zweifach transitiv. 

Beweis. a) Ist H eine Hypcrcbcnc von V, was im vorlicgcndcn Fallo glc- 
ichbcdeutend damit ist, dass H ein Punkt ist, so permutiert die Gruppe T(i7) 
allcr Transvektionen mit der Achse H die von H verschiedenen Punkte transi- 
tiv. Da der Punkt H kein Fixpunkt von PSL(T^) ist, ist diese Gruppe also auf 
dor Menge der Punkte von Lk{V) zweifach transitiv. 

b) Es seien {P,Q,H) und {P',Q',H') zwei Tripel der vcrlangtcn Art. Nach 
II. 3. 2 operiert PSL(t^) auf der Menge der nicht inzidenten Punkt-Hyperebenen- 
paare transitiv. Wir diirfen daher annehmen, dass P = P' und H = H' ist. 
Wir diirfen ferner annehmen, dass Q ^Q' ist. Dann ist Q + Q' eine Gerade von 
Lk{V). 

1. Fall: Es ist P ^ Q + Q' . Wir sctzen R := {Q + Q') n H. Dann ist R ein 
Punkt, da Q + Q' cine Gerade ist, die nicht in H liegt. Nach 1.4 gibt es eine 
Hyperebene H* mit P + R < H* und Q, Q' ^ H* . Es gibt also eine Elation 
T e E(i?, H*) mit Q'. Nun ist P < H* und R< H. Daher ist P'^ = P 
und = H . Damit ist in diesem Falle alles bewiesen. 

2. FaU: Es ist P < Q + Q' . Wegen Rg/f (V) > 3, gibt es einen Punkt S 
mit S ^ Q + Q' und S ^ H. Dann erfiillen die beiden Tripelpaare {P,Q,II), 
(P, S, H) und (P, 5*, H), (P, Q' , H) die Voraussetzungen des Falles 1, so dass Fall 
2 auf diesen zuriickgefiihrt ist. 

Dass PSL(y) auf der Menge der Punkte von Lk{V) zweifach transitiv 
operiert, folgt schliefilich daraus, dass zwei Punkte von Lk{V) nach 1.4 stets 
ein gemeinsames Komplement besitzen. 
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2.3. Satz. Ist V ein Vektorraum iiher dem, Korper K , so gilt: 

a) Ist Rg^(y) = 2, so sind alle von 1 verschiedenen Transvektionen in GL(F) 
konjugiert. 

b) Ist Rg^(V) > 3, so sind alle von 1 verschiedenen Transvektionen in SL{V) 
konjugiert. 

Beweis. a) Es seien a und r zwei von 1 verschiedene Transvektionen. Dann 
gibt es zwei linear unabhangige Vektoren a und b, so dass 

(ar + bsY = a{r + s) + bs, 

und zwei linear unabhangige Vektoren c und d, so dass 

(cr + dsy = c{r + s) + bs 

ist fiir alle r, s € K. Es gibt ferner eine 7 € GL{V) mit a'^ = c und b"^ = d. 
Hiermit folgt 

(cr + ds)T"''"T = (or + bs)"'^ = (a(r + s) + 6s)^ = c(r + s) + ds = {cr + ds^. 

Also ist 7~^cr7 = T, womit a) bewiesen ist. 

b) Es seien a und r von 1 verschiedene Transvektionen. Wie iiblich stellen 
wir sie dar durch a;'^ = x + a(p{x) und x'^ = x + b7p{x). Dann sind H := Kern((p) 
und H' := Kern(^) zwei Hyperebenen. Es seien P und Q Punkte mit P ^ H 
und Q ^ H'. Dann ist auch P" ^ H und ^ i?'. Es gibt ein p G P mit 
(p{p) = 1 und ein q G Q mit 4'{q) = 1- Es gilt p'' = p + a und q^ = q + b. 

Nach 2.2 gibt es ein 7 e SL(y) mit = Q, P<^t = und W = H' . Es 
folgt = qk, p'^-f = q-^m und wegen aK = {P+P'^)nH und bK = {Q+Q-')nH' 
auch a'' = bn mit k, m, n £ K* . Somit ist 

qk + bn = p'^ + a'^ = {p + = p'^'^ = q'^m = {q + b)m = qm + bm. 

Weil q und b linear unabhangig sind, folgt k = m, = n. Ist nun r € K und 
h £ H', so folgt wegen h'^ & H, dass /i'*' '^'^ = h ist. Hiermit folgt weiter 

(gr + hy''""' = gT"'<^Tr + h = {q^~' + aip{q^~^)yr + h 
= qr + h + a^ip{pk~^)r = qr + h + bkk~^r 
= qr + h + b^j){qr + h) = {qr + hy. 

Also ist 7~^cr7 = T, so dass a und r, wie behauptet, in SL(F) konjugiert sind. 

2.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem, Korper K und es gelte V = 
UiK Qu^K ®W mit von verschiedenen Vektoren ui und U2. 1st dann a G K* , 
so liegt die durch 

{uir + U2S + wy := Uiar + U2a~^s + w 
definierte Abbildung a in SL(V). 
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Bcwcis. Fiir i := 1, 2 setzcn wir Hi := UiK + W . Dann sind Hi und H2 
Hyperebenen von Lk{V). Wir dcfinieren Transvektionen ri, T2, T3 und T4 durch 

U2r + hi — uir 
uir + /i2 — ^2(1 — a)a~^r 
U2r + hi + uiar 
UiT + /i2 + M2(l — a)a~'^r, 

wobei die hi Elements aus Hi bezeichnen. Eine einfache Rechnung zeigt dann, 
dass a = T1T2TST4 ist. 

2.5. Satz. Ist V ein Vektorraum iiher dem Korper K mit Rgi^{V) > 2, so ist 
SL{V) perfekt, es sei denn, es ist Rg^(y) = 2 und \K\ = 2 oder \K\ ~ 3. 

Beweis. Auf Gnind von 2.3 geniigt es zu zeigen, dass die SL(F) untcr den 
gemachten Voraussetzungen eine Transvektion cnthalt, die der Kommutator 
zweier Elemente aus SL(y) ist. 

1. Fall: RgK{V) = 2. Dann ist V = uK (B vK. Weil K niindestens 4 
Elemente enthalt, gibt es ein a £ K, welches von 0, 1 und —1 verschieden ist. 
Nach 2.4 liegt die durch 

{ur + vs)"^ := uar + va~^s 

definierte Abbildung a in SL(y). Wir definieren ferner eine Transvektion r 
durch 

(ur + vsY := ur + v{s — r). 
Dann ist, wie man leicht nachrechnet, 

(ur + vsy'^'"'^'''' = ur + vs + w(o~^ - l)r. 

Dies zeigt, dass a~^T~^aT eine Transvektion ist, die von 1 verschieden ist, da 
ja o ^ 1, —1 ist. 

2. Fall: Es ist Rg^(V) > 3. Es seien H und H' zwci verschicdcnc Hyper- 
ebenen von Lk{V) und if seien zwei Linearformen auf V mit H = Kern((p) und 
H' = Kevn{tp). Weil der Rang von V mindestens gleich 3 ist, gibt es ein von 
Null verschicdcncs b E H O H' . Es sci fcrncr a E H — H' . Wir definieren die 
Transvektionen a und r durch x'^ := x + aip{x) und x'^ := x + hip{x). Eine 
einfache Rechnung zeigt dann, dass 

^a-^T-^ar ^ ^ _^ b'4>{a)^{x) 

ist. Nun ist 5^ 0, da ja a ^ if' = Kern(^) ist. Also ist (j~^T~^aT eine von 
1 verschiedene Transvektion, so dass der Satz auch im zweiten Falle etabliert 
ist. 

2.6. Satz. Ist V ein Vektorraum, iiber dem Korper K mit Rg^{V) > 2, so ist 
PSL{V) einfach, es sei denn, es ist Rgx(^) — 2 und \K\ = 2 oder \K\ = 3. 



{U2r + hiy' = 
{uir + h2P = 
{U2r + hiy^ = 
(uir + h2Y' = 
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Bewcis. Es sei \K\ > 4, falls RgxiV) = 2 ist. Nach 2.5 ist SL(y) dann pcr- 
fekt, so dass auch PSL(y) perfekt ist. Ferner gilt, dass PSL(F) auf der Menge 
der Punkte von Lk{V) zweifach transitiv operiert, also erst recht primitiv. Ist 
P ein Punkt, so ist die Gruppe E(P) aller Elationen mit dcni Zcntrum P ein 
abelscher Normalteiler von PSL(y)p, der zusammen mit seinen Konjugierten 
die Gruppe PSL(y) erzeugt. Da abelsche Gruppe natiirlich auflosbar sind, folgt 
aus dcm Satz 2.1 von Iwasawa, dass PSL(y) einfacli ist. 

Nach 1.13 ist |PSL(2, 2)| =2-3 und |PSL(2,3)| = 3-4, so dass diese Gruppen 
auflosbar sind. Im Falle der PSL(2, 2) gibt es namlich 3- 1 Elemente der Ordnung 
2, die von Transvektionen induziert werden. Zusammen mit den 3 Elemcnten 
eincr 3-Sylowgruppe erhalt man alle 6 Elemente der PSL(2,2), so dass die 3- 
Sylowgruppe von PSL(2, 2) ein Normalteiler dieser Gruppe ist. Im Falle der 
PSL(2, 3) gibt cs 4 • 2 = 8 Elemente der Ordnung 3, die von Transvektionen 
induziert werden. Zusammen mit den 4 Elementen einer 2-Sylowgruppe erhalt 
man alle 12 Elemente von PSL(2,3), so dass in diesem Falle die 2-Sylowgruppe 
normal ist. Somit sind diese beiden Gruppen wirkliche Ausnahmen zu Satz 2.6. 

2.7. Satz. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K, ist Rg^(y) > 2 und ist 

\K\ > 2, falls RgK{V) = 2, so gilt: 

a) Es ist GL{Vy = SL{V). 

b) Es ist PGL{Vy = PSL{V). 

Bewcis. Wir bcginncn mit cincr Vorbemerkung. Es sci G cine Gruppe, S ein 
Normalteiler und U eine Untergruppe von G. Ferner sei S perfekt und G = SU. 
Da S als Untergruppe von SU' diese Gruppe normalisiert und da S und U' von 
U normalisiert werden, folgt, dass SU' ein Normalteiler von SU = G ist. Daher 
ist 

G/{SU') = {SU'U)/{SU') ^ u/{unsu'). 
Wegen U' CUn SU' ist U/{U D SU') und damit G/{SU') abelsch. Also ist 

G' C SU' = S'U' C G' 

und folglich G' = SU'. 

Es sei nun G := GL(V), S := SL(y) und U := Y^iP, H), wobei P ein Punkt 

und H eine Hypcrcbcnc von V sci mit V = P (B H . Ist dann \K\ > 3, falls 
Rgj^{V) = 2 ist, so folgt mit der Vorbemerkung und Satz 2.5, dass 

GL{Vy = SL{V)i:{P, H)' 

ist. Wir miisscn also zeigcn, dass T,{P,Hy C SL(F) ist. Dazu seien a, b € K* . 
Setze c := b~^a~^ba. Wir zeigen, dass d{c) G SL(y) ist. 

Es sei P = uK und H = vK ® W mit v ^ 0. Wir definieren Abbildungen 
CTi, (72 und as durch 

' ' ' = ubr + vb~^s + w, 

= uar + va~^s + w, 
= ua~^b~^r + vbas + w 



[ur -\- vs -\- w) 
[ur + vs-\- w) 
iur + vs-\- in\ 
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fiir allc r, s £ K und alle w € W . Nach 2.4 ist dann (Ji G SL(y) fiir alle i. Dann 
ist aber auch (yi<y2<^3 G SL(1/). Einc oinfachc Rcchnung zcigt, dass 

{ur + us + wY^'^'^'^^ = uc'^r + vs + w ~ {ur + vs + w)5{c) 

ist. Folglich ist 5(c) = ai 0-2 (T3, so dass in der Tat 

E(p,ff)'CSL(y) 

ist. Daher ist Gh{V)' = SL(V). 

Es sei nun \K\ = 3 und V = uK(BvK. Dann ist K kommutativ. Die Gruppe 
a{uK, vK) ist zur multiplikativen Gruppe von K isoniorph, also abelsch. Wegen 
GL(y) = SL(y)S(wK, ist daher G' C SL(F). Es sei r eine nicht triviale 
Transvektion mit dem Zentrum vK. Dann ist {ur + vsY = ur -\- vs + var mit 
a e K*. Ferner ist die durch (ur + vsY := ur — vs definierte Abbildung a ein 
Element aus GL(y). Dann ist aber 

{ur + vsY = ur + vs + 2var = ur + vs — var = {ur + vsY , 

so dass jede Transvektion ein Kommutator in GL{V) ist. Also ist SL(V') C 
GL(V')', so dass a) bcwiesen ist. 

b) ist eine einfache Folgerung aus a). 

Wir haben gerade gesehen, dass S(P,7?)' C SL{V) n T,{P,H) ist. Wissbe- 
gierig wie wir sind, stellen wir die Frago, ob vielleicht 

Y:{P,Hy ^ SL{V)nT.{P,H) 

ist. Im Falle eines kommutativen Korpers und endlicher Dimension von V ist 
das ja so, wie wir beim Beweise von 1.13 gesehen haben. Diese Gleichheit gilt 
in der Tat immer, wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden. 

2.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem Korper K mit Tlgj^iV) > 2. Ist 
V nicht der Vektorraum vom Range 2 iiber GF(2) oder GF(3) und ist N eine 
von {1} verschiedene Untergruppe von PG*L{V), die von PSL{V) normalisiert 
wird, so ist FSL{V) C N. 

Beweis. Wir beginnen wieder mit einer Vorbemerkung, die dem, der sich 
mit Permutationsgruppen auskennt, gelaufig ist. Es seien M und N zwei Nor- 
malteiler der Gruppe G mit M ON — {1}. Ist m € M und n G N, so ist 
n~^m~^n € M und daher n~^m~^nm £ M. Andererseits ist m~^nm £ N und 
daher auch n~^m~^nm £ N. Also ist 

n~'^m~^nm £ MnN ^ {1}. 

Dies zeigt, dass M und N sich gegenseitig zentralisieren. Ist iiberdies G eine auf 
der Menge O primitive Permutationsgruppe, so sind M und N beide transitiv, 
falls sie beide von {1} verschieden sind. Es sei a e O, m e M und es gelte 
a™ = a. Ist dann n £ N, so ist 
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so dass auch a" cin Fixclcmcnt von m ist. Wcgen der Transitivitat von A'^ auf fl 
folgt daher m = 1. Folglich ist M auf fl scharf transitiv. Ebenso folgt natiirlich, 
dass auch N auf O scharf transitiv operiert. 

Zuriick zu unserem Satz. Weil iV von PSL(y) normalisiert wird, ist G := 
PSL{V)N eine Untergruppe von PG*L{V) und PSL(V^) und N sind Normalteiler 
dieser Gruppe. Weil PSL(F) auf der Menge der Punkte von Lk{V) nach 2.2 
zweifach transitiv operiert, operiert sie auf dieser Menge erst recht primitiv. 
Ware nun FSh{V) g N, so folgte PSL{V) f) N = {1}, da PSh{V) unter den 
gemachten Voraussetzungen ja einfach ist. Nach unserer Vorbemerkung folgte 
dann aber, dass PSL(V) auf der Menge der Punkte von Lk{V) scharf transitiv 
opcricrtc. Dieser Widcrspruch zeigt, dass doch PSL(V^) C N gilt. 

2.9. Korollar. Es sei V ein Vektorraum iiher dem Korper K , dessen Rang 
mindestens 2 sei. Ferner sei \K\ > 3, falls Rgj^{V) = 2 ist. Ist N eine 
Untergruppe von G*Ij{V), die von Sh{V) normalisiert wird, so ist N entweder 
im Zentrum von G*L(V^) enthalten oder aber N enthdlt SL{V). 

Beweis. Ist k G K*, so sei iJ,{k), wie schon zuvor, die durch := vk 

definicrtc Abbildung von V auf sich und M{V) bczcichnc die Gruppe aller dieser 
IJ,{k). Ist Z das Zentrum von G*h{NV), so gilt nach 1.2, dass M{V)nG*L{V) C 
Z ist. Ware M{V) fl G*L{V) ^ Z, so induzierte Z einen von {1} verschiedenen 
abelschcn Normalteiler in PG*L(y), der nach 2.8 die nicht abelsche Gruppe 
PSL{V) enthielte. Also ist doch M{V) n G*L(V) = Z. 

Die fragliche Gruppe N sei nicht in Z enthalten. Wegen Z = M{V) fl 
G*L{V) induziert N dann cine nicht triviale Untergruppe N' in PG*L(y), die 
von PSL(y) normalisiert wird. Nach 2.8 ist daher PSL(y) C N' . Hieraus folgt, 
dass SL{V) C NZ ist. Nun ist {NZ)/N ^ Z/{Nr\Z), so dass {NZ)/N abelsch 
ist. Daher ist {NZ)' C N und weiter 

SL{V) = SL(y)' C {NZy C N. 

Damit ist das Korollar bewiesen. 

Die Satze 2.7 und 2.9 geben eine voUstandige Ubersicht iiber alle Normal- 
teiler von GL(V^). Ist der Rang von V nicht endlich, so blcibcn noch die Normal- 
teiler von G*L(y) zu bestimmen. Der interessierte Leser findet eine vollstandige 
Ubersicht iiber die Normalstruktur von G*L(F) in Rosenberg 1958. 

3. Determinanten 

In diesem Abschnitt soil nun das Vcrsprechcn eingelost werden, den Beweis 
dafiir zu liefern, dass S(P, i?)' = SL(U) n Y,{P,H) ist. Dazu benotigen wir 
die von Dieudonne eingefiihrte Detcrminantenfunktion fiir Endomorphismen 
von Vektorraumen iiber nicht notwendig kommutativen Korpern. Die hier 
angegebene koordinatenfreie Konstruktion der Detcrminantenfunktion stammt 
von U. Dempwolff. Es ist zu beachten, dass man die Detcrminantenfunktion 
ohne Umschweife fiir jeden, also auch nicht endlich erzeugten Vektorraum V 
auf GL{V) definieren kann. (Dempwolff 1993, Dieudonne 1943, Liineburg 1993, 
S. 193fr.) 
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Wir beginnen damit, cine gcmcinsamc Bcschrcibung dcr Dilatationcn und 
Transvektionen zu geben. Da wir im Folgenden standig Dilatationen und Trans- 
vektionen unter dem gleichen Blickwinkel betrachten, geben wir der Menge 
aus Dilatationcn und Transvektionen eines Vektorraumes den Namen S. Man 

bcachtc, dass auch 1\/ G S ist. 

3.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und S sei die Menge 
der Dilatationen und Transvektionen von V. 

a) Ist a gT,, so gibt es ein a gV und ein f gV* mit f{a) ^ 1 und 

= V — af{v) 

fur alle v gV . Ist a nicht die Identitdt, so ist und auch / ^ 0. 

b) Ist v'^ = V ~ o,f{v) und v'^ = v ~ a' f'iv), und ist a, t ^ \y , so ist genau 
dann a = t, wenn es ein k G K* gibt mit a' = ak und /' = k~^f. 

Beweis. a) Es sei a eine Transvektion und H sei ihre Achse. Es gibt dann 

per definitionem, cin / G V* mit Kern(/) = H sowie ein a G i?, so dass v'^ = 
V + afiy) ist. Indem man a durch —a ersetzt, erhalt man fiir r die Darstellung 

v'^ = V — af{v). 

Uberdies ist /(a) = und daher /(a) ^ 1. 

Es sei a eine Dilatation mit der Achse H und dem Zentrum P. Ferner sei 
^ a G P. 1st dann v gV, so gibt es ein k G K und ein h G H mit v = ak + h. 
Es gibt ferner ein h G K* mit [ak + hy = abk + h. Definiere f gV* durch 

f{ak + h) := (1 - b)k. 

Dann ist 

{ak + hY = abk + h = ak + h — a(l — b)k = ak + h — af{ak + h), 
m. a. W., es ist 

=v — af{v) 

fiir alle v G V. Weil 5 injektiv ist, ist /(a) 7^ 1. Die restliche Aussage von a) 
versteht sich von selbst. 

b) Es sei a = t. Dann ist v — af{v) = v~ a'f'{v) und damit af{v) = a' f'{v) 
fiir alle v gV. Weil a nicht die Identitat ist, ist /' ^ 0. Es gibt also ein v mit 
f'{v) = 1. Setze k := f{v). Dann ist k G K* und es gilt a' = ak. Es folgt 
af{v) = akf'{v). Wiederum well a nicht die Identitat ist, ist a ^ 0. Es folgt 
f{v) = kf'{v) fiir alle v gV. Die Umkehrung ist banal. Also gilt auch b). 

Es sei <T e E. Dann gibt es einen Vektor a G V und ein f G V* mit 

x"^ — X — af{x) fiir alle x G V. Ist auch x'^ = x — a' f'{x), so gibt es nach 3.1 b) 
ein k G K* mit a' = ak und /' = k~^f. Da /(a) 7^ 1 ist folgt, 

1 - f'{a') = 1 - k-'f{ak) = fc-i(l - f{a))k 

= {l-f{a)){l-f{a))-'k-\l-f{a))k. 



3. Determinanten 



163 



Setzt man nun 

det(a) {l-f{a)){K*)\ 

so ist det also eine wohldefinierte Abbildung von S in die Kommutatorfaktor- 
gruppe K*/{K*y. 

Ist (7 e S und ist r G GL{V), ist ferner v'^ = v — af{v), so folgt 

w^"'-^^ =v- a^/(t;T-i). 

Hieraus folgt welter 

det(r-Vr) = (l - f{a^^~' )){K*y = det(a), 

so dass det unter Konjugation invariant blcibt. 
Ist K ein Korper, so setzen wir im Folgenden 

Ka := K*/{K*)'. 

Den kanonischen Epimorphismus von K* auf bezeichnen wir mit tt. 

3.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und S set die Menge 
der Transvektionen und Dilatationen von V. Sind a, t & T, und haben a und 
T das gleiche Zentrum oder die gleiche Achse, so ist auch ar G T, und es gilt 
det(crT) = det(cr)det(T). 

Beweis. Wir bctrachtcn zunachst den Fall, dass a und t das gleiche Zentrum 
haben. Es gibt dann ein a G V und f,g&V* mit v"^ = v — af{v) und 
v'^ = V — ag{v). Es folgt 

= {v-afiv)y =v-~a^fiv) 
= v- ag{v) - (a - ag{a))f{v) 
= v- a{g{v) + f{v) - g{a)f{v)) . 

Daher ist err G £ und cs gilt 

det(aT) = 7r(l - g{a) - f{a) + g{a)f{a)) 
= 7r(l-,g(a))7r(l-/(a)) 
= det((T)dct(7r), 

da die Multiplikation in Ka ja kommutativ ist. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass a und tt die gleiche Achse haben. Dann 
gibt es a, b G V und ein f G V* mit = v — af{v) und v'^ = v — bf{v). Es 
folgt 

v''^ = {v- af{v)y 

= v-bf{v)-{a-bf{a))fiv) 
= v-{b + a-bf{a))f{v). 



164 



Kapitel III. Gruppen von KolUneationen 



Also ist err e S und 

det(cTr) = 7r(l - f{b + a- bf{a)) 

= ^(1 -/(&)- /(a) + /(6)/(a)) 
= ^(l-/(6))^(l-/(a)) 
= det(cr)det(T). 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Bei diescm Bcweis haben wir zweimal von der Komniutativitat von Ka Gc- 
brauch geniacht. Das ist der Sache nicht inharcnt, licgt vielmehr daran, dass 
wir die Abbildungen auf die gleiche Seite wie die Skalaxe schreiben, namlich als 
Exponenten rechts von den Vektoren. 

3.3. Satz. Es sei V ein K-Vektorraum und E sei die Menge der Transvektionen 
und Dilatationen von V. Bind CTi, CT2 € S und haben cti und (T2 verschiedene 
Zentren Pi und P2 und verschiedene Achsen und ist P ein Punkt auf der Gera- 
den Pi + P2, so gibt es ti, r2 € S mit den folgenden Eigenschaften: 

a) T2 hat Zentrum P. 

b) Es ist (J\(J2 = TiT2- 

c) Es ist det(cri)det(c72) = det(ri)det(r2). 

Beweis. Ist P = P2, so tun es n := ai und T2 := <T2- 1st P = Pi, so tun es 

Ti := o'ia2(Ti^ und T2 := (Ji. 

Es sei P + Pi, P2. Ist ^ ai e Pi und ^ a2 e P2, so gibt es /i, /2 G V* 

mit 

v"' = v- aifi{v) 

fiir i := 1, 2 und allc v E V. Setze Hi Kcrn(/,). Nach 3.2 hangt Hi nur von 
ai, nicht aber von der Wahl von ai € Pi ab. Davon warden wir im Folgenden 
Gebrauch maclicn. indein wir die Oi der Situation entsprechend wahlen. 
Setze D := Hi (1 H2 sowie G := Pi + Pj. Nach Voraussetzung ist dann 

Rg^(G) = 2 = KoRg;^(£>). 

Es sei Pi < i?2- Hier wahlen wir die ai so, dass P = {ai+a2)K gilt. Hiermit 
definieren wir ti und T2 durch 

t;"^! := t; - ai(/i - f2){v) 

.= ^ _ (^ai + a2)f2{v). 
ai = a^^ und daher 

V---- = {y - aiifiiv) - f2{v)r)y' 
= v''^ - aifiiv) + aif2{v) 
= v-{ai+ a2)f2{v) - aifi{v) + 01/2(1^) 
= v- aifi{v) - a2f2{v) 



bzw. 

Dann ist = 



3. Determinanten 



165 



Ferner ist 

det(ri) = 7r(l - /i(ai) + /2(ai)) = 7r(l - /i(ai)) = det(ai) 

und 

det(T2) = 7r(l - /2(ai + 02)) = 7r(l - /2(a2)) = det((72) 

Es sei P2 < Hi. Wegen aia2 = a\(T2cri^a\ erledigt sich dies mit dem gerade 
behandcltcn Fall. 

Wir diirfen daher im Folgenden annehmen, dass Pi ^ H2 und P2 ^ Hi gilt. 
Dann ist Pi, P2 ^ D und folglich 

Rgj,{GnD) < 1. 

Es sei C ein Komplement von GdD in £>. Weil ai und 0-2 auf C die Identitat 
induzieren, diirfen wir annehmen, dass C = {0} ist. Dann ist also D < G und 

Rgx(^) < 1- 

1. Fall: Es ist RgxiD) = 1. Dann ist RgxiV) = 3. Wegen Pi, P2 ^ D 
konnen wir die so wahlen, dass 

D = (ai +a2)K 

ist. Setze bi := ai + 02 und 62 '■— o-i. Dann ist 61, 62 eine Basis von G. Wegen 
P ^ Pi = b2K gibt es also ein x £ K mit 

P = {bi+ xb2)K. 

Es sci &3 e H2— D. Dann ist 63 ^ G, da, gC] H2 ~ D ist. Folglich ist {61, 62, 63} 
eine Basis von V. Ferner gilt, man beachte, dass bi G D = Hi (1 H2 ist, 

6r = bi 

und, mit implizit definierten u, v G K, 

62' = ai - ai/i(ai) 

= 02(1 + /i(a2)) - (di + a2)/i(a2) 
= 62(1-/1 (62)) (62) 
= 61U + 62^^, 

sowie 

Entsprechend erhalten wir 

&r = &i 

und, mit wiederum implizit definierten y, z G K , 

b"^ = 02 - 02/2(02) = 62(1 - /2(62)) = h2y 
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sowie 



Es folgt 



"3 



bs - a2h{h) = &3 - hhih) = hz + 63. 



"3 



bi 

b\u + b2yv 

b2Z + 63. 



Wir sctzcn s := 1, falls x = 0, dli., falls P = biK ist, und s := x ^, falls a; ^ 
ist. Wir dcfinioren nun Abbildungen ti und T2 durch 



b7 
b? 



bi 

bi (m + s(l - yv)) 
-bisz + 63 



und 



b? 
b? 



bi 

bis{yv - 1) + b2yv 
biSZ + 62Z + 63. 



Einfache Rechnungen zeigen, dass b'^^'^^ 
T1T2. 

Ist V = bixi + b2X2 + bsxs, so folgt 



ist fiir alle i. Somit ist aia2 



und 



61 {szxs - {u + s(l - yv))x2) 



{bis + 62) ((1 - yv)x2 - zxs)), 



so dass Tj e S gilt. Ferner ist det(Ti) = 7r(l) und det(rj) = ^{yv). Es bleibt die 

Aussagc fiber das Zcntrum von T2 zu beweisen. 
Ist a; 7^ 0, so ist s — x^^ und daher 

{biS + b2)K = (61 + b2X)K = P. 

Ist X = 0, so ist s = und P ist das Zentrum von ti. Dann folgt abcr niit T1T2 = 
T\T2Ti^Ti und Ersetzen von ri und T2 durch t\T2T~^ und ti die Behauptung. 

2. Fall: Es ist D = {0}. In diesem Falle wahlen wir die so, dass P = 
(oi — 02)-?^ ist. Wir definieren u, v, x, y G K durch 

=ai{l- /i(ai)) = am 
0-2^ = 02 - ai/i(a2) = aiv + 02 

fli^ = fli - 02/2(01) = oi + 020; 
«2' = 02(1 - /2(a2)) = a2y. 



und 



Es folgt 



Es ist det(cri) 
unterscheiden. 



7r(u) und det((T2) = 7r(y). Wir haben nun zwei Falle zu 
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2.1. Fall: Es ist u = In diesem Falle definieren wir n und T2 durch 

a]^ := ai(l — xu) + a2xu 

:= ai(l - xu - y) + a2{xu + y) 

und 

:= aiu 
0^2 •= o,\u + a2. 
Eine einfache Rechnung zcigt, dass 

und 

02'^'^ = a\u + 02 (xw + y) 
ist. Wegen u = u ist also auch 

so dass a\a2 = t\T2 ist. Ist v = aiki + 02^2, so folgt 

vl = v - {ai - 02) {xuki + {y + XU- 1)^2) 



und 



sowie 



und 



det(ri) = n(l — xu — {y + xu — 1)(— 1)) = 7r(j/) 

v'^'^ = V — ai[{l — u)ki — U/C2) 



det(r2) = 7r(l — 1 + u) = 7r(u). 
Weil die Multiplikation in Kj^ kommutativ ist, ist also 

det((7i)det(0-2) = det(ri)det(T2). 

Ferner ist P das Zentmm von ti, woraus mit der schon mehrfach angewandten 
Identitat T1T2 = {tiT2)t^^ti die Behauptung in diesem Falle folgt. 
2.2. Fall: Es ist u ^ Hier definieren wir ri und T2 durch 

al^ := aiU + 02(1 — u) 
:= aiv + 02(1 — u) 

und 

:= ai + 02(0: + y{u — v)~^{u — 1)) 
al^ := a2y{u — v)~'^u. 
Dann ist wieder (Ji(72 = T1T2. Ferner gilt, falls v = aiki + 02^2 ist, 

v'^'^ =v — (ai - 02) ((1 - u)ki - vk2) 
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und daher 

det(ri) = 7r(l — (1 — it) — v{—l)) = Tr{u — v) 

sowie 

v'^^ = V — a2{{x + y{u — v)~^{l — u)ki — {y{u — v)~^u + l)^)) 
und folglich 

det(r2) = 7r(l + {y{u - v^^u + 1)(-1)) = n{y{u - i;)-^u) . 

Der Punkt P ist wieder Zentrum von ri. Aus all diesem folgt auch in diesem 
letzten Fall die Behauptung des Satzes, wobei wieder zu beachten ist, dass 
eine abelsche Gruppe ist. 

3.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und S sei die Menge 
der Dilatationen und Transvektionen von V . Sind Ui, . . . , cr„ G S und gilt 

ci • • • »■„ = 1, 

so ist 

det(cri) • • • dct((T„) = 1. 

Beweis. Wir machen Induktion nach n. Fiir n = 1 ist der Satz richtig. Es 
sei n = 2. Dann ist also 1 = a\(j2- Es folgt, dass ai und a2 gleiches Zentrum 
und gleiche Achse haben. Nach 3.2 ist daher 

1 = det(l) = det(£7i)det(fT2). 

Es sei n > 3 und der Satz gelte fiir n — 1. Ferner sei 

(Ti - ■ ■ a„ = 1. 

Gibt es ein i, so dass (t, und (Ti^i gleiches Zentrum oder gleiche Achse haben, 
so ist UjCTj+i G S und det((7jC7j_|_i) = det(crj)det((7j_|_i). Nun ist 

CTl • • • (cri(Ti+l) • • • C7„ = 1. 

Nach Induktionsannahme ist daher 

det(0-i) • • • det(<7„) = det(cri) • • • det((TifTi+i) • • • det(cr„) = 1. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass Uj und cii+i fiir i := 1, . . . , n — 1 ver- 
schiedene Zentren und verschiedene Achsen haben. Es sei Pi das Zentrum von 
0-,. Dann ist 

O'n^ = (Tl • • • Cr„_i 

und Pn ist auch das Zentrum von a~ ^ . Setze 

:=Pi + ... + P„_i. 
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Weil (7i ant V/ Pi die Identitiit induzicrt, induzicrt ctj auch antV/H die Identitiit. 
Somit induziert auch auf V/H die Identitat, da ja das Produkt von cti, 
. . . , (T„_i ist. Es folgt 

Pn = V^"-^ < H, 

da Pn ja aucii das Zentrum von cr^^ ist. 

Es sei r eine natiirliche Zahl. Ferner seien ri , . . . , € E und Qr sei das 
Zentrum von r^. Schliefilich gelte 

cr~^ = Ti • • • TrCTr+l • • • CT„_i 

und 

+ Pn-1 

sowie 

det(cri) • • • det(0-„_i) = det(Ti) • • • det(Tr)det(crr+i) • • • det(cr„_i). 

Fiir r = 1 erhalt man diese Situation, indem man ri = cti und Qi := Pi setzt, 

wic wir gcradc gcschcn habcn. Es sci 1 < r < n — 1 und cs mogcn ti, . . . , mit 
den verlangten Eigenschaften geben. Ist Qr = Pr+i oder ist die Achse von 
gleich der Achse von ar+i, so schhefit man wie zuvor, dass 

det((Ti) • • • det((T„) — 1 

ist. Es sei also Qr ^ Pr+i und auch die Achsen von und cr^+i seien ver- 
schieden. 

Es sei Pi = ttiK fiir i := 1, . . . , n und Qr = brK. Wegen Pn < Qr + Pr+i + 
. . . + Pn-i gibt es kr, ■ ■ . , kn-i e K mit 

dn — brkr ~\~ Oyr-\-lkr-\-l ~l~ • • • ~t~ O^n—lkn—l' 

1st brkr + ttr+ikr+i ^ 0, SO sctzen wir 

Qr+1 ■— {brkr + fl j.+ 1 fcr+ 1 ) 

1st brkr + = 0, so sei Qr+i ein beliebiger Punkt auf der Geraden 

Qr + Pr+1- In jedem Falle gilt 

Pn < Qr+l + Pr+2 + . • . + Pn-1- 

Nach Satz 3.3 gibt es r^, r^+i € S mit 

TrCTr+l = TrTr+1, 

SO dass Qr+i das Zentrum von r^+i ist und iibcrdies 

det(Tr)det((Tr+i) = det(T^)det(Tr+i) 
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gilt. Ersctzt man durch r^, so hat man die Induktion um cincn Schritt 
weitergetrieben oder aber erkannt, dass der Satz auch fiir n gilt. Wir diirfen 
daher annehmen, dass es n, . . . , t„_i e S gibt mit 

= n • • • T„_i 

und 

det(cri) • • • det((T„_i) = det(ri) • • • det(r„_i), 

so dass Pn auch Zentmm von t„_i ist. Sctzc p := r„_i(T„. Nach Satz 3.2 ist 
p e E und es gilt det(p) = det(T„_i)det(fT„). Es folgt 

1 = Tl • • • T„_2P 

und daher 

1 = dct(ri) • • • det(r„_2)p = det(f7i) • • • det(o-„). 
Damit ist dor Satz bowicscn. 

3.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und S sei die 
Menge der Dilatationen und Transvektionen von V. Ist 7 e GL(y), so gibt 
65 CTi, . . . , cr„ e S mit 7 = iJi • • • cr„. Setzt man 

det(7) := det(0-i) • • • det(cr„), 

so ist det ein Homomorphismus von GL{V) auf K* /{K*)' und es gilt, falls 
^gK{y) > 2 ist, 

Kern(det) = SL(y). 

Bcweis. Mit 3.4 folgt, dass det wohldefiniert ist. Dass det dann ein Epi- 
morphismus ist, ist banal. Es bleibt die Aussage iiber den Kern von det zu 
bewciscn. 

Ist T cine Transvcktion, so ist dct(r) = 1, wic wir wisscn. Daher gilt SL(y) C 
Kern(det). 

Es sei a € Kern(det). Ferner sci V = P (S H mit cincm Punkt P und einer 
Hyperebenen H. Dann ist, wie wir wissen, GL(y) = SL{V)Ti{P, H). Es gibt 
also ein a € SL{V) und ein k € K* mit a = aS{k). Es folgt 

7r(l) = det(a) = det(£7)det(5(fc)) = 7r(A;). 

Dies besagt, dass k G (K*)', bzw., dass S{k) G T,(P,Hy ist. Ist \K\ = 2, so 
folgt S{k) = 1 und damit a = a e SL(F). Ist \K\ > 2, so ist GUV)' = SL{V) 
nach 2.7 a). Also gilt S{k) G SL(y) und dann auch a G SL(V'). Damit ist alles 
bewiesen. 

Nun konnen wir endlich unser Versprechen einlosen. 

3.6. Satz. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K und ist der Rang von V 
mindestens gleich 2, ist ferner P ein Punkt und H eine Hyperebene von Lk{V) 
mitV = P®H, so ist 



SL(V) n S(P, H) = E(P, H)'. 
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Beweis. Dies ist richtig, falls \K\ = 2 ist. Es sci also \K\ > 2. Dann ist 
T.{P,Hy C Sh{V) n T.{P,H), wie wir bereits wissen. Es sei 5{k) € Sh{V) n 
H). Es gibt dann Transvektionen n, . . . , r„ mit 

S{k) =Ti---T„. 

Es folgt 

7r(A;) = det((5(fc)) = 7r(l) 

ist. Also ist k G (if*)' und damit 6{k) G Y,{P,H)', so dass audi dieser Satz 
bewiesen ist. 

Nacli Colin (1977, S. 117) gibt cs niclit kommutativc Korpcr, dcrcn inncrc 
Automorphismengruppe auf K* — {1} transitiv operiert. Dies hat zur Folge, 
dass {K*)' = K* ist. Ist V ein Vektorraum iiber einem solchen Korper, so ist 
nacli unscrcn Entwicklungcn also GL(F) = SL(F). 

Die hier konstruierte Funktion det stimmt im Falle endlich erzeugter Vek- 
torraume mit der in der sonstigen Literatur dot gciiannten Funktion iiberein, 
da die Einschrankungcn bcidcr Funktioncn auf die Mcngc der Transvektionen 
und Dilatationen iibereinstimmen (siehe etwa Liineburg 1993). 

4. Ausnahmeisomorphismen 

Fiir diesen Abschnitt wird unterstellt, dass der Leser mit den Grundbogriffen 
der Theorie endlicher Gruppen vertraut ist. Unser Hauptziel ist, den folgenden 
Satz zu beweisen. 

4.1. Satz. Die folgenden Gruppen sind isomorph: 

a) PSL(2,2) und S3. 

b) PSL(2,3) undA4. 

c) PSL(2,4), PSL(2,5) und A5 (Hdlder 1892). 

d) PSL(2,7) MnrfPSL(3,2) (Hdlder 1892). 

e) PSL(2,9) und Aq. 

f) PSL(4,2) und As,. (Jordan 1870/1989, S. 380 ff.) 

Uin a) zu beweisen, hat man nur zu beachten, dass PSL(2, 2) eine Permuta- 
tionsgruppe vom Grade 3 ist, die nach 1.13 die Ordnung 6 hat. 

Um b) zu beweisen, bemerkt man, dass PSL(2, 3) eine Permutationsgruppe 
vom Grade 4 ist, die von Transvektionen crzeugt wird. Da die Transvektionen 
in diesem Falle 3-Zyklen sind, folgt, dass PSL(2, 3) zu einer Untcrgruppc der A4 
isomorph ist. Schliefihch folgt aus 1.13, dass |PSL(2,3)| = 12 = 1^4] ist. Dies 
zeigt, dass PSL(2,3) und isomorph sind. 

Um c) zu beweisen, bemcrken wir zunachst, dass PSL(2,4) eine einfache 
Permutationsgruppe vom Grade 5 ist. Da eine einfache Permutationsgruppe 
keine ungerade Permutation enthalten kann, folgt, dass PSL(2,4) zu einer Un- 
tergruppe der A^ isomorph ist. Wegen |PSL(2,4)| = 60 = \A^\ folgt daher, 
dass PSL(2,4) und isomorph sind. Damit ist eine der beiden Aussagen 
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von c) bewiesen. Dariiber hinaus ist gezeigt, dass ^5 cinfach ist. Nun ist 
|PSL(2,5)| = 60 und PSL(2,5) ist einfach. Daher ist c) eine Konsequenz des 
folgenden allgemeineren Satzes. 

4.2. Satz. Es gibt bis auf Isomorphic nur eine einfache Gruppe der Ordnung 
60 (Holder 1892). 

Beweis. Es sci G cine einfache Gruppe dcr Ordnung 60. Enthiilt G eine Un- 
tergruppe vom Index 5, so besitzt G wegen der Einfachheit eine treue Darstel- 
lung vom Grade 5 und es folgt, dass G zur isomorph ist. Es ist also zu 
zeigen, dass G eine solche Untergruppe enthalt. Dazu zeigen wir zuniichst, dass 
G keine Untergruppe vom Index 3 enthalt. Enthielte G eine solche Gruppe, so 
folgte aus der Einfachheit von G, dass G zu einer Untergruppe der 53 isomorph 
ware, was wegen \G\ = 60 > 6 = jSaj nicht sein kann. Es seien S und T zwei 
verschiedene 2-Sylowgruppen von G. Ferner sei 1 ^ s G S* fl T. Die Ordnung 
einer 2-Sylowgruppe von G ist gleich 4. Daher sind S und T abelsch und es 
folgt, dass sic bcidc im Zentralisator C von S liegen. Daher gilt |C| > 3-4. Weil 
G einfach ist, ist C von G verschieden. Also ist |C| = 12 oder 20. Weil G keine 
Untergruppe vom Index 3 besitzt, ist also |C| = 12, so dass C eine Untergruppe 
vom Index 5 ist. Wir diirfen daher annehmen, dass je zwei 2-Sylowgruppen von 
G trivialen Schnitt haben. 

Es seien wieder S und T zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von G. Ferner 
sei s E S und es gelte s~^Ts = T. Dann erzcugen T und ,s eine 2-Gruppc, so 
dass s e T folgt. Auf Grund unserer Annahme ist daher s = 1. Hieraus folgt, 
dass die Anzahl der 2-Sylowgruppen von G kongruent 1 modulo 4 ist. Da diese 
Anzahl aber auch ein Teller von \G\ = 60 ist und wegen der Einfachheit von 
G nicht 1 sein kann, folgt, dass G genau fiinf 2-Sylowgruppen hat, so dass der 
Normalisator einer solchen den Index 5 hat. Damit ist 4.2 bewiesen. 

Da |PSL(2,7)| = 168 = |PSL(3,2)| ist, folgt d) aus 

4.3. Satz. Es gibt bis auf Isomorphie nur eine einfache Gruppe der Ordnung 
168 (Holder 1892). 

Beweis. Es sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 168 = 8 • 3 • 7. Die 
Anzahl der 7-Sylowgruppen von G ist kongruent 1 modulo 7 und ein Teller von 
168. Uberdies ist sie grofier als 1, da G einfach ist. Es folgt, dass G genau acht 
7-Sylowgruppen enthalt. Es sci N der Normalisator einer solchen. Dann ist 
also lA^I =3-7. Stellt man G dar als Permutationsgruppe auf der Menge der 
Rechtsrestklassen nach N, so ist diese Darstellung treu, da G einfach ist. Somit 
hat G eine Darstellung als transitive Gruppe von Grade 8. Der Stabilisator von 
N in dieser Darstellung ist N selber und hat daher die Ordnung 21. Hieraus 
folgt, dass G sogar zweifach transitiv ist. 

Wir bezeichnen die Rechtsrestklassen von N mit Pqo, -Po, -Pi, • • • , Pq, wobei 
wir annehmen, dass N = P^o ist. Es sei a ein Element der Ordnung 7 in N. 
Indem wir die Pi gegebenenfalls umnummerieren, konnen wir erreichen, dass 
P^ = Pi+i ist, wobei die Indizes modulo 7 zu reduzieren sind. Es sei v € N. 
Dann ist v~^gv = a" mit einer Zahl o, die zwischen und 6 liegt. Definiere / 
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durch py = Pf(i)- Dann ist 

Also ist = f{i)+a. Sctzt man 6 /(O), so crhiilt man, dass f{i) ~ ai+b 

ist. Schliei31ich folgt aus |A^| = 21, dass in der von a erzeugten Gruppe liegt. 
Dies impliziert wiederum die Kongruenz = 1 mod 7. Hat u zwei von Poo 
vcrschicdene Fixpunkte Pi und Pj , so ist i ^ j und i — ai + b sowie j = aj + 6, 
woraus a = 1 und 6 = folgt. Also induziert v die Identitat in {Pq, . . . , Poo}, 
woraus v = 1 folgt, da G ja treu operiert. Damit ist gezeigt, dass N aus alien 
Abbildungen i/ mit Pi^ = Poo und P/^ = Pai+t bcstcht, wobci a, b E GF(7) und 

= 1 ist. SchlielBlich folgt noch, dass die Identitat die einzige Permutation aus 
G ist, welche drei verschiedene der Punkte Pi festlasst. 

Sctzc K := GF(7). Es sci V = uK ® vK cin Vcktorraum vom Rang 2 
iiber K. Setzt man Poo := vK und Pj := {u + vi)K, so wird G zu einer 
Permutationsgruppe auf der Menge der Punkte von Lk{V). Ferner sieht man, 
dass die Gruppe, die von alien linearen Abbildungen A der Form = ua + vb 
und v'^ = va~^ mit a, b G K und a'^ = 1 auf der Menge der Punkte von Lk{V) 
induziert wird, gleich A'' ist. Wegen det(A) = aa~^ = 1 ist daher N C PSL(y). 

Die 3-Sylowgruppcn von G sind gcradc die Stabilisatorcn zwcier Punkte 
aus Lk{V). Weil die Identitat die einzige Permutation aus G ist, die drei 
verschiedene Punkte festlasst, folgt, dass die Anzahl der 3-Sylowgruppen von G 
gleich (2) = 28 ist. Somit enthalt G genau 2 • 28 = 56 Elcmente der Ordnung 3. 
Ferner enthalt G genau 8 • 6 = 48 Elemente der Ordnung 7. 

Es seien nun P und Q zwei verschiedene Punkte von Lk{V). Dann hat der 
Stabilisator H der Mcngc {P, Q} die Ordnung 6 und die 3-Sylowgruppc S von 
H ist ein Normalteiler von H. Weil die Identitat die einzige Permutation in G 
ist, die drei Fixpunkte hat, zerlegt S die Menge der von P und Q verschiedenen 
Punkte in zwei Bahnen der Lange 3. Da Involutioncn kcinc Fixpunkte habcn, 
werden diese beiden Bahnen von den in H liegenden Involutioncn vertauscht, 
so dass H neben der Bahn {P, Q} noch eine weitere Bahn der Lange 6 hat. 

Ware H zyklisch, so cnthicltc H genau zwei Elcmente der Ordnung 6. An 
Hand der Bahnen von H sieht man, dass G dann mindestens 2 • (2) = 56 
Elemente der Ordnung 6 enthielte. Da G, wie wir schon wissen, 56 Elemente 
der Ordnung 3 und 48 Elcmente der Ordnung 7 enthalt, enthielte G hochstens 
168 — 2 • 56 — 48 = 8 Elemente, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist. Folglich 
enthielte G nur eine 2-Sylowgruppe im Widerspruch zur Einfachheit von G. 
Also ist H nicht zyklisch und damit nicht abelsch. 

Es sei jetzt insbesondere P = Pq und Q = Poo- Dann induziert die durch 

:= 2u und := Av definierte Abbildung p ein Element der Ordnung 3 aus 
H. Die von p crzcugte Gruppe hat die bcidcn Bahnen Bi := {Pi, P2, P4} und 
B2 := {P_i, P_2, P-4}. Es sei A eine Involution aus H. Wie wir gesehen haben, 
ist = B2. Weil H als nicht abelsche Gruppe drei Involutionen enthalt, 
diirfcn wir annehmen, dass P^ = P_i ist. Ist i 7^ 0, so gibt es ein g{i) g K* 
mit P^ = Pg{i)- Weil H nicht zyklisch ist, ist p\ = Xp~^. Also ist 

P,^2i)=Pf^ = Pt'~' =PMi)- 
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Daher ist g{2i) = 4g(i). Wcgcn g{l) = —1 ist daher ^(2) = —4 und 5(4) = 
4g{2) = -2. Aus = 1 folgt somit 

definiert man die Abbildung n durch u'^ := —v und v'^ := u, so sieht man, 
dass K e Lx{V) die Permutation A induziert. Wegen det(«;) = 1 ist daher 
A e PSL(F). Weil G das Erzeugnis von und A ist, folgt weiter G C PSL(F). 
Aus \G\ = 168 = |PSL(F)| folgt schlicfilich die Bchauptung. 

Um e) zu beweisen, nutzen wir aus, dass die Gruppe PSL(2,9) eine zur 
isomorphe Untergruppe enthalt. Dass dem so ist, folgt aus dem Satz, der besagt, 
dass PSL(2,(7) genau dann einc zur isomorphe Untergruppe enthalt, wenn 
|PSL(2,(7)| durch 5 teilbar ist. Zum Beweise dieses Satzes miissen wir etwas 
weiter ausholen und beweisen zunachst den folgenden Satz (Moore 1897). 

4.4. Satz. Es sei m eine naturliche Zahl mit m > 3. Ist F die freie Gruppe 
in den Erzeugenden ai, . . . ,am-2 und ist N der von den Elementen af, af fiir 
i := 2, . . . ,m—2, (ajaj+i)'^ fiir i := 1, . . . ,m — 3 und {aiajY fur I < i < j — 2 < 
m — 4 erzeugte Normalteiler von F, so ist F/N zur alternierenden Gruppe A^ 
vom Grade m isomorph. 

Beweis. Dies ist gewiss richtig fiir m = 3. In diesem Falle ist F ja die von a\ 
erzeugte unendliche zyklische Gruppe und N ist ihre Untergruppe vom Index 
3. Andererseits hat die alternierende Gruppe vom Grade 3 die Ordnung 3. 

Es sei also m > 3 und der Satz gelte fiir m — 1. Dann ist die von den 
Elementen a\N, . . . , am-a^ erzeugte Untergruppe U von F/N nach Induk- 
tionsannahme ein epimorphes Bild der ^,„-i. Es folgt \U\ < — 1)!. Es sei 
V die Untergruppe von F mit V/N = U. Dann gilt ai G F fiir i := 1, m — 3. 
Wir definieren die Rechtsrestklassen Ri von V rekursiv durch Rm-i '■= V und 
Ri := Ri+itti fiir i := rr?. — 2. 1 sowie i?o := Riai und zeigen, dass dies 
bereits alle Rechtsrestklassen nach V sind. 

Zunachst beachten wir, dass Rty = Ri ist fiir alle i und alle y G N, da. N 
cin in V enthaltener Normalteiler ist. Es ist Rm-iai = Rm-i- Es sei i > 4 
und es gelte RiUi = Ri. Dann ist Ri-iUi = RiUi-iUi. Wegen z — 1 > 3 ist 
(aiaj_i)^ e N. Es gibt daher y, z G N mit aj_iai = ya^^ai-i = za\ai-i. 
Hieraus folgt 

Ri—iUi = RiZ<i\cLi—\ = Ri—\. 

Also gilt i?iOi = Ri fiir alle i > 3. Nun ist i?2ai = ^1, i?iai = i?o und 
wegen a\ € N ist R^ai = i?2- Damit ist gezeigt, dass Multiplikation von 
rechts mit a\ die Ri untereinander permutiert. Wir beachten ferner, dass die 
Rechtsmultiplikation mit a\ auf den Indizes die Permutation (012) bewirkt. 

Es sei j > 1. Ist i > j + 1, so ist mit modulo A'' vertauschbar, da in 
diesem Falle ja a^, a?, {ajUi)^ e N ist. Daher folgt mit einer simplen Induktion 

Rittj = Ri—iOittj = Ri—iOjjCti = Ri—idi = Ri 

im i := j + 2, . . . , m — 1. Es ist 

RjUj = Rj+i 
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und 

Rj+iaj = Rj. 
Es sei j = 2. Es ist af , af, (0102)^ G iV. Es folgt 

Ria2 = R2aia2 = R2a2a^^a2a^^ 
= R3ala2al = Ria2a\ 

und 

Roa2 = Riaia2 = i?ia2a^^a2a^^ 

= RqQj-^ "^^2^1 ^ ~ R-iCl20'i ^ — Rl 

Multiplikation von rcchts mit 02 permutiert also die Ri und bewirkt auf den 
Indizes die Permutation (01) (23). 

Es sei j > 2. Dann ist a|_j, a|, (aj_iaj)^ € A/'. Hiermit und mit dem 
bereits Bewiesenen folgt 

Rj — ldj = Rjdj—ldj = Rjdjdj—ldjQyj — l 

= Rj-^idj—idjdj—i = Rj^idjdj—i 
= Rjdj—i = Rj—\. 

Mittels Induktion folgt hieraus 

Qi j — j 

fiir i := 2, . . . , J — 1. Wegen j > 2 ist (aia^)^ e A?'. Hieraus folgt, wenn man 
noch bemerkt, dass 2 < j — 1 ist, 

Ridj = R2didj = R2djd^ ^ = -R2011 ^ — Rq 

und 

R()dj = R\d\dj = R\djd-^ ^ = RjQd-^ ^ = R\. 

Multiplikation von rechts mit dj permutiert also die Ri und bewirkt auf den 
Indizes die Permutation (01)(j,j + 1). Damit ist gezeigt, dass der Index von V 
in F hochstens gleich m ist. Also ist auch der Index von U in F/N hochstens 
gleich m. Daher ist 

|F/Ar|<^(m-l)!m=|A„|. 

Setzc Qi := (012) und a^ := (01)(i,i + 1) fiir i := 2, . . . , m - 2. Dann 
zeigt einc simple Induktion, dass A„i von {ui | i 1, . . . , to — 2} erzeugt wird. 
Ferner gelten die Relationen af — l,af — 1 fiir i := 2, . . . , to — 2, (a^ai+i)"^ = 1 
fiir i := 1, . . . , to — 2 und (ajCtj)^ = 1 fiir 1 < i < j — 2. Hieraus folgt, 
dass es einen Epimorphismus tt von F/N auf gibt mit Tr{aiN) = Ui fiir alle 
i. Somit enthalt F/N mindestens \Am\ Elemente, so dass |-F/A^| = \Am\ ist. 
Dies impliziert scliliei31icli, dass tt ein Isomorphismus ist. Damit ist der Satz 
bewiesen. 
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4.5. Satz. Ist G eine von {1} verschiedene Gruppe und hat G Erzeugende a 
und b mit = b^ = (ab)'^ = 1, so ist G zur isomorph. 

Beweis. Wir zcigen, dass G ein epimorphes Bild der A5 ist. Hieraus folgt 
wegen der Einfachheit der A5 und der Voraussetzung, dass G ^ {1} ist, die 
Behauptung iiber G. 

Wir setzen ai := ba~^, a2 ■= {ba)b{ba)~^ und := a2aba^. Dann ist 

{aio^'^a^)'^ = '^^'^ = ™d aia = b, 

so dass G auch von {ai,a2,Q:3} erzeugt wird. 
Es ist 

a? = {ba-^f = {{ab)-'^f = 1. 

Ferner ist = 1, da a2 zu b konjugiert ist. 

Aus (ab)^ = 1 folgt bab — a~^ba~^ und daniit dann 

as = baba~^baba^ = a~^ba~^ba^ . 

Daher ist 

a\ = a~^ba~^ba^a~^ba~^ba^ = a~^ba^baba^ba^ 
= a~^bababa^ = a~^a~^b^a^ = 1. 

Es ist 

aia2 = a~^baba~^b = ba~^ba~^b = ba~^{ab)a~^b 
= {a-H)-\ab)a-H 

und daher (aia2)'^ = 1. 

Es ist ba~^b = aba und somit 

(^203)^ = aba%a^ = aba~^ba^ = a^ba'^. 

Hiermit folgt dann 

(a2as)^ = a%a^aba^ = 1. 
Wegen ba'^b = ba~^b = aba erhalten wir 

aias = ba~ baba~ baba = aba ba ba 

und welter 

(aias)^ = aba^ba^ba^a^ba^ba^ = aba^ba^baHa^ba^ 

= abaHa%a%a^ = aba%a%a^ = aHaHa^ = 1. 

Wir liabcn gczcigt, dass die Gruppe G von {01,0:2, 013} crzcugt wird und 
dass die Relationcn a\ = = ~ 1 und (aia2)'^ — (a2a3)'^ = (aias)^ = 1 
gelten. Mit 4.4 folgt daher, dass G cin epimorphes Bild der A5 ist. Daniit ist, 
wie eingangs bemerkt, der Satz bewiesen. 

Satz 4.5 sagt nichts dariiber, ob A^ eine Prasentation der in diesem Satz 
beschriebenen Art hat. Dies ist jedoch leicht nachzupriifen und wird aufierdem 
aus dem gleich noch zu Beweisenden hervorgehen. 
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4.6. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum vom 
Rang 2 iiber K . 1st a £ SL(y), so gilt: 

a) 1st Spur((T) = 1, so ist = —1. 

b) 1st Spur((T) = —1, so ist = 1. 

c) Ist Spur((7) = 0, so ist = —1. 

Beweis. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist — Spur(c7)fT + 1=0, 
da ja det{a) = 1. Also gilt c). Wegen = — Spur(cr)cr^ — a folgen auch die 

Bohauptungen a) und b). 

4.7. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und a sei ein involutorischer 
Automorphismus von K. Femer sei V = uK ® vK ein Vektorraum vom Rang 
2 uher K und f sei die durch 

f{ua + vb, uc + vd) := a"c + b^d 

definierte a-Semibilinearform auf V . Bezeichnet S\J{V,f) die Gruppe aller li- 
nearen Abbildungen a G SL{V,K) mit f{x^,y'^) = f{x,y) fiir alle x, y gV, so 
gilt: 

a) Die Gruppe S\J{V, /) ist isomorph zur Gruppe aller Matrizen 




mit a,b€K und 0^+" + 6^+" = 1. 
b) Gibt es ein x G ^ — {0} mit f{x, a;) = und ist W ein Vektorraum vom Rang 
2 iiber dem Fixkorper 

F :={k\ke K,k°' =k} 
von a, so ist S\J{V, /) zu SL(T'F, F) isomorph. 

Beweis. a) Es sei a G SL{V, K). Es gibt dann Elemente a, b, c, d G K mit 
u'^ = ua+vb, v"' = uc+vd und ad— be = 1. Nun liegt a genau dann in SU(y, /), 
wenn 

und 

ist. Also liegt a genau dann in SU(V, /), wenn 

1 = a^+« + 6i+", 
1 = c^+«+rfi+«, 

= a"c + b^d, 

1 = ad — be 

ist. Man verifiziert miihelos, dass diese Glcichungcn gonau dann erfiillt sind, 
wenn d = o", c = —6" und a^"*"" + 6^+" = 1 ist. Damit ist a) bewiesen. 
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b) Aus f{x, x) = und x ^ folgt, dass x vK ist. 1st also x = ur + vs, 
so ist r ^ 0. Es folgt 

fix,u)=r"y^O. 

Wir diirfen dahcr annchmcn. dass f{x,u) — 1 ist. 

Es gilt natiirlich auch x ^ uK. Daher ist V = xK ® uK. Es sei y •.= u + xr. 
Dann ist 

f{y, y) = f{u + xr,u + xr) 

= fiu, u) + r"f{x, u) + rf{u, x) + r'+^fix, x) 
= l + r + r". 

Die durch ip{r) := r + r" definierte Abbildung ist eine lineare Abbildung des 

i^-Vcktorraumcs K in F. Ware (j£> = 0, so ware r" = — r fiir alle r € if. Es folgte 
1 = 1" = — 1 und damit r" = r, so dass a die Identitat ware. Involutionen sind 
aber per definitionem von der Identitat verschieden. Also ist ip nicht Null und 
damit surjektiv. Es gibt also cin r E K mit 1 + r + r" = 0. Ist nun y := u + xr 
mit eben diesem r, so ist = 0. Ferncr ist 

fix, y) = fix, u) + fix, x)r = 1. 

Es gibt ein s G K mit s" ^ s. Setze k := s — s". Dann ist /c 7^ und k" = —k. 
Setze z := yk. Dann ist fiz,z) = und fix,z) = = k = —f{z,x). 

Schliefilich gilt V = xK © zK, da ja y ^ xK ist. 

Es sei nun u € SU(y, /) und x'^ = xa-\- zb sowie z'^ = xc-\- zd. Dann gelten 
die Gleichungen 

1 = ad — be, 

= f{x, x) = fix", x") = k{a"b - ab"), 
= f{z, z) = f{z\ z'') = kic'^d - cd''), 
k = f{x, z) = fix", z") = k{a"d - b"c). 

Weil fc ^ ist, gelten daher auch die Gleichungen 

1 = ad — be, 

= a'^b-ab", 

= c"rf-cd", 

1 = a^d-b^c. 

Aus den beiden letzten Gleichungen sowie der ersten folgt 
= (a«d" - 6"c")d = (ad - be)°'d = d 

und 

c« = (a"d" - 6"c")c = [ad - 6c)"c = c. 

Also liegen c und d in F. Aus der zweiten und vierten Gleichung folgt unter 
Benutzung der ersten 

a = {ad — be)a°' = o" 
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und 

b= {ad-bc)b'^ = b". 

Also liegen auch a und b in F. Sind umgekehrt a, b, c, d € F und ist ad—bc= 1, 
so verifiziert man ohne Miihe, dass die durch x"' := xa + zb, z'^ := xc + zd 
definierte Abbildung a in SU(y, /) liegt. Damit ist gezeigt, dass SU(y, /) zur 
Gruppe aller Matrizen 



mit a, b, c, d G F und ad — be = 1 isomorph ist. Da diese Gruppe wiederum 
mit SL(VF, F) isomorph ist, ist alias bewiesen. 

4.8. KoroUar. Die Gruppe SL(2, q) ist isomorph zur Gruppe aller Matrizen 

( " M 

\-bi a" J 

mit a, be GF{q^) und ai+« + = 1. 

Beweis. Es sei K := GF(g^) und V = uK ® vK sei ein Vektorraum vom 
Rang 2 iiber K. Ferner sei / die durch 

f{ua + vb, uc + vd) := a'^c + Wd 

definierte Semibilinearform auf V . Das Korollar 4.8 folgt aus 4.7, wenn wir 
nachweisen konnen, dass es einen Vektor x & V — {0} gibt mit /(x, x) = 0. 

Die multiplikative Gruppe von K ist zyklisch und hat die Ordnung — 1. 
Daher ist die durch r^ := r^+^ definierte Abbildung r] ein Homomorphismus der 
multiplikativen Gruppe von K auf die multiplikative Gruppe von GF((7). Es 
gibt daher ein r £ K mit r^+^ = —1. Setzt man x := u + vr, so ist x 7^ und 
f{x, a;) = 1 + r^"'"'^ = 0, so dass x die gewiinschten Eigenschaften hat. 

4.9. Satz. Genau dann enthdlt PSL(2, q) eine zur isomorphe Untergruppe, 
wenn die Ordnung von PSL(2, q) durch 5 teilbar ist. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. Es sei also 5 ein Teller 
von |PSL(2, q)\. Wir setzen K := GF{q) und V = uK ® vK sei ein Vektorraum 
vom Range 2 iiber K. Wie wir wissen, ist 

Drci Fallc sind zu unterscheiden. 

1. Fall: Es ist g = 5''. Bctrachtct man die Mcngo aller Abbildungcn a der 
Form = ua + vb und = uc + vd mit a, b, c, d £ GF(5) und ad — be = 1, so 
ist diese eine zur SL(2, 5) isomorphe Untergruppe von SL(2, g). Hieraus folgt, 
dass PSL(2, q) eine zur PSL(2, 5) isomorphe Untergruppe enthalt. Da diese nach 
4.1c) zur ^5 isomorph ist, gilt in diesem Falle die Behauptung. 

2. Fall: Es ist 5 ein Teller von q — 1. In diesem Falle gibt es ein a £ K mit 
a^ = 1 a. Es folgt a — a~^ ^ 0. Wir setzen b := {a — a~^)~^ und wahlen c, 
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d G K, so dass b'^+cd = — 1 ist. Wir dcfinicrcn die Abbildungcn a und t von V in 
sich durch u"^ := ua und v'^ := va~^ sowie u'^ := ub+vc und v'^ := ud—vb. Dann 
ist zunachst det((T) = 1 = det(T). Ferner ist cr^ = 1 und Spur(r) =6—6 = 0, 
so dass nach 4.6b) also = —1 ist. Schliefilich ist u'^'^ = uba + vca und 
v'^T = uda~^ — vba~^ und daher Spur(c7r) = b{a — a~^) = 1, so dass nach 4.6a) 
die Gleichung {<jt)~^ = —1 gilt. Sind a und f die von a und r in PSL(2,g) 
induzierten Abbildungcn, so ist also d- 1 und (j^ = f ^ = (S't)^ = 1, so dass 
nach 4.5 die von a und f erzeugte Untergruppe von PSL(2, q) zur isomorph 
ist. 

3. Fall: Es ist 5 ein Teiler von q + 1. Es gibt ein a € GF((j^) mit = 1 7^ a. 
Weil 5 ein Teiler von q+1 ist, folgt a^'^'^ = 1. Da q—1 nicht durch 5 teilbar ist, ist 
a" ^ a. Wir setzen b := (a-a^)-^ Dann ist = ~b und folglich 1 - 6^+9 e ii", 
so dass es ein c e GF((j'^) gibt mit c^+9 = 1 — 6^+'. Wir betrachten die Matrizen 

Dann ist dct(.4) = 0,1+'? = 1 = 6i+'^' + c^+" = dct(B). Fcrncr ist o;"^ = 1 und 
Spur(S) = b + ¥' = b - b = 0, so dass = 1 ist. Schlicfihch ist Spur(AB) = 
b{a - a«) = 1, woraus {AB)^ = -1 folgt. Aus 4.8 und 4.5 folgt daher, dass 
PSL(2, q) auch in dicsem Falle eine zur A5 isomorphe Untergruppe enthalt. 
Damit ist 4.9 bewiesen. 

Um 4.1 e) zu beweisen, beachten wir zunachst, dass |PSL(2, 9)| = 360 = \ Aq\ 
ist. Nach 4.9 enthalt PSL(2,9) eine zur A5 isomorphe Untergruppe, so dass sie, 
da sie einfach ist, eine treue Darstellung als Permutationsgruppe vom Grad 6 
besitzt. Wiederum wegen der Einfachheit kann sie nur gerade Permutationen 
enthalton, so dass sie zu einer Untergruppe der Aq isomorph ist. Aus der Gleich- 
heit der Ordnungen folgt daher die Isomorphie der Gruppen. 

Es bleibt zu zeigen, dass die Gruppen PSL(4, 2) und As isomorph sind. Es 
gibt mehrere Moglichkeiten, dies zu beweisen. Der schonste Beweis scheint mir 
der von Moore zu sein, der hier wiedergegeben sei (Moore 1899). 

Wir betrachten das folgende Schema: 

1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 
3 4 5 6 1 2 

Nennt man die Ziffern bis 6 Punkte und die Ziffernmengen, die aus den Zif- 
fern cincr Spalte bestehen, Geraden und definiert man die Inzidenz als die G- 
Rclation, so ist die so entstehende Inzidenzstruktur die projektive Ebcnc der 
Ordnung 2. Aus dem zweiten Struktursatz und Satz 1.13 folgt, dass PSL(3, 2) 
die voile KoUineationsgruppe dieser Ebene ist. Weil diese Gruppe einfach ist, 
ist sie eine Untergruppe der Ay. Mit 1.13 folgt, dass ihr Index in der Ay gleich 
15 ist. Hieraus folgt, dass die Wirkung der A^ auf der Menge {0, . . . , 6} ins- 
gesamt 15 verschiedene Realisierungen der projektiven Ebene der Ordnung 2 
liefert. Diese nennen wir Punkte cincr Geometric S, deren Geraden die 3- 
Teilmengen von {0, . . . , 6} sind. (Ziffern heifien im Folgenden wieder Ziffern.) 
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Wir definicrcn Inzidenz dadurch, dass fiir cinen Punkt P und cine Geradc G 
von E genau dann PIG gelte, wenn G eine Gerade der projektiven Ebene P 
ist. Wir werden zeigen, dass S aus den Punkten und Geraden des projektiven 
Raumes des Ranges 4 iiber GF(2) besteht. 

1) S enthalt v = 15 Punkte und 6 = 35 Geraden und jeder Punkt inzidiert 
mit genau r = 7 Geraden. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition von E. 

2) ^7 operiert als Automorphismengruppe auf E und ist sowohl auf der 
Menge der Punkte als auch auf der Menge der Geraden von E transitiv. 

Auch dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition von E. 

3) Jede Gerade von E tragt genau drei Punkte. 

Aus 2) folgt, dass jede Gerade mit gleich vielen, etwa k Punkten inzidiert. 
Das beim Beweise von 1.7.5 benutzte Verfahren der zweifachen Abzahlung liefert 
im vorliegenden Falle die Gleichung vr = bk, dh. die Gleichung 15 • 7 = 35 • fc, 
so dass in der Tat = 3 ist. 

4) Zwei verschiedene Geraden G und H haben genau dann einen Punkt 
gemeinsam, wenn sie als Tripel genau eine Ziffer gemeinsam haben. 

Liegt der Punkt Q auf den beiden Geraden G und H, so sind die Tripel G und 
H Geraden der projektiven Ebene Q, so dass sie genau eine Ziffer gemeinsam 
haben. Haben sie umgekehrt genau eine Ziffer gemeinsam, so ist |G U | = 5. 
Weil die auf {0, . . . , 6} fiinffach transitiv ist, konnen wir annehmen, dass 
G = {0,1,3} und H — {1,2,4} ist. Dann sind G und H aber Geraden der 
Ebene, von der wir ausgegangen sind, so dass sie als Geraden von E einen 
Punkt gemeinsam haben. 

5) Zwei verschiedene Geraden haben hochstens einen Punkt gemeinsam. 
Es seien G und H zwei Geraden, die einen Punkt Q gemeinsam haben. Nach 

4) ist dann \GUH\ = 1. Weil die Kollincationsgruppe K der projektiven Ebene 
Q auf den Rahmen dieser Ebene transitiv ist, ist sie erst recht auf der Menge 
der 2-Teilmengen der Geradenmenge transitiv. Da es sieben Geraden gibt, hat 
diese Menge die Lange 21. Daher gilt fiir den Stabilisator K^q ^} der Menge 
{G,iJ}, dass 

l^{G,H}l = 1^1/21 = 168/21 = 8 

ist. Da die Menge aller 2-Teilmengen von Tripeln mit genau einer gemeinsamen 
Ziffer gleich 

ist, folgt |(A7){(3jj}| = 8, so dass K^q ^} = (^7){G.ff} ist. Hieraus folgt, dass 
es aul3er Q keinen weiteren Punkt mehr gibt, der auf G und auf H liegt. 

6) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade. 

Sind Pund Q zwei verschiedene Punkte, so bezeichnen wir mit ?'{p,q} die 
Anzahl der mit P und Q gleichzeitig inzidierenden Geraden. Mit 5) folgt, dass 
i~{P,Q} < 1 ist- Da die Anzahl der 2-Teilmengen von Punkten, die auf einer 
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Geraden liegen, gleich 3 ist, liefert zweifache Abzahlung 



35-3= J2 qp,Q}<(2)=15-7- 



{P,Q} 




Hieraus folgt die Behauptung. 

Es bleibt, die Giiltigkeit des Veblen- Young-Axioms nachzuweisen. Dazu 
seien P, Q und R drci nicht kollincare Punkte von S. Fcrner seien D und 
E zwei verschiedene Punkte mit D I P + Q und E I Q + R. Wir haben zu 
zeigen, dass die Geraden D + E und R + P einen Punkt gemeinsam haben. Wir 
diirfen wicdcr annchmen, dass P + Q — {0,1, 3} und Q + i? = {1, 2, 4} ist. Die 
Gerade R + P hat mit den beiden Geraden P + Q und Q + R jcwcils genau eine 
Ziffer gemeinsam. Ware 1 e i? + P, so ware daher R + P = {1,5, 6}. Da dies 
ein Tripel der Ebene Q ist, waren P, Q und R kollinear. Dieser Widerspruch 
zeigt, dass 1 ^ i? + P ist. Indem wir nun gegebenenfalls eine der Permuta- 
tionen (03) (24), (03) (56) oder (24) (56) anwenden, konnen wir erreichen, dass 
0, 2 € R + P ist. Also ist i? + P = {0, 2, 5} oder P + P = {0, 2, 6}. Ware 
R+P = {0, 2, 6}, so waren P, Q und R aber kollinear. Also ist P+P = {0, 2, 5}. 

Die ZifFernmenge D+E hat mit P+Q = {0, 1, 3} und Q+R = {1, 2, 4} jeweils 
genau eine Ziffer gemeinsam. Daher ist P* + P gleich einem der neun Tripel 
{1,5,6}, {0,2, a;}, {0,4, x}, {3, 2, a;}, {3, 4, a;}, wobei x = 5 oder 6 ist. Hatten 
nun D + E und R + P keinen Punkt gemeinsam, so folgte D + E = {0, 2, 6}, 
{0,4,5}, {3,2,5}, {3,4,6}. In jedem Fallc folgte Ql D + E. Dann ware aber 
entweder Q = D und dann D + E = Q + R oder Q = E und D + E = P + Q, 
was beides nicht der Fall ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass D + E und R + Q 
docli cincin Punkt gemeinsam haben. Damit ist gezeigt, dass S eine projektive 
Geometrie ist. 

Da auf jeder Geraden von S genau drei Punkte liegen, ist die Ordnung von 
S gleich 2. Ist r der Rang der Geometrie, so ist also 15 = 2'' — 1, so dass 
r = 4 ist. Auf Grund des ersten Struktursatzes ist E daher die projektive 
Geometrie vom Range 4 iiber GF(2). Von dieser wissen wir nun, dass sie eine 
Kollineationsgruppe besitzt, die zur A-j isomorph ist. Aus Satz 1.13 folgt, dass 



ist. Fcrner cnthalt PSL(4, 2), wic gcradc gcschcn, cine zur isomorphe Un- 
tergruppe. Diese hat natiirlich den Index 8 in PSL(4, 2), so dass PSL(4, 2) auf 
den Rechtsrestklassen dieser Untergruppe als Permutationsgruppe vom Grade 
8 opcricrt. Da die PSL(4, 2) einfach ist, folgt, dass sie in der alternicrendcn 
Gruppe vom Grade 8 enthalten ist. Weil beide Gruppen die gleiche Ordnung 
haben, sind sie also gleich. 

Damit ist Satz 4.1 vollstandig bewiesen. Zum Schluss haben wir mehr be- 
wiescn als in diesem Satze formuliert. Es ist also noch ein Korollar zu for- 
mulieren. 

4.10. Korollar. Ist V der Vektorraum vom Range 4 iiber GF(2), so besitzt 
PSL{V) eine zur Ay isomorphe Kollineationsgruppe, die auf den Punkten von 
■^'GF(2)(^) zweifach transitiv operiert. 



|PrL(4,2)| = |PGL(4,2 



l)| = |PSL(4,2)| = |A8 
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Beweis. Die operiert in obiger DarstcUung auf der Menge der Geraden 
transitiv. Wir setzen 7 ;= (456) und bezeichnen mit P die Ebene, mit der 
wir starteten. Dann ist P P^ P'^ ^ P. Folglich permutiert die von 7 
erzeugtc Gmppc die mit der Geraden {0,1,2} inzidierenden Punkte transitiv. 
Weil zwei verschiedene Punkte mit genau einer Geraden inzidieren, ist A^ daher 
auf der Menge der 2-Teilmengen der Punktmenge transitiv. Weil die Ordnung 
der A-j gcradc ist, folgt schlieBIich, dass A-j auf der Punktmenge der betrachteten 
Geometric zweifach transitiv operiert. 

Bei diesen Untersuchungen ist als Nebenergebnis herausgekommen, dass die 
Gruppen A5, Aq und A^ einfach sind. Generell gilt, dass An einfach ist, wenn 
nur n 7^ 4 ist. Dies bcweist Camillc Jordan in seinem Traite (Jordan 1870/1989, 
S. 66). Mit diesem Buche beginnen auch die systematischen Untersuchungen der 
in diesem Kapitel betrachteten und anderer in der Geometric vorkommenden 
Gruppen, wobci Jordan als Korpcr nur die Galoisfelder GF(p) bctrachtct, wo 
p eine Primzahl ist. Jordan kannte den Begriff der Faktorgruppe noch nicht, 
der erst durch Otto Holder eingefiihrt wurde (Holder 1889). Bei ihm, Jordan, 
findct sich die Einfachheit der PSL(n,p) unter dem Satz verborgcn, dass ein 
Normalteiler der Gruppe GL(n,p) entweder im Zentrum von Gh[n,p) enthalten 
ist oder aber die SL(n,p) enthalt. 

5. Quasiperspektivitaten 

In diesem Abschnitt wcrdcn wir KoUineationen untersuchen, die cine Verallge- 
meinerung der Perspektivitaten darstellen und wie diese gewisse Unterraumkon- 
figurationen punktweise festlassen. Da sic sich also quasi wie Perspektivitaten 
verhalten, werdcn wir sic Quasiperspektivitaten nenncn. Wir beginnen mit der 
Formulierung eines Satzes, der eine banale, jedoch sehr niitzliche Folgerung aus 
Satz 1.2 ist. 

5.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit 'Rgj^iV) > 2. 
Ist 7 G PrL(y) und Idsst 7 eine Gerade von Lk{V) punktweise fest, so ist 7 
projektiv. 

Beweis. Es sei G eine Gerade von LxiV), die von 7 punktweise festgelassen 
wird. Ferner sei S S rL(F) und 7 werde von 6 induziert. Nach 1.2 gibt es dann 
ein k € K* mit = gk fiir alle g & G. Fiir den begleitenden Automorphismus 
a von S gilt dann x" = k^^xk, so dass a ein innerer Automorphismus ist. Nach 
1.3 ist 7 daher projektiv. 

Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und t sei eine Kollineation von 
Lk(V), die einen Unterraum U festlasst. Dann induziert r eine Kollineation r* 
in U und eine Kollineation t** in V/U. Wir nennen r Quasiperspektivitdt, falls 
T* = 1 und T** = 1 ist. Ist r eino Quasipcrspektivitat und ist U = {0} oder 
U = V, so ist T = 1. Ist Rgj^{U) = 1, so ist r eine Perspektivitat mit dem 
Zentrum U, und ist 'Rgi^{V/U) = 1, so ist r eine Perspektivitat mit der Achse 
U. Es sei daher Rg;^ (C/) > 2 \\m\ Rg^(y/C/) > 2. Nach 5.1 ist r projektiv. Es 
gibt daher eine lineare Abbildung ct, die r induziert. Wegen Rg^(i7) > 2 folgt 
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aus 1.2 die Existenz eines von Null vcrschicdcncn Elcnicntcs m in Z{K) mit 
u'' = um fiir alle u G U. Wir konnen ohne Einschrankung der AUgemeinheit 
annehmen, dass m = 1 ist. Wegen Rg^(y/J7) > 2 folgt fernerhin die Existenz 
eines von Null verscliicdencn Elementes k € Z{K) mit v°' + U = vk + U fiir alio 
V G V. Definiert man a durch v" := v" — vk fiir alle v G V, so ist a eine lineare 
Abbildung von V in U. Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden, namlich die 
Fallc k^l imd k = 1. 

Ist A; 7^ 1, so nennen wir t eine Quasistreckung . In diesem Falle setzen wir 

W := {v-v^il-k)-^ \ veV}. 

Dann ist W ein Unterraum von V, da k ja ein Zentrumselement ist. Aus G U 
und 

V = v^il - k)-^ + v- v°'{l - k)-^ 

folgt V = U + W. Ist u e [/, so ist u"" =u'' -uk = u{l - k). Wegen v"" eU ist 
daher 

=t;"(l- A;). 

Hiermit folgt 

{v - t;"(l - /c)-!)" = - u"(l - fc)(l - fc)-i = 0. 

Dies besagt, dass W im Kern von a liegt. Ist mm .x G ?7 n W , so ist also 
= x" = x(l — fc), so dass x = 0. Folglich istV — U® W . Ferner ist 

{v - t;"(l - k)-^Y = v'' - t;"'^(l - k)-^ 

= if -v°'(\-k:)-^ 

= 'y"+i;A;-7;"(l-fc)-i 

= (i;"(l - A:) + vk{\ - k) - v'^){\ - k)'^ 

= {vk{l-k)-v°'k){l-k)-^ 

= {v-v°'{l-k)-^)k. 

Daher ist w"^ = wk fiir alle w gW. Die KoUineation r lasst also in diesem Falle 
die beiden windschiefen Unterraume U und W punktweise fest, was den Namen 
Quasistreckung rechtfertigt. 
Im Falle k = l gilt 

2 

V = V — V k = V — V ~ U, 

da ja G ?7 ist. Folglich ist = 0. Fcrncr ist m" — u'^ — u = u — u = 
fiir alle u E U. Also ist [/" Q U Q Kern(Q;). Es sei v"' = va 0. Dann ist 
va = v"' = V + v°'. Hieraus folgt v{a — 1) = G i7. Ware a ^ 1, so wiirc v G U 
und daher v = v"^ = va und also doch a = 1. Also ist v = v"^ = v und 
damit = 0. Somit ist v G Kern(a). Dies besagt wiederum, dass r aul3erhalb 
Kern(a) keinen Fixpunkt hat. Deshalb nennen wir r eine Quasielation. Ferner 
nennen wir Kern(a) Achse und V" Zentrum von r. 
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5.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 3. 
Ferner seien U und W Unterrdume von V mit V = U (BW. Schliefilich bezeichne 
A(U, W) die Gruppe oiler Quasistreckungen, die U undW punktweise festlassen. 

a) 1st Rg^(J7) = 1 oder Rg^(M^) = 1, so ist A{U, W) zu K* isomorph. 

b) Ist RgKiU) > 2 und RgxiW) > 2, so ist K{U,W) zu Z{K*) isomorph. 
In jedem Falle ist A{U,W) C PG*L(y). 

Beweis. a) ist nichts Neucs. Es ist hier nur noch einmal notiert, um den 
Kontrast zu b) deutlich wcrdcn zu lassen. 

b) Ist k e Z{K*) und definiert man A(fc) durch 

{u + w)^^''^ ■.= u + wk, 

so induziert A(fc) eine KoUincation aus A{U, W). Wie wir schon gcschcn haben, 
erhalt man auf diese Weise alle Abbildungen aus A{U,W). Mit 1.2 folgt, dass 
A(fc) genau dann die Identitat induziert, wenn k = 1 ist. Da A offensichtlich ein 
Homomorphismus ist, ist bereits alles gezeigt. 

Es sci wicder V = U (B W. Die Geometric Lk{V) werde {U,W)-transitiv 
gcnannt, falls cs zu zwci vcrschicdcncn Punktcn P und Q, die wcdcr auf U noch 
auf W liegen und fiir die Un{P + Q)y^ {0} sowie Wn{P + Q) {0} gilt, stets 
ein A e A{U, W) gibt mit P^ = Q. 

5.3. Satz. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 4, so sind 
die folgenden Aussagen aquivalent: 

a) Lk{V) ist pappossch. 

b) Sind U,W e Lk{V), ist RgAU) > 2 und RgxiW) > 2 und istV = U®W, 
so ist Lx(V) ein (U, W)-transitiver Raum. 

c) Es gibt zwei Unterrdume U, W € Lk{V) mit RgxiU) > 2, Rg^(VF) > 2 
und V = U ® W, so dass Lk{V) ein {U, W)-transitiver Raum ist. 

Beweis. a) impliziert b): Gilt a), so ist K kommutativ. Es sei ^ = ® W. 

Ferner seien P = pK und Q = qK Punkte, die weder in U noch in V liegen, fiir 
die jedoch {P + Q)r]U ^ {0} und {P + Q)nV ^ {0} gilt. Es gibt dann von 
verschiedene Vektoren u, u' G U und w, w' gW mit p = u + w und q = u' + w' . 
Weil (P + Q) n [/ und (P + Q) H Punkte sind, gibt es von verschiedene 
Elemente a, b € K mit u' = ua und w' = wb. Setzt man c := ba~^ und definiert 
<T durch (a; + y)'^ := x + yc fiir alle x £U und alle y £ W, so induziert a wegen 
der Kommutativitat von K eine KoUineation, die zu A{U, W) gehort. Ferner ist 

p'^ = u + vc = {ua + vb)a~^ = qa~^ 

und daher P'^ = Q. Damit ist b) aus a) hergeleitet. 

b) impliziert c): Natiirlich, denn wir haben ja Rg^^lV) > 4 vorausgesetzt. 

c) impliziert a): Es sei ^ w € J7, 7^ e W und ^ c £ K. Dann sind 
P := {u + w)K und Q := {u + wc)K zwei verschiedene Punkte, die weder auf U 
noch auf W liegen und fiir die {P + Q)r]U = uK und {P + Q)nW = wK gilt. 
Nach Voraussetzung gibt es ein a £ Z{K*), so dass die durch {x + yy := x + ya 
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fiir alle x E U und alle y E W dcfinicrtc Abbildung a den Punkt P auf den 
Punkt Q abbildet. Es gibt daher ein b E K mit 

u + wa = = qb= {u + 'wc)b. 

Weil u und w linear unabhangig sind, folgt 6=1 und a = c, so dass c € Z{K) 
gilt. Daher ist ii" kommutativ, so dass Lk{V) pappossch ist. 

5.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und es gelte Rg^(V^) > 
3. Ferner seien U und W von {0} verschiedene Unterrdume von V mit V = 
U®W. Schliefilich sei Ai die Gruppe aller KolUneationen aus PG*L(T^), die U 
als Games und W punktweise festlassen, und A2 die Gruppe aller KolUneationen 
aus PG*L(y), die U punktweise und W als Games festlassen. Dann gilt: 

a) Die Gruppen Ai und A2 normalisieren sich gegenseitig. 

b) Es istAinA2 = A{U,W). 

c) Ai induziert in Lk{U) die GruppePG*L{U) und A2 induziert in Lk{W) die 
Gruppe PG*L(W^). 

d) A1A2 ist die Untergruppe aller KolUneationen aus PG*L{V), die U und W 
festlassen. 

c) Es ist {AiA2)/A{U,W) ^ PG*L([/) x PG*L{W). 
i) Es ist ^(AiAa) = Z{A{U, W)). 

Beweis. a) und b) sind banal. 

c) Wir zeigen, dass Ai in Lk{U) die Gruppe PG*L(?7) induziert. Die zweite 

Aussage beweist sich analog. 

Weil Ai den Raum U festlasst, induziert Ai eine KoUineationsgruppe L in 
Lk{U), die in PG*L(J7) enthalten ist, da Ai nur aus projektiven KoUineationen 
besteht. Es sei a £ PG*L(?7). Es gibt dann ein A € G*L{U), welches a induziert. 
Wir definieren die Abbildung /z S G*L{V) durch (u + w)'^ = + w fiir alle 
u G U und alle w G W. Dann induziert fj, eine Kollineation aus Ai, die auf 
Lk{U) mit a iibereinstimmt. Also ist L = PG*L((7). 

d) Es sei 7 eine projektive Kollineation mit If = U und W = W. Nach 
c) gibt es ein A e Ai mit = fiir alle Punkte P von LK{U). Es folgt 
7A~-^ G A2 und damit 7 € A2A1 = A1A2. 

e) Aus a) und b) folgt 

(AiA2)/A([/,H^) = (Ai/A(C/,W^)) x (A2/A(i7, l^)), 

woraus mit c) die Behauptung folgt. 

f) Es sei C G ^(AiA2). Da Z(PG*L(C/)) = {1} und Z{PG*h{W)) = {1} ist, 
folgt mit c), dass C e A{U,W) gilt. Somit ist .^(AiA2) C Z{A{U,W)). 

Es sei umgekehrt C, S Z{A{U,W)): Dann gibt es ein k e Z{K*) mit {u + 
w)*^ = u + wk fiir alle u £ U und alle w £ W. (Hier schon haben wir benutzt, 
dass C e Z{A{U, W)) gilt.) Ist A e A1A2, so folgt 

(u + w)'^^ = {u + wk)^ = u^ + w^k = {u^ + w^)'^ = {u + w)^^. 

Also ist (X = X(. Damit ist alles bewiesen. 
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Mit Cg{U) bczcichncn wir den Zentralisator dcr Tcilmcngc U von G in G, 
dh. die Untergruppe aller mit jedem Element von U vertauschbaren Elemente 
von G. 

5.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 3. Es 
set V = U (B W mit von {0} verschiedenen Unterrdumen U und W. 1st dann 
1 ^ A e Z{A{U,W)), so gilt 

a) Gibt es keine Kollineation in PG*L(y), die U mit W vertauscht, oder ist 

^ 1, so ist 

CpG-"L(V)(A) = A1A2. 

b) Ist A^ = 1 und gibt es eine Kollineation in PG*L(y), die U mit W vertauscht, 
so ist 

|CpG*L(v)(A) : A1A2I = 2, 
und es gilt .^(Cpg*l(v) (-^)) = {Ij-^}- 

Beweis. Nach 5.4 f) ist A1A2 C Cpg*l(v)('^)- Es sei 7 ein Element aus dem 
Zentralisator von A. Weil 7 die Unterraume, die aus Fixpunkten von A bestehen, 
unter sich permutiert, ist If = U und W = W oder W = W und W = U. 
Aus 5.4 d) folgt daher, dass |CpG*L(y)(A) : A1A2I = 1 oder 2 ist. Es sei nun 
7 A1A2. Dann ist also = W und W"^ = U. Es sei (u + w)^ = u + wk mit 
einem geeigneten k G Z{K*). Dann gibt es ein r G K mit 

w'^ + u^k = {u + = {u + w)^^r = {u'^ + w'^k)r. 

Hieraus folgt k = r und kr = 1. Also ist fc = 1 oder k = —1, so dass a) bewiesen 
ist. 

Ist A^ = 1, so ist {u + w)^ = u — w, da ja A 7^ 1 ist. Ist 7 eine Abbildung 
aus G*L{V), die U mit W vertauscht, so ist 

{u + w)^^ = {u — wy =u'^ — w'^ 

= - uT) = -(wT + u-')^ = -{u + wy^, 

woraus folgt, dass |Cpg«l(v)('^) '■ A1A2I = 2 ist. Aus a) folgt schliefilich noch, 
dass 

^(CpG*L(y)(A)) ={1,A} 
ist, da Z{K*) nur cine Involution, namlich —1 cnthalt. 

Sind U und W Unterraume des Vektorraumes V , so bezeichnen wir mit 
E{U, W) die Menge aller Quasielationen, deren Zentren in U liegen und deren 
Achscn W cnthaltcn. 

Sind X und Y zwei Rechtsvektorraume iiber dem Korper so bezeichnen 
wir mit Homx(X, F) die Menge aller linearen Abbildungen von X in y. Die 
Menge IIomK(-'^, Y) wird mit der punktweise definierten Addition eine abelsche 
Gruppe. 

5.6. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit ^gj^iV) > 
3. Sind U und W Unterraume von V mit U < W, so ist E({7, W^) eine zu 
HomKiy/W,!!) isomorphe Gruppe. 
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Beweis. Setze 

H:={a\ae llomK{V,U),W C Kern(a)}. 

Dann ist H eine Untergruppe von Honij<:(V, U), die, wie unmittelbar zu sehen, 
zu Honix(V/W, U) isomorph ist. 1st a G H und definiert man r(a) durch 

H:={a\a€ llomK{V,U),W C Kern(a)}. 

Dann ist H eine Untergruppe von Homx(V, U), die wie unmittelbar zu sehen, 
zu Homx(V/W, U) isomorph ist. 1st a G H und definiert man T{a) durch 

a;^(«) :=x + x" 

fiir alle x G X und ist r*(a) die von t(q;) in Lj^(y) induzierte Kolhneation, 
so ist r*(a) £ E{U,W). Fcrncr ist r* nach dem, was wir bereits wissen, eine 
Abbildung von H auf E{U, W). 

Sind a, P G H, soistV^ <U <W < Kern(/3) und daher aj3 = 0. Folglich 

ist 

^r(a)r(/3) = _^ _^ _^ 

= x + x"+x'^ = x + X°'+^ 

Dies besagt, dass r* ein Homomorphismus von H auf E(C/, VF) ist. 

Ist T*(a) = 1, so gibt es ein k G K mit xk = x'^^"^ = x + x" fiir alle x gV. 
Nun ist 

v" CUCWC Kern(a). 

Hieraus folgt, dass a nicht injektiv sein kann, weil das dann V = {0} zur Folge 
hatte. Somit ist der Kern von a nicht trivial. Es gibt also ein y G Kern(Q;) mit 
y ^ = y". Dann ist aber yk = y und folglich k = 1. Hieraus folgt x" = fiir 
alle X gV. Dies zeigt, dass t* injektiv ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Zur Bestimmung des Zentralisators einer Quasielation benotigen wir noch 
einige Informationen iiber die Struktur von Schiefkorpern. 

5.7. Satz von Cartan-Brauer-Hua. Es sei K ein Korper und F sei ein 
Teilkdrper von K. Ist dann x~^Fx = F fiir alle x G K* , so ist F C Z{K) oder 
F = K. 

Beweis. Es seik G K und es gebe ein f G F, welches mit k nicht vertauschbar 
sei. Setze /i := kfk~^. Dann ist also /i 7^ /, so dass insbesondere fc 7^ — 1 ist. 
Setze /2 := {l + k)f{l + k)-\ Dann ist auch /a ^ f. Nun ist (1 + fc)/ = /2(l + fc) 
und folglich f2k — kf = f — f2- Welter ist kf = f\k. Also ist 

7^ / - /2 = f2k -kf^ f2k - hk = (/2 - h)k, 
so dass /2 — /i 7^ ist. Daher ist 



k = {h-h)-\f-h)- 
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Weil x-'^Fx = F fiir alio x e K* gilt, sind /i, /a G F. Dahcr ist A: G F. Dies 
zeigt, dass alle Elemente von K, die F nicht zentralisieren, in F liegen. 

Es sei nun F % Z{K). 1st C der Zentralisator von F in K, so ist dann 
K — C ^ %. Wie wir gerade gesehen haben, gilt K — C C F. Weil K — C nicht 
leer ist, gibt es ein k in dieser Menge. Dann ist aber k + C C K — C. Folglich 
gilt k £ F. Weil F ein Korper ist, ist dann auch C C F,so dass, wie behauptet, 
K = F ist. 

5.8. Korollar. Es sei K ein Korper und k € K. Ist x~^kx fur alle x € K* 

mit k vertauschbar, so ist k G Z{K). 

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass A; 7^ ist. Es sei C der Zentralisator von 
k in K und F sei dor von alien x^^kx crzcugtc Tcilkorpcr. Dicscr ist dcfinicrt, 
da k von verschieden ist. Auf Grund unserer Annahme ist FCC. Ferner ist 
y~^Fy = F fiir alle y G K* . Nach dem Satz von Cartan-Brauer-Hua ist daher 
cntwcdcr F C Z{K) odor F = K. Nun ist aber k = k~^kk € F, so dass in 
beiden Fallon k G Z{K) gilt, da aus F ^ K ja, C = K folgt. 

5.9. Satz. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Ist S eine Unter- 
gruppe von K* und ist Z eine Untergruppe von Z{K*) mit Z C S, so gilt: 

a) Ist S/Z eine abelsche p-Gruppe. so ist S abelsch. 

b) Ist S/Z ein abelscher p-Normalteiler von K* / Z . so ist S C Z{K*). 

Beweis. a) Sind s, t £ S, so gibt es ein z £ Z mit t^^st — sz. Ist die 
Ordnung von s modulo Z, so ist 

sp" =t-hp''t = {t-^sty'^ = sp\p\ 

da Z ja im Zcntrum von K* licgt. Also ist z^ = 1. Dies hat z = 1 zur Folge, 
da p ja die Charakteristik von K ist. 

b) Ist k £ K* und s G S", so gibt es ein t in S mit k~^sk = st. Ist die 
Ordnung von s modulo Z, so ist 

fif" = fc-isf"fc = {k-^skf"^ = {sty'' = sP^tP", 

da ja Z im Zentrum von K licgt. Hicraus folgt wicderum tP = 1 und damit 

t = 1, so dass k^^sk ~ s ist. Damit ist allcs bewiesen. 

Wir nennen Normalreihe einer Gruppe eine Kette von Normalteilern dieser 
Gruppe, wobei sich Kette auf die Inklusion als Teilordnung bezieht. Der Leser 
beachte, dass die Terminologie in der Literatur nicht einheitlich ist. 

5.10. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem, Korper K mit 'R.gj^iV) > 
3. Ferner sei r eine von eins verschiedene Quasielation von Lx{V) mit dem 
Zentrum U und der Achse W. Setze H := Cpg*l(v)(''')- Dann besitzt H eine 
Normalreihe 

{1} ^ H2 C Hi C Ho <Z H 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) Ist Rgji{V/W) > 2, so ist H/Hq ^ PG*L{V/W), ist jedoch RgK{V/W) = 1, 
so istH/Ho = K*/Z{K*). 
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b) Es ist Hn/Hi = G*L{W/U). 

c) Es ist H1/H2 = B.omK{W/U, U). 

d) Es ist H2 ^ RomKiV/W, W). 
Ferner gilt: 

e) Z{H) ist zur additiven Gruppe von Z{K) isomorph. 

f) Es ist Z{Hi) ^ RomK{V/W, U). 

g) Ist U 7^ W , so ist Z{Hi) echt in H2 enthalten. 

h) Es ist Ch{Z{Hi)) = Hq. 

i) Ist die Charakteristik p von K von Null verschieden, so ist Hi der grofite 

aufldsbare p-Normalteiler von H . 

Beweis. Setze a := r — 1. Dann ist U = V" und W = Kern(Q;). Dabei 
haben wir r mit der linearen Abbildung identifiziert, die r induziert. Es sei 7 G 

G*L{V) und 7 induzicrc in Lk{V) eine KoUineation, die mit der KoUineation 
T vertauschbar sei. Es gibt dann ein k G K* mit x'^^ = x'^^k fiir alle x £ V. 
Hieraus folgt 

fur alle x € V. Weil t 7^ 1 ist, ist U ^ {0} und daher auch W ^ {0}. Es gibt 
also ein von verschiedenes y eW. Wegen W = Kern(a) ist daher 

y^(l-fc)=y^". 

Ware k ^ 1, so folgte hieraus 

y~> e C Kern(a) 

und damit wiederum = 0, was seinerseits den Widerspruch y = nach sich 
zoge. Also ist doch A; = 1, so dass a-f = 7a ist. Ist umgekehrt 7 e G*L{V) 
und ist 7 mit a vertauschbar, so induziert 7 ein Element im Zentralisator der 
Quasielation r. Somit wird H von CG*L(y)(a) induziert, so dass wir zunachst 
den Zentralisator von a in G*L(y) untersuchen. Diesen Zentralisator bezeich- 
nen wir im Folgenden mit C. 

Es sei W = U ® S und V = W ® T. Dann ist V = U ® S ®T. Wegen 
W = Kern(a) ist T" = U und wegen W (iT = {0} gibt es zu jedem u G U 
genau ein t GT mit t" = u. 

Es sei 7 e C. Dann ist = U. 1st u € 17, so ist also 

^7 = ^^7 = fjiia 

mit einem t G T und einem Endomorphismus 711 von T. Weil die Einschrankung 

von 7 auf U in G*L(L'') liegt, ist 711 sogar cin Element aus G*L(T). 

Weil W der Kern von a ist, ist auch = W. Ist s e 5, so gibt es daher 
ein 721 G HoinxiS, U) und ein 722 G End/f (S") mit 

Ist s'^^^ = 0, so ist s'^ G U. Weil 7 bijektiv ist und U invariant lasst, folgt s G U 
und damit s = 0, da ja f/ fl 5 = {0} ist. Dies zeigt, dass 722 injektiv ist. Wegen 

U + S = W = W'^ = U"' + S'' 

CU + + S^^^ = U + 5^== CU + S 
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ist U (B S = U + S'^^^ . Hieraus folgt mittels des Modulargesetzes, dass S = S'^^^ 
ist. Also ist 722 e G*L(5). 

Ist schliefilich i e T, so gibt es 731 e B.omK{T, U), 732 e Homx (T, S) und 
733 e Endif (T) mit 

^7 ^ ^731 _^^732 +^733^ 

Wegen U + S = W ^ Kcrn(a) folgt 

^7ll« _ _ ^7« — ^731" _j_ ^732" _j_ ^733" _ ^733" 

Weil die Einscliriinkung von a auf T injektiv ist, folgt hieraus die Gleichheit 

von 711 und 733. 

Seien umgekehrt 711 e G*L(T) und 722 € G*L(S') sowie 721 € RomK{S,U), 
731 e B.omK{T, U) und 732 S Hom;i:(T, 5). Definieren wir 7 durch 

(i« + s + := tT"" + s^^^ + sT== + i7^^ + tf^ + tf' , 

so ist 7 € C, wic wir jetzt zeigen werden. 

Weil T"" + s'^^i + sT=2 + ^731 ^ ^732 ijjj ^Qjj Q, ijgg^^ jg^. 

(t" + s + ii)T" =iT"". 
Andererseits ist auch + s ein Element des Kerns von a. Daher ist 

Benutzt man schliefilich noch einmal die Definition von 7, so folgt t'P = tj^'^". 
Fasst man alios zusammcn, so crhalt man 0:7 = 7a. 
Wir zeigen, dass 7 surjektiv ist. Es ist 

^7 rpa'y ^7llCK rpCX JJ 

Ferner ist 

g722 = s7 _ 5721 c^S^ + U 

und daher S = 5'^^^ QS^ + U. Folglich ist 

W = U + SCU + S'' = U'^ + = W^, 
so dass W = ist. Wegen 

^711 = ^7 _ ^731 _ ^732 g 7^7 + 

ist T = TTii C TT + W und daher 

F = + T C + TT = + T"^ = y'>'. 

Dies besagt aber, dass 7 surjektiv ist. 

Es sei schliefilich = (t" + s + . Weil 1/ die direkte Summe von U, S 
und T ist, folgt zunachst = und damit ti = 0. Folglich ist 

^711" + s72l ^ 3722 = 0. 



192 



Kapitel III. Gruppen von KolUneationen 



Dies zieht s'''^^ = und damit s = nach sich. Dann ist abcr = 0, was 

schliefilich t = impliziert. Also ist 7 auch injektiv. Daher gilt das folgende 
Z wischenr esult at : 

Ist 7 G C, so gibt es Abbildungen 711 G G*L(T), 722 e G*L(S'), 721 e 
Homif (5, U), 731 G HomK(T, U) und 732 G HoniK(r, S*) mit 

(i" + s + ti)^ = i^"" + s^^i + s^^' + tf' + if ^ + t?"; 

sind umgekehrt 7jj wie gerade beschrieben gegeben und definiert man 7 durch 
diese Gleichung, so ist 7 G C. 

Es sei Co diejenige Untergruppe von C, die auf dem Faktorraum V/W die 
Identitat induziert. Es ist V/W = {t + W \ t T}. Ist 7 G Co, so ist also 
^711 + w = t + W im alle t G T. Wegen T n W = {0} folgt, dass 711 = 1 ist. 
Also gilt 7 G Co genau dann, wenn 711 = 1 ist. Dies impliziert einmal, dass 

C/Co = G*L(r) = G*l.{V/W) 

ist und dass Co auch den Untcrraum U vcktorwcise festlasst. 

Es sei Ci diejenige Untergruppe von Co, die auf W/U die Identitat induziert. 
Ist 7 G Ci, so folgt, da W/U = {s + U \ s £ S] ist, dass s^^^ + U = s + U \st 
fiir alle s G S*. Weil S und U trivialen Schnitt haben, folgt 722 = 1. Es ist also 
genau dann 7 G Ci, wenn 711 = 1 und 722 = 1 ist. Hieraus folgt wiederum 

Co/Ci ^ G*L(S') S G*h{W/U). 

Es sei C2 die Untergruppe von Ci, die W vektorweise festlasst. Dann folgt, 

dass C1/C2 zu einer Gruppe von Quasitransvektionen von W isomorph ist, 
deren Zentren in U liegen und deren Achsen U enthalten. Es sei umgekehrt A 
eine Quasitransvektion von W, deren Zentrum in U liegt und deren Achse U 
enthalt. Dann ist also = w + mit /3 G Homx (H^, U) und U C Kern(^). 
Definiert man nun 7 durch 

(i" + S + il)T -.= 1" + s + h, 

so ist 7 G Ci und wegen U C Kern(/3) induziert 7 in die Abbildung A. Nach 
5.6 ist folglich 

C1/C2 =HomK(I^/[/,J7). 

Weil die Elemente von C2 auf W und V/W die Identitat induzieren, ist C2 
eine Gruppe von Quasitransvektionen von V, deren Zentren in W enthalten sind 

und deren Achse W enthalten. Ist umgekehrt /i eine solche Quasitransvektion, 
so gibt es ein /X31 G Homx(r, U) und ein G ^om.x{T, S) mit 

i" = i + i/^Sl +^^'32_ 

Hieraus folgt 

(r + S + tl)'' = i" + S + i''31 + ^ 
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so dass e C2 ist. Somit ist 

C2^llomK{V/W,W). 

Wir betrachten nun die von C, Co, Ci und C2 in Lk{V) induzierten KoUi- 
neationsgruppcn H. Hq, Hi nnd H2. Weil C'i offcnsichtlich cin Normaltciler 
von C ist, ist Hi cin Normaltciilcr von H. Auf Grund dcs Zwisclienresultates 
ist der Kern des Homomorpliismus von C auf H gerade die Gruppe M aller 
Multiplikationcn mit k e Z{K*), wobci /i(fc), wie schon zuvor, durch 

definicrt ist. Es folgt, dass MCi das Urbild von Hi in C ist. Ferner 
ist M (iCi = {1}, da U wegen r 7^ 1 mindestens den Rang 1 hat und U von 
Ci vektorwcise festgelassen wird. Setzt man noch C3 := {1} und := {1}, so 
folgt fiir i 0, 1, 2, dass 

Hi/Hi+i ^ (Ma)/(MC,+i) = {Ma+iCi)/{MCi+i) 
ist, da ja wegen Cj+i C d auf Grund dcs Modulargcsctzcs die Gleichungen 

a n MC,+i = (c, n M)a+i = d+i 

gelten. Damit ist die Giiltigkeit von b), c) und d) bewiesen. 

Betrachtet man die Abbildungen 7 G C mit 721 = 0, 731 = 0, 732 = und 
722 = 1, so bilden diese eine Untergruppe D von C. Es ist C = DCq und 
I> n Co = {1}. Ferner sieht man sofort, dass D n MCq = Z{D) ist. Daher ist 

H/Hq ^ C/{MCq) = {DMCo)/{MCo) ^ D/{D n MCq) = D/Z{D), 

so dass auch a) gilt. 

Als Nachstes bestimmen wir Z[H). Es sci 5M G Z{H). Ist 7 G C, so gibt 
es wegen Rgj^(V^) > 3 nach 1.2 ein e Z{K*) mit v'^^ = v^'^k^ fiir alle v&V. 
Insbesondere ist dann 

i-liiSna j.7iia:(5 j.a^S j.aSji, j.5ii7iia;i. ('j.i5ii7ii iU 

und daher 

j-7iii5ii ■ti5ii7ii I, 

fiir alle t E T. Weil 711 alle Wcrtc in G*L(T) annimmt und das Zentrum der 
Gruppe PG*L(T) trivial ist, folgt, dass Sn alle Punkte von Lk{T) festlasst. 

Ist RgxiT) < 2, so gibt es nach 1.2 ein k € Z{K*) mit t'^" = tk fiir alle 
t€T. Es sei Rg/f (T) = 1 und T = t^K. Es gibt dann ein k € K* mit t^^ = t^k. 
Ist nun m G K* , so gibt es ein 711 G G*L(T) mit = torn. Es gibt ferner ein 
7 G C, welches dieses 711 induziert. Damit folgt 

Hieraus folgt die Gleichung km = mkk-y. Weil k^ im Zentrum von K liegt ist 
daher 

km~^km = k^k-y = kk^k = m~^kmk. 
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Weil dies fur alle von Null vcrschicdcncn m aus K gilt, folgt mit 5.8, dass 
k e Z{K*) ist. Es gilt also in jedem Falle, dass tfi = tk fiir alle t G T gilt, 
wobei k ein passendes Elemente aus dem Zentrum von K ist. Hiermit folgt 
waiter 

+7111, _ +7111511 _ +'5117111, — ^-7111,1, 

und dann k = kk^, so dass k^ = 1 ist. Da dies fiir alle 7 e C gilt, liegt 6 im 
Zentrum von C, so dass also Z{C) das Urbild von Z{H) ist. 

Weil k im Zentrum von K liegt, folgt, dass die durch v"^ := v^kr^ crklarte 
Abbildung in C und damit in Co liegt. Da rj und 6 die gleiche KoUineation in 
Lk{V) induzieren, folgt, dass Z{C) (1 Co bei dem Homomorphismus von C auf 
H auf Z{H) abgebildet wird. Weil die Einschrankung dieses Homomorphismus 
auf Co wegen MnCo = {1} ein Monomorphismus ist, sind Z(C)nCo und Z{H) 
isomorph. 

Es sei 7 e C und 5 e Z{C) n Co- Wegen 611 = 1 ist dann 

g'yS _ ^g721 _j_ g722^l5 _ g721 _j_ g722l521 _j_ ^722*22 

Andererseits ist 

gSj _ ^^^21 _j_ gl522 ^7 _ g'5217 _|_ gl522 721 _j_ gl522 722 

Wegen 7^ = ^7 folgen die Gleichungen 

^721 _|_ ^722*521 _ g(52l7 _|_ ^(522721 

und 

^722*522 _ ^<522722 

Da 722 aller Werte in G*L(S') fahig ist, folgt wieder die Existenz eines k S Z{K*) 
mit s*^^ = sk fiir alle s G S. Hieraus folgt mittels der ersten Gleichung 

S'^"(l -k)= - sT22'52i^ 

Mit Hilfe des Zwischenresultates folgt, dass 721 auch dann noch aller Werte in 
Homi<-(5, U) fahig ist, wenn 7 auf U die Identitat induziert und 722 = 1 ist. 
Daher gilt 

s^^'il - fc) = 

fiir alle s G S und alle 721 S B.omfc{S, U). Ist S ^ {0}, so folgt k = 1. Daher 
ist in jedem Falle 822 = 1 und 

Q _ 5^217 _ ^722^21 



Hieraus folgt weiter, wiederum auf Grund des Zwischenresultates, dass 821 = 
ist, es sei denn, es ist K = GF(2) und Rg^(?7) = Rg|^-(S') = 1 und folglich 
Rg^(y) = 3. Dieser Fall kann aber nicht eintreten, wie wir gleich sehen werden. 
Nun ist einerseits 

^7<5 _ ^731 _|_ ^732*521 _j_ ^732 _|_ ^711*53! _|_ ^7ii<532 _j_ ^711 
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und andererseits 

^Sj _ ^^317 _j_ ^532721 _j_ ^532722 _j_ ^731 _j_ ^732 _j_ ^711 

Wegen 7^ = ^7 folgen die beiden Gleichungen 

^732^21 _j_ ^711(531 _ ^5317 _|_ ^(531 721 

und 

^7ll532 _ ^^32722 

Ware ^21 7^ 0, so ware also Rg^CC^) = Rgif(5') = RgK(T') = 1 und = GF(2). 
Daher ware 711 — 1 und 722 = 1 und folglich tT32<52i — ^^32721^ dann 
^.5317 = ^531 ist. Mit 721 = und 732 ^ folgte der Widerspruch 621 = 0. Also 
ist in jedem Falle ^21 =0. 

Ware ^32 7^ 0, so folgte wiederum, dass K = GF(2) und 

Rg^(?7) = Rg^(5) = Rg^(T) = 1 

ware. Dann ware 711 = 1 und folglich 

^^^31 _ ^531 _j_ ^532721 

woraus 721 = folgte. Das zoge aber den Widerspruch 

{0} = RomK{S,U)j^{0} 

nach sich. Also ist doch ^32 = 0. 

Damit ist gezeigt: Ist 5 e Z{C) (ICq, so ist 

{f' + s + ti)^ = e + s + 4'' +ti, 

wobei ^31 der Bedingung juSsi = 631'y fiir alle 7 e C geniigt. Umgekehrt sieht 
man unmittelbar, dass auch jede solchc Abbildung S in Z{C) O Cq liegt. 

Ist 1 ^ (5 G Z{C) n Co, so ist 631 ^ 0. Bezeichnet man mit /3 die Ein- 
schrankung von a auf T, so ist /3 ein Isomorphismus von T auf U. Es folgt, dass 
auch 53i/3~^ ^ ist. Ferner ist 

711^31 = ^317 = S3iP~^a'y = SsiP'^^na, 

so dass also 

711^31^"^ = '^3l/3~Sll 

ist. Hicraus folgt, dass (53i/3~^ € Z{G*L{T)) ist. Dies impliziert, auch im Falle 
Rg^(T) = 1, dass es ein k G Z[K*) gibt mit 

f'531/3-' = 

dh. mit 

&^ = t^k 
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fiir alle t €T. Damit ist gezeigt, dass 
ist. 

Ist umgckchrt k G Z{K*) und dcfinicrt man S durch die gcradc ctablierte 
Gleichung, so liegt 6 in Z{C) fl Co- Hieraus folgt die Behauptung unter e). 

Es seien 7, S € Ci und es gelte SM e Z{Hi). Es gibt dann ein k e Z{K*) 
mit v'^^ = v^^k. Hieraus folgt wegen 711 = = 1, dass 



ist. Dies hat k = 1 zur Folge. Hieraus folgt welter, dass Z{Hi) von Z{C-i) 
induzicrt wird. 

Es sei 7 G Ci und 6 e Z{Ci). Dann ist 

^7-5 = ^731 ^ ^732^21 ^ ^732 ^ ^531 ^ ^532 ^ ^ 

und 

fSn' ^ ^Ssi ^ ^.53 2 721 _^ ^.532 _^ ^731 ^ ^732 _^ 

Somit ist 732(521 = ^32721 fiir alle 721. Hieraus folgt S21 = und S32 = 0. Nun 
sind die Elemente aus C2 gerade die Elemente rj mit r]u = 1, 7721 = 0. Ist nun 
U 7^ W, so gibt es ein 77 € C2 mit 7732 7^ 0, so dass in diesem Falle Z{Ci) echt 
in C2 enthalten ist. Hieraus folgt die Giiltigkeit von g). 

Es sei S G C2. Dann ist = 1, ^22 = 1 und 821 = 0. Ist auch noch i532 = 0, 
so iiberzeugt man sich leicht, dass S £ Z{Ci) ist. Dies implizicrt f). 

Es sei 7 £ C und v^^ = v^'^kg fiir alle 6 e Z{Ci), wobei kg ein von 6 
abhangiges Element aus Z{K*) sei. Ist u G U, so ist auch u'^ G U. Daher ist 

= u und u^^ = u' . Also ist 

v? = u^^ = u^-'ks = u'^ks, 

so dass kg = 1 ist, da ja U ^ {0} ist. Somit sind 7 und 5 miteinander ver- 

tauschbar. 
Es ist 

und 



jH^ — ^731 _j_ ^732 _j_ ^7iii53i _j_ ^711 



^57 _ ^5317 _|_ ^731 _j_ ^732 _j_ ^711 

Also ist 711(531 = (^317 fiir alio S31 € Homif(T, [/). Dies impliziert, wie schon 
mindestens zweimal gesehen, dass = tz ist mit einem z S Z{K*). Nun 
induzieren 7 und die durch v'^ := v'^z~^ definierte Abbildung r] die gleiche 
KoUincation in Lk{V). Daher ist Ch{Z{H\)) C Hq. Eine triviale Rechnung 

zeigt schliefilich, dass Ch{Z{Hi)) = Hq ist. 

(2) 

Aus c) und d) folgt, dass HI — {1} ist. Daher ist Hi auflosbar. Ist 
p := Char (if) > , so folgt cbcnfalls aus c) und d), dass rjP — 1 ist fiir 
alle 7] G Hi. Somit ist Hi ein auflosbarer p-Normalteiler von H. Es sei G 
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ein auflosbarcr p-Nornialtcilcr von H. Dann ist auch GHi ein auflosbarer p- 
Normalteiler, so dass wir annehmen diirfen, dass Hi C G ist. 

Ist G (1 Ho ^ Hi, so ist (G fl Hq)/Hi ein nicht trivialer p-Normalteiler von 
Ho /Hi. Aus b) folgt dann, dass G*'L{W /U) cincn nicht trivialcn p-Normalteiler 
N enthalt. Hieraus folgt Kgj^{W/U) < 2, denn andernfalls enthielte K* einen 
nicht trivialen p-Normalteiler, was wegen Char(i(') = p > nicht der Fall 
ist. Nun ist Z(G*L{W/U)) zu Z{K*) isomorph, so dass auch das Zentmm 
von G*'L{W/U) keinen nicht trivialen p-Normalteiler enthalt. Weil SL{W/U) 
keine p-Gruppe ist, folgt SL{W/U) % N. Nach 2.9 ist daher W/U der Vek- 
torraum vom Range 2 iibcr GF(2) oder GF{3). Dies kann aber nicht sein, da 
GL(2, 2) keinen nicht trivialen 2-Nornialteiler und GL(2, 3) keinen nicht trivialen 
3-Normalteiler besitzt. Also ist Gd Hq = Hi. 

Es sci G ^ Hi. Wegen G H Ha = Hi ist dann {GHa)/Ha ein nicht trivialer 
p-Normalteiler von H/Hq. Ware Rgj^{V/W) > 2, so hatte PG*L(V^/M^) einen 
nicht trivialen p-Normalteiler, was mit Hilfe von 2.8 auf einen Widerspruch 
fiihrtc. Also ist Rg^(t//VF) = 1 und es folgt, dass K*/Z{K*) einen nicht 
trivialen, auflosbaren p-Normalteiler N/Z{K*) hat. Es gibt eine natiirliche Zahl 
i mit 7V(') % Z{K*) und Ar('+i) c Z{K*). Weil Ar(') in N charakteristisch ist, ist 
A^(*) ein Normalteiler von K*/Z{K*) ist. Nach 5.9 b) ist daher iV(*) C Z{K*). 
Dieser Widerspruch zeigt, dass G = Hi ist, so dass 5.10 voUstandig bewiesen 
ist. 

Wir schlicficn dicscn Abschnitt mit eincm Korollar zu Satz 5.10, das zu 
beweisen dem Lcscr als Ubungsaufgabc iibcrlassen sei. 

5.11. Korollar. Ist V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg;^ (F) > 3, 

so sind die folgenden Aussagen dquivalent: 

a) Lk{V) ist pappossch. 

b) Ist {OP,H) ein inzidentes Punkt-Hyperehenenpaar von Lk(V) und sind a, 
T zwei von eins verschiedene Elationen aus Fi{P,H), so ist CpG*L(y)(CT) = 
Cpg*l(v^)(t). 

c) Es gibt ein inzidentes Punk-Hyperebenenpaar {P,H) von Lk{V), so dass 
fur alle von eins verschiedenen Elationen a und r aus E(P, H) gilt, dass 
CpG'L(y )(<'■) = Cpg*j^(^v){t) ist. 

6. Zentralisatoren von Involutionen 

Involutorische Streckungen und involutorische Elationen lassen sich an Hand 
ihrer Zentralisatoren von anderen invohitorischon Kollinc;ationc!n unterscheiden. 
Dies zu zeigen ist Ziel dieses Abschnitts. Im nachsten Abschnitt machen wir 
dann davon Gebrauch und zeigen, dass die projektive Geometrie Lk{V) durch 
die Gruppe PG*L{V) bis auf Isomorphie oder Antiisomorphie festgelegt ist. 

6.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 1. 
Femer sei a ein innerer Automorphismus von K. Ist dann a G VLiy) eine 
semilineare Abbildung mit begleitendem Automorphismus a, ist 7 G G*L{V), 
sind k, m G K und gilt v'^ = vk sowie v'^^ = v'^'^m fiir alle v G V , so ist m = 1 
oder m = —1. 
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Beweis. Es ist 

Also ist mx" = x"m fiir alle x G K. Somit liegt m im Zentrum von K. Weil a 
ein innerer Automorphismus von K ist, ist daher m" = m. Hiermit folgt, dass 

ist. Somit ist k = km~^, woraus = 1 und damit die Behauptung folgt, da 
m ja im Zentrum liegt. 

6.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 3. Es 

sei a eine Involution aus PG*L(y), die in Lk{V) keinen Fixpunkt hahe, und C 
sei der Zentralisator von a in PG*L(y,iir). Mit p bezeichnen wir eine lineare 
Abbildung, die a induziert, und mit F den Teilring von Endz{V), der von K 
und p erzeugt wird. Dann gilt: 

a) F ist ein Korper und quadratische Erweiterung von K . 

b) V ist auch ein Vektorraum iiber F . 

c) Ist Char(X) = 2, so ist C/Z{C) PG*L(y,F) und Z(C) ^ Z{F*)/Z{K*). 

d) Ist Char(ir) ^ 2, so besitzt C einen Normalteiler N vom Index 2 mit 
N/Z{N) ^ PG*L(y,F) und Z{N) ^ Z{F*)/Z{K*). Ferner ist Z{C) = 
{l,a}. 

Beweis. Weil a eine Involution ist, gibt es ein k G Z{K*) mit = vk fiir 
alle V gV. Weil p eine lineare Abbildung ist und k im Zentrum von k liegt, ist 

F ^ {a + bp\ a,b e K}. 

Es sei ^ w G V. Dann ist vF ein Tcilmodul dcs F-Moduls V und es ist 
vF = vK + v^K. Weil a keinen Fixpunkt hat, ist v'' ^ vK. Daher ist sogar 
vF = vK v^K. Dies impliziert, dass aus = v{a + bp) = va + v^b folgt, dass 
a = b = ist. 

Es sei R ein von {0} vcrschiodcncs Rcichtsidcal von F. Dann ist nach dom 
gerade Bcwicscncn vR ein von Null vcrschicdcncr _F- Tcilmodul von vF. Weil 

in F cnthalton ist, ist vF auch ein Tcilraum dcs if-Vcktorraumcs V. Weil 
a kciiicn Fixpunkt hat, folgt aus vR ^ {0}, dass der Rang von vR als K- 
Vcktorraum mindestens 2 ist. Da andererseits Rg^(wi^) — 2 ist, ist vR = vF. 
Es sei nun / G F. Es gibt dann ein r G R mit vr = vf. Hieraus folgt v{r— f) — 0. 
Dies hat r — / = zur Folge, wic wir oben gesehen haben. Also ist F — R, so 
dass F das cinzigc von Null verschiedene Rechtsideal von F ist. Dies impliziert, 
dass F cin Korper ist. Damit sind a) und b) bcwiesen. 

Es sci a die durch (a + bp)°' := a, — bp definierte Abbildung. Triviale Rech- 
nungen zeigen, dass a cin Automorphismus von F ist. Ist die Charakteristik von 
K gleich 2, so ist a = 1. Ist die Charakteristik von K von 2 verschieden, so ist a 
involutorisch. Ist nun 7 ein Element aus G*L{V, K), welches eine Kollineation 
aus C in Lk{V) hervorruft, so ist nach 6.1 entweder pj = jp odcr p'y = —jp. 
Im ersten Falle ist {v{a + bp)y = v'^{a + bp), dh., es ist 7 e G*L(T/, F), und im 
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zwcitcn Fallc ist {v{a + bp))'' = v^{a + fep)", dh., 7 ist cine scmilincarc Abbil- 
dung des F-Vektorraumes V mit begleitendem Automorphismus a. Umgekehrt 
sieht man, dass jedes Element aus G*L(V, F) und jede bijektive semilineare Ab- 
bildung des i^-Vektorraumcs V mit a als begleitendem Automorphismus eine 
Kollineation in LxiV) induziert, die in C liegt. Aus diesem Bemerkungen fol- 
gen die Aussagen c) und d) bis auf die Aussage iiber das Zentrum von C unter 
d). 

Es ist klar, dass Z{C) C Z{N) ist. Es sei also / e Z{F*) und 7 sei eine 
beziiglich a semilineare Abbildung des i^-Vektorraumes V. Ferner induziere die 
durch '■= vf definierte Abbildung C eine Kollineation aus Z(C). Dann gibt 

es ein k G K* mit 

vfk = v^k = v^~'^^ = {v^'' f)^ = vf". 

Also ist /fc = Weil K von a elementweisc festgclassen wird und wcil = 1 
ist, ist also /c^ = 1 und damit k = 1 oder k = —1. Im ersten Fall folgt f e K, 
so dass C die Identitat induziert. Im zweiten Falle folgt = v^b mit einem 
b e K*, so dass die Abbildung p induziert. Damit ist 6.2 bewiesen. 

Eine Bemerkung ist angebracht. Hat im vorliegenden Falle V endlichen 

Rang, so ist Rg^(V) = 2 • Rgp{V), so dass Rg^(V^) gerade ist. 

6.3. Satz. Es sei K ein Korper und a sei ein involutorischer Automorphismus 
von K. Ist dann F := {f \ f G K, f"' = f} der Fixkorper von a, so gilt: 

a) Ist Char(_ftr) ^ 2, so gibt es ein j G K mit j" = —j ^ 0. Ist = —j 7^ 0, so 
ist K = F ®jF. 

b) Ist Cliar(i^) = 2, so gibt es ein j £ K mit j" — j + 1. Ist j" = j + 1, so ist 
K = f®jF. 

In beiden Fallen ist [K : F] = 2. 

Beweis. a) Weil a ^1 ist, gibt es ein x G K mit a;" ^ x. Setze j := x — x". 
Dann ist = —j ^ 0. 

Es sei = -j 0. Dann ist FnjF = {0}. Ist keK, so ist 

fc = i(fc+fc") + i(fc-n- 

Fcrncr ist + fc") <E F. Weil j von verschieden ist, gibt es ein r € K mit 
^{k — fc") = jr. Dann ist 

-jr = lik - = (^(fc - fc")) = (ir)« = -ir«, 

so dass r" = r ist. Folglich ist r G F, so dass K = F + jF ist. Also ist 
K = F® jF. 

h) Es sei x" x und r{x" +x) = 1 Wegen a;" + a; e .F ist dann auch r G F. 
Setze j := rx. Dann ist 

+j = {rx)" +rx = r{x" + x) = 1 
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und folglich, da die Charakteristik ja 2 ist, = j + 1. 

Es sei nun j" = j + 1. Wegen j ^ j + 1 ist 7^ j und daher F D jF = {0}. 
Ist k G K, so ist k + k" G F. Ferner ist 

(fc+j(fc + fc"))" = A:" + (j + l)(fc + A;") =A;+j(fc + A;"). 

Also ist auch k + j{k + k") e F. Schliofilich ist 

k = k + j{k + fc") + j{k + k") e F+jF. 

Damit ist alles bewiesen. 

Als Nachstes beweisen wir einen Spezialfall von Hilberts Satz 90. 

6.4. Satz. Es sei K ein Korper und a sei ein involutorischer Automorphismus 
von K. Ist a & K, so sind die folgenden Aussagen dquivalent: 

a) Es ist aa" = 1. 

b) Es gibt ein b G K mit a = b'^b~^ . 

c) Es gibt ein c G K mit a = cc~" . 

Beweis. a) impliziert b). Es sei aa" = 1. Ware x + a^^x" = fiir alle 
X G K, so folgte mit x = 1, dass = —1 ware. Es folgte der Widerspruch 
x" = X fiir alle x G K. Es gibt folglich ein x G K, so dass x + a~^x°' 7^ ist. 
Setze b := X + a~^x°'. Dann ist 

6«6-i = (x" + a-"x)6-^ = (x" + ax)b-^ = abb'^ = a. 

b) impliziert c). Es sei a = b°'b~^. Setze c := b". Dann ist c 7^ und 

a = cc~°'. 

c) impliziert a). Ist namlich a = cc~", so ist aa" = cc~°'c"c~^ = 1. Damit 
ist alles bewiesen. 

6.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 3. 
Ferner sei a eine Involution aus PG*h(y, K), die einen Fixpunkt besitzt. 

Wird a nicht durch eine Involution aus G*L{V, K) induziert, so gibt es einen 
inneren Automorphismus a der Ordnung 2 von K und eine beziiglich a semi- 
lineare Abbildung rj von V in sich mit rf = 1, welche a induziert. 

Ist F der Fixkorper von a und ist W die Menge der Fixvektoren von r], so 
ist V auch ein F -Vektorraum und W ist ein Teilraum des F-Vektorraumes V. 
Ferner gilt Rgv{W) = Rg/f (V). 

Ist C der Zentralisator von a in PG*L{V,K), so gilt: 

a) Ist Cliar(ii') = 2, so ist 

C/Z{C) ^ PG*L(W, F) und Z{C) ^ Z{F*)/Z{K*). 

b) Ist Char(ii') 7^ 2, so enthdlt C einen Normalteiler N vom Index 2 und es ist 

N/Z{N) ^PG*'L{W,F) sowie Z{N) ?^ Z{F*)/Z{K*). 
Ferner ist Z(C) = {1,ct}. 
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Bcwcis. Es sci p G G*L(V,K) und p induziere a. Ferncr sci P = pK cin 
nach Voraussetzung existierender Fixpunkt von a. Es gibt dann ein k G K* mit 
p'' — pk und ein z G Z{K*) mit v'' = vz fiir alle v G V. Hieraus folgt, dass 
k"^ = z E Z{K) ist. Dcfiniert man a durch .t" := kxk~^ fiir alle x & K, so ist a 
ein innerer Automorphismus von K mit = 1. 

Es sei T] die durch v'^ := v''k~^ definierte semilineare Abbildung von V in 
sich. Dann wird a auch von rj induziert. Ferner ist v"^ = kr"^ = v, so dass 

= 1 ist. Weil a von rj induziert wird, folgt auf Grund unserer Annahme, dass 
T] nicht linear ist. Folglich ist k ^ Z{K) und daher a^l. Ist a; e if, so ist 

(u.t)" = {vx)"kr^ = vPxk-^ = v^x", 

so dass a der begleitende Automorphismus von rj ist. 

Die Existenz von rj und a etabliert, sei F dor Fixkorper von a. Dann ist V 
auch ein Vektorraum iiber F und es gilt 77 G G*h{V, F). Wic im Satz noticrt, 
sei W die Menge der Fixvektoren von rj. Dann ist W ein Teilraum des F- 
Vektorraumes V. 

1) 1st M cine Mcngc von linear unabhangigcn Vcktorcn dcs i^-Vektorraumes 
W, so ist M cine linear unabliangigc Tcilmcngc dcs iiT-Vcktorraumes V. 

Es seicn mi, . . . , m„ G M und xi, . . . , Xn & K und es gelte rriiXi = 0. 

Dann ist auch J27:=i f^i^iV = fi^r alle y & K. Hieraus folgt 

n n 

= ^ ml{xiy)°' = ^ m^{xia)°'. 

i:=l i:=l 

Also ist auch 

n 

= ^ mi (a;it/ + (xjj/)") . 

i: = l 

Weil M aus F- linear unabhangigcn Vektoren besteht, folgt 

= Xiy + (xiy)" 

fiir alle i und allc j/. Ware xj ^ 0, so folgtc mit y := xj^, dass 0=1 + 1 ware. 
Mit y := xj^z folgte daher = z + z°' und dann z" = z. Dies widersprache 
aber der Tatsache, dass a nicht die Identitat ist. Damit ist 1) bewiesen. 

2) 1st B cine F-Basis von W, so ist B eine if-Basis von V. 

Wegen 1) geniigt es zu zeigen, dass B ein if-Erzeugendensystem von V ist. 

Es sei zunachst die Charakteristik von K von 2 verschieden. Nach 6.3 gibt es 
dann ein j € K mit = —j. Es folgt (j^)" = .7^, so dass G F ist. Ferncr ist F 
als abelsche Gruppe die direkte Summe von W und W := {v \ v EV^v^ = —v}. 
Offcnsichthch ist Wj C W' und W'j C W, so dass l^j^ C W ist. Weil ein 
F- Vektorraum ist und in F* liegt, ist daher VKj^ = W. Hieraus folgt 

W = Wf C W'j C W, 

so dass M^'j = W ist. Hieraus folgt F = + Wj~^, so dass B in der Tat ein 
i^-Erzeugendensystem von V ist. 
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1st die Charakteristik von K gleich 2, so gibt es nach 6.3 ein j € K mit 

j" = j + 1. 1st V £ V, so ist V + £ W und 

{v + {v + v'^)jy = v'^ + {v + v''){j + l)=v+{v + v'^)j, 

so dass V + (v + v"^)] G W gilt. Aus f = u + (f '').?' + {v + v"^)] folgt dahcr, dass 
V = W + Wj ist. Also ist B auch in diesem Falle ein i^-Erzeugendensystem 
von V. 

3) Ist P ein Fixpunkt von a, so ist P (IW ein F-Unterraum des Ranges 1 
von W. 

Es sei P = pK. Dann ist = pa mit einem a G K*. Ferner ist p = p^ = 

paa"", so dass aa" = 1. Nach 6.4 gibt es daher ein c € K* mit a = cc~°'. Setze 
g ;= pc. Dann ist 7^ g G P. Fcrncr ist 

q'^ = {pcy = p^c" = pac" = pc = q. 

Also ist P n ^ {0}. Mit 1) folgt 

Rgp{PnW)<Rgj,{V), 

so dass, wie behauptet, Rgp-(P fl W) = 1 ist. 

4) Es sci L die Mcngc dcr Untcrraumc von Lk{V), die von Fixpunktcn von 
a aufgespannt werden. Dann erbt L von Lk{V) die Teilordnung. Definiert man 
die Abbildung ip von L in Lf{W) durch X'^ := X nW fiir alle X e L, so ist 
If cin Isomorphismus von L auf Lf{W). Insbesondere ist L also ein projektiver 
Verband. 

Es seien X,Y G L. Ist X < y, so ist 

xv' = xnw <Ynw = Y'^. 

Es sei umgekehrt < V^. Die Definition von L liefert zusammen mit 3), dass 

X = ^ xK < ^ yK = Y 

xeXf yeYf 

ist. Damit ist (p als Monomorphismus von L in Lp{W) erkannt. 

Es sei Y e Lf{W). Setze X := ^^^^^ yi^. Wegen (yi^T)" = y^T ist X e L. 

tiberdies ist X^ = X n W > Y. Es sei a; G X n W. Es gibt dann yi, 
yn G Y und fci, . . . , kn £ K mit a; = X^I^^i ^i^i- Wir diirfen annehmen, dass 
die yi als Vektoren des if-Vektorraumcs V linear unabhangig sind. Dann sind 
sie aber auch P-linear unabhangig. Somit lasscn sic sich zu einer Basis von W 
erganzen. Weil nach 2) jede P-Basis von W cine i^T-Basis von V ist, folgt aus 
X G W, dass fci, . . . , fc„ G P ist. Also ist x E Y, so dass AT'^ = Y ist. Folglich 
ist if ein Isomorphismus von L auf Lp(W). 

Es sei 7 G G*L{V,K) und es gelte ?;'>"' = v'^'^e fiir alle v €V. Nach 6.1 ist 
dann entweder e = 1 oder e = —1. Weil die von 7 in Lk{V) induzierte KoUine- 
ation im Zentralisator C von a licgt, ist L'^ — L. Dahcr ist (p~^'j(p eine Kolline- 
ation von Lf{W). Wegen 2) ist Rgp{W) > 3. Nach dem zweiten Struktursatz 
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II. 7.1 gibt cs dahcr cine semilincarc Abbildung {S, (3) dcs F-Vcktorraumcs W in 
sich, welche in Lf{W) die KoUineation ip"^^!^ induziert. Hieraus folgt zusam- 
men mit "RgpiW) > 3 die Existenz eines Elementes a G K* mit = w'^a fiir 
alle w e Es ist 

wT^a" = (wTa)" = w^" = w^ = w"^^ = w^'-'a = w^^ea. 

Also ist entweder a" = a oder a" = —a. Ferner ist, falls / e F ist, 

w^f^ = (wf)^ = {wfya = w'^fa = x'^a-^fa. 

Folglich ist = a~^fa fiir alle f G F. Ist o" = a, so ist a £ F, so dass wir auf 
Grund von 1.3 annehmen diirfen, dass 13 = 1 ist. Ist o" = —a und ist j G K ein 
Element, fiir welches = —j gilt, so ist a = jfo mit /o € F nach 6.3). Dann ist 
= fo^j~^fjfo, so dass wir wiederum nach 1.3 annehmen diirfen, dass a = j 
ist. (Der Leser fragt sich vielleicht, warum so umstandlich, wo doch a" = —a 
gilt. Die Antwort lautet: Man kann j a priori wahlen, und darauf kommt es 
an.) Es ist —j = j" = kjk~^. Hieraus folgt, dass 

ky^-k= j-^kj = k^ 

ist. Nun ist F aber der Fixkorper von a, dh., der Zentralisator von k in K. 

Daher licgt k im Zentrum von F. Somit gilt nach dem Vorstehenden, dass /? kein 
innerer Automorphismus von F ist. Es sei H das Urbild von C in G*Ij{V,K). 
Ist dann ^ G H, so ist u''"' = v'^'^ oder v'^^ = —v^'^, wie wir schon bemerkten. 

Es sei nun Char(ii') = 2. Dann ist H = CpG*L(y,A:) (??)• Daher ist = W. 
Ist e(7) die Einschrankung von j G H auf W, so ist e ein Homomorphismus von 
H in G*L{W, F). Weil jede F-Basis von W gleichzeitig eine iV'-Basis von V ist, 
ist e injektiv. Es sci 7 G G*L{W, F). Ist B eine F-Basis von W und definiert 
man die lineare Abbildung 7 von V in sich durch b'' := fiir alle b G B, so 
ist 7 bijektiv und es gilt £(7) = A. Folglich ist e ein Isomorphismus von H auf 
G*h{W,F). Hieraus folgen nun die Behauptungen unter a). 

Es sei schliel31ich Char(iir) ^ 2. Ferner sei B wieder eine F-Basis von W und 
j sei ein Element von K mit j°' = —j. Ist nun v G V und v = X^^gs bxb und 
definiert man 7 durch v'" := J2beB ^J^b, so ist 7 € G*L(V, K). Uberdies ist 

= j2 bTx^ = - E ^^-^ = -(E ^^?)' = 

6es 6es beB 

Daher ist ^ G H. Hieraus folgt, dass Hq := CG*L(y,A:) (??) den Index 2 in 7J hat. 
Weil Wow = {0} ist, folgt nach unserer Vorbcmcrkung, dass es eine beziiglich 
(3 semilineare Abbildung S von W in sich gibt mit 7i>* = w'^j fiir alle w G W. Weil 
P kein innerer Automorphismus ist, wird Hq bei dem Homomorphismus von H 
auf C auf einen Normalteiler N vom Index 2 in. C abgebildet. Ferner folgt ohne 
Miihe, wie schon im Falle der Charakteristik 2, dass N/Z{N) ^ PG*L(W^,F) 
und Z{N) = Z{F*)/Z{K*) ist. Es bleibt zu zeigen, dass Z{C) nur aus den 
beiden Elementen 1 und a besteht. 
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Offcnsichtlich ist Z{C) C Z{N). Es sei 1 7^ p G Z{C) und p werde von C 
induziert. Es gibt dann ein / e Z{F*) mit = wf fiir alle w & W. Weil /3 in 
Z{F) einen Automorphismus der Ordnung 2 induziert und da = —k ist, gibt 
es nach 6.3 zwci Elcmente g, h G Z{F) mit / = g + kh und g^ = g sowic h^ = h. 
Wegen a;^ = j'^xj heifit das, dass <? und h mit j vertauschbar sind. Weil g und 
/i auch im Zentrum von F liegen und nach 6.3 die Gleichung K = F + jF gilt, 
liegen g und h im Zentrum von K. Aus p 7^ 1 folgt, dass h ^ Q ist. Wir diirfen 
daher annehmen, dass h = 1 ist. Wegen p e ■^(C) ist !''»''' = v''''r mit einem 
passenden r G Z{K*). Ist b G B, so ist also 

6j7 = feT/ = = = 6Tfr = 6«jr = 6/jr. 
Somit ist, da ja / = 5 + fc ist, 

i(5 + k)= jf = fjr = gjr + kjr = jr{g - k). 
Weil 5 in F und k nicht in F liegt, folgt g = und r = — 1. Somit ist 

= ^ 6Ca;b = ^ bkxb = ^ ^''x^A: = v^k, 

beB beB beB 

dh., es ist p = a. Damit ist dann alles bewiesen. 

Wir haben nun gute Kenntnisse iiber die Zentralisatoren von Involutionen, 

die keine Fixpunkte haben, und von Involutionen, die zwar Fixpunkte haben, die 
aber nicht durch involutorische lineare Abbildungen induziert werden. Fiir die 
noch verbleibenden projektiven Involutionen, die von involutorischen linearen 
Abbildungen induziert werden, ist die Arbeit aber auch schon erledigt, wie der 

nachstc Satz zcigt. 

6.6. Satz. Es seiV ein Vektorraum iiber dem Korper K mitKgi^{V) > 3. Ist a 
eine Kollineation von Lk{V), die von einer involutorischen linearen Abbildung 
von V in sich induziert wird, so gilt: 

a) Ist Char(iir) = 2, so ist a eine Quasielation. 

b) Ist Char(i>l') ^ 2, so ist a eine Quasistreckung. 

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. 

7. Die hessesche Gruppe 

Schlitzt man die projektive Ebene iiber GF(3) beziiglich ciner Geraden, so erhalt 
man die affine Ebene iiber GF(3). Diese ist eine Inzidenzstruktur aus 9 Punkten 
und 12 Geraden. Sie findet auch bei Anhangern der algebraischcn Geometric In- 
teresse, da sie sich namlich in viclen projektiven Ebenen insbcsondere in der 
iiber dem Korper der komplexcn Zahlcn als Konfiguration der Wendepunkte 
einer irreduziblen Kurve dritten Grades wiederfindet. Der Stabilisator dieser 
Konfiguration in der projektiven Gruppe ist die nach Ludwig Otto Hesse be- 
nannte hessesche Gruppe. Eine Untcrgruppe dieser Gruppe wird im nachsten 
Abschnitt ihren Beitrag zur Lange der dort vorgefiihrten Argumentationskette 
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leistcn, so dass in diesen Abschnitt ein wenig iiber diese Situation berichtet 
werden soil. 

Hesse publizierte seine Ergebnisse im crelleschen Journal (Hesse 1844, 1847, 
Salmon 1850). Sic linden sich wiedcrgcgeben in Jordans „Traite" und in Nettos 
„Substitutionentheorie" (Jordan, S. 302ff, Netto 1882, S. 232ff). Heutige Leser 
haben es bequemer, wenn sie sich an die Ausarbeitung der brieskornschen Vor- 
lesungen des WS 1975/76 und des SS 1976 halten (Brieskorn und Knorrer o. J., 
S. 379-388). 

Die Punkte der affinen Ebene iiber GF(3) kann man identifizieren mit den 
Paaren {x,y) mit x, y G GF(3). Die Gcradcn werden dann durcli inliomogene 
lineare Gleichungen beschrieben. Kodiert man das Paar [x, y) durch die Zahl 
3a; + y, so werden die Punkte der affinen Ebene iiber GF(3) durch die Ziffern 
bis 8 beschrieben und die Geraden durch die Spalten der folgenden Matrix. 

012 012 012 036 
345 453 534 147 
678 867 786 258 

Wir gehen nun der Frage nach, unter welchen Bedingungen sich diese affine 
Ebene in eine gegebene projektive Ebene einbetten lasst. Diese Frage erscheint 
nach den vorstehenden Bemerkungen vielleicht nicht ganz so kiinstlich, wie sie 
zunachst klingen mag. Hinzukommt, wie schon gesagt, dass sie sich im nachsten 
Abschnitt zwangslaufig stellen wird. 

7.1. Satz. Es set V ein Vektorraum des Ranges 3 iiber dem Korper K und 

bo, bi, 62 sei eine Basis von V. Ferner sei t ein von und 1 verschiedenes 
Element aus K. Wir definieren eine Abbildung P von {0,1,2,3,4,5,6,7,8} in 
die Punktmenge von LKiV) durch 



Po 


= boK, 


P3 




Pi 


^b2K, 


P7 


= (60 + &i + b2)K, 


Pg 


= (60 + bit)K, 


P2 


= {bo + bit + b2)K, 


Pi 


= {bot + bit + b2)K, 


Ps 


= {bot + b2)K, 


P5 


= (6o(i^ -t+l) + bit + b2t)K. 



Genau dann ist P ein Monomorphismus der affinen Ebene der Ordnung 3 in 
Lk{V), wenn 

- i + 1 = 

ist. 

Beweis. Weil t von und 1 verschieden ist, ist P injektiv. Es ist Pq = 
boK, P3 = biK und Pe = (feo + b\t)K, so dass diese drei Punkte koUinear sind. 
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Es ist Pi = {bot + bit + b2)K, P4 = 63^^ und P7 = {bo + &i + b2)K, so dass 
diese Punkte wegen t 1 koUinear sind. 

Es ist P2 = {bo + bit + b2)K, P5 = {bo{t^ -t + l) + bit + b2t)K und Pg = 
{bot + b2)K. Wegen 

(60 + bit + 62) + {bot + b2){t - 1) = bo{t^ -t + l) + bit + 62* 

sind auch diese drei Punkte kollinear. 

Es ist Po = boK, P4 = 62-^ und Pg = {bot + 62)^, so dass diese Punkte 
kollinear sind. 

Es ist Pi = {bot + bit + b2)K, P5 = (60(^2 - t + 1) + foit + b2t)K und 
= ('>o + bit)K. Wegen 

(6oi + bit + 62)^ - (?>o + bit){t - 1) = 6o(i^ - t + 1) + 6ii + 62* 

sind diese drei Punkte ebenfalls kollinear. 

Es ist P2 = (60 + bit + b2)K, P3 = biK und P7 = (60 + 61 + &2)i<', so dass 
diese drei Punkte wegen t ^ \ kollinear sind. 

Es ist Po = boK, P5 = {bo{t^ -t + l)+bit + b2t)K und P7 = (60 + 61 + 63)^^, 
so dass diese Punkte wegen t ^1 kollinear sind. 

Es ist Pi = {bot + bit + b2)K, P3 = biK und Pg = (60* + b2)K, so dass auch 
diese drei Punkte kollinear sind. 

Es ist P2 = (60 + bit + b2)K, Pi = b2K und Pe = (60 + bit)K. Somit sind 
auch diese drei Punkte kollinear. 

Bislang ist also noch nichts weiter geschehen. Doch nun finden wir die Be- 
dingung, die t erfiillen muss, damit P ein Monomorphismus ist. 

Es ist P3 = biK, P4 = 62-ft' und P5 = {bo{t^ -t + l) + bit + b2t)K. Damit 
diese drei Punkte kollinear sind, ist notwendig und hinreichend, dass es A und 
fjb'm K gibt mit 

6o(i^ -t+l) + bit + b2t = biX + 62^- 

Somit sind diese drei Punkte gcnau dann kollinear, wenn t^ — t + 1 — ist. 
Diese Bcdingung ist also notwendig dafiir, dass P cin Monomorphismus ist. Sic 
ist aber auch hinreichend. Um dies einzusehcn, sei — t + 1 = 0. Wir miissen 
dann nur noch zeigen, dass auch die Tripel Pq, Pi, P2 und Pg, P7, Pg kollinear 
sind. 

Es ist Po = boK, Pi = {bot + bit + b2)K und P2 = {bo + bit + b2)K. Wegen 
- t + 1 = ist 

bo = -{bot + bit + b2)t + (60 + bit + b2% 

so dass auch diese Punkte kollinear sind. 

Schliefilich ist Pe = (60 + bit)K, P7 = {bo + bi + b2)K und Pg = {bot + b2)K. 
Nun ist aber 

bo + bit = {bo + bi+ b2)t - {bot + b2)t, 



so dass auch dieses letzte Punktetripel kollinear ist. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Die in Satz 7.1 bcschricbcnc Einbcttung der afSncn Ebcnc iibcr GF(3) 
in eine desarguessche projektive Ebene ist im Wesentlichen auch die einzige 
Moglichkeit, diese afBne Ebene in eine desarguessche projektive Ebene einzu- 
betten. Dies ist die Aussage des nachsten Satzes. 

7.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 3 ilher dem Korper K . Ist 
dann P ein Monomorphismus der affinen Ebene iiber GF(3) in Lk{V), so gibt 
es eine Basis bo, bi, 62 von V sowie ein t G K, so dass P mittels dieser Daten 
wie in Satz 7. 1 beschrieben dargestellt ist. Insbesondere gibt es genau dann einen 
Monomorphismus der affinen Ebene iiber GF(3) in Lj^iV), wenn es ein t € K 
gibt mitt'^ - t+1 = 0. 

Bcwcis. Da die Punktc Pq, P3, P4, P7 cincn Rahnicn von Lk{V) bilden, 



gibt es nach 1.8 Vektoren 60, ^1, ^2 mit Pq = b^K, P3 — biK, P4 = b2K und 
Py = (60 + bi+ b2)K. Wegen Pe < Pq + P3 und Pe 7^ P3 gibt es einteK mit 
Pg = {bo + bit)K. Nun ist 



Hieraus folgt alles weitere. 

7.3. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 3 iiber dem Korper K . Es 
sei bi, 62, 63 eine Basis von V und t sei ein Element in K mit t^ — t + I = 0. 
Schliefilich sei P der in 7.1 beschriebene Monomorphismus der affinen Ebene 
iiber GF(3) in Lj^iV). Mit C bezeichnen wir den Zentralisator von t in K* . Ist 
dann a € Gh{V), so gilt P" = Pi fiir alle i genau dann, wenn es ein X € C gibt 
mit bj = bjX fiir j := 0, 1, 2. Die Gruppe der projektiven Kollineationen, die 
alle Punkte Pi festlassen, ist isomorph zu C/Z{K*). 

Beweis. Ist A e C und gilt 6J = bjX fiir j := 0, 1, 2, so ist natiirlich Pf — Pi 
fiir alle i. Es sei also P[ = Pi fiir alle i. Weil a den Rahmen Pq, P3, P4, P7 
festlasst, gibt es ein X G K* mit b] = bjX fiir j := 0, 1, 2. Mit Pg = Pq folgt 
die Existenz eines n G K* mit 



Hieraus folgt X = n und welter At — tX, so dass A G C gilt. Damit ist die 
erste Aussage des Satzes bewiesen. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus 

der ersten. 

Die Kollineationsgruppe der affinen Ebene iiber GF(3) ist schnell bestimmt. 
Nach 1.8.8 lasst sich jede KoUineation dieser Ebene auf genau eine Weisc zu 
einer KoUineation der projektiven Ebene iiber GF(3) fortsetzen. Daher ist die 
Kollineationsgruppe der affinen Ebene gleich dem Stabilisator einer Geraden in 
der Kollineationsgruppe der projektiven Ebene. Mit 1.13 folgt daher, dass diese 
Gruppe die Ordnung 3^ • 2^ hat. Sie enthalt den Normalteiler der Ordnung 



P2 
Pi 

P5 



(P3 + P7)n(P4 + P6), 
(P4 + P7)n(Po + P2), 

(Po + P4)n(Pi + P3), 
(Pl+P6)n(P2+P8). 



60 A + biXt = {bo + bxty = {bo + bit) 11. 
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9, dcr aus den Elationcn bcstcht, dcrcn Achsc die cntfcrntc Gcrade ist. Diese 
Elationen heifien in diesem Zusammenhang Translationen. Die Faktorgruppe 
nach dem Normalteiler der Translationen ist isomorph zur GL(2, 3), wobei diese 
Gruppe innerhalb der KoUineationsgruppe sich als der Stabilisator eines Punk- 
tes der affinen Ebene wiederfindet. Wir wollen uns nun iiberlegen, was von 
diesen KolUneationen bei der Einbettung der affinen Ebene iiber GF(3) in eine 
desarguessche projektive Ebene im Stabilisator der cingcbctteten Ebene in der 
projektivcn Gruppe dcr cinbcttcndcn Ebene wiederzufindcn ist. 

7.4. Satz. Es sei K ein Korper und t ein Element aus K mitt^-t+l = 0. Es 
sei fernerV ein Vektorraum vom Rang 3 iiber K und bo, bi, 62 sei eine Basis von 

V. Schliefilich sei P der in 7.1 mittels dieser Daten definiert Monomorphismus 
der affinen Ebene der Ordnung 3 in Lk{V). Wir definieren die Abbildungen p, 
a und T in GL{V) durch 





= -bo 


K 


= bot-^ + bl 




= bot + b2, 


bo 


= bo + bit 


bl 


= -bi 


bl 


= 61+62, 


bl 


= 60 + 62*"^ 


bl 


= 61+62 


bl 


= -62. 



Dann sind p, a und r Involutionen, die in Lk{V) involutorische Perspek- 
tivitdten induzieren. Nennt man diese wiederum p, a und t, so gilt: 
Das Zentrum von p ist Po, die Achse ist 

{6oAo + 6i(2Uo-t^A2) + 62A2 | Xo,X2GK} 

und p wirkt auf den Pi durch {PiP2){P3P6){P4.P&){P5P7) ■ 
Das Zentrum von a ist P3, die Achse ist 

{60A0 + 61A1 + 62(2Ai - tAa) I Ao, Ai e K) 

und u wirkt auf den Pi durch {PoP6){PiP8){P2P7){P4P5)- 
Das Zentrum von r ist P4, die Achse ist 

{60(2^2 - tXi) + 61 Ai + 62A2 I Ai, A2 e 

und T wirkt auf den Pi durch (Pof8)(AP7)(-P2^6)(^3-P5)- 

Die von p, a und r erzeugte KoUineationsgruppe induziert auf der affinen 
Ebene der Ordnung drei eine Gruppe der Ordnung 9 • 2 bestehend aus den Trans- 
lationen und Streckungen dieser Ebene. 

Beweis. Dies zu beweisen ist eine banale Rechenaufgabe. 
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7.5. Satz. Es seA K ein Korper und t sei ein Element aus K mitt^ -t + l = 
0. Es sei ferner V ein Vektorraum vom Rang 3 iiber K und bo, h\, sei 
eine Basis von V. Schliefilich sei P der in 7.1 mittels dieser Daten definierte 
Monomorphismus der affinen Ebene der Ordnung 3 in Lk{V). Wir definieren 
die Abbildungen p und a in GL(y) durch 



Dann sind p und a Elemente der Ordnung 3. Die von ihnen in Lk{V) in- 

duzierten Kollineation lassen die durch P beschriebene ajfine Ebene invariant. 
Bezeichnet man diese Kollineationen ebenfalls mit p und a, so gilt: 

Die Kollineation p hat die Fixpunkte Pq, Ps und Pq und die Wirkung von p 
auf den restlichen Punkten wird durch 



beschrieben. 

Die von diesen beiden Kollineationen erzeugte Gruppe induziert auf der 
affinen Ebene der Ordnung 3 eine zur SL(2, 3) isomorphe Gruppe. 

Beweis. Auch dies ist banal zu verifizieren. 

Die beiden Satze 7.4 und 7.5 impliziercn, dass der Stabilisator der Menge 
der Punkte der Pi auf dieser Menge zweifach transitiv operiert. 

Geraden einer affinen Ebene, deren Schnittpunkt in der zugehorigen pro- 
jektivcn Ebcnc auf der cntfcrntcn Gcradc licgt, hcificn parallel. Die Paral- 
lelitatsrelation ist eine Aquivalenzrelation. Ihre Aquivalenzklassen heii3en Par- 
allelenscharen. 

7.6. Satz. Es sei K ein Korper und t sei ein Element aus K mit — t + \ = Q. 

Es sei ferner V ein Vektorraum vom Rang 3 iiber K und bo, bi, 62 sei eine Basis 
von V. Schliefilich sei P der in 7.1 mittels dieser Daten definierte Monomor- 
phismus der affinen Ebene der Ordnung 3 in Lk{V). Das Bild dieser affinen 
Ebene unter P werde mit a bezeichnet. Dann sind die folgenden Aussagen 
aquivalent: 

a) Es ist t = -1. 

b) Die Charakteristik von K ist gleich 3. 

c) Die Geraden einer jeden Parallelschar von a sind als Geraden von Lk{V) 



d) Es gibt eine Parallelenschar in a, deren Geraden als Geraden von Lk{V) 
konfiuent sind. 




6o(t-l) 
bi{t-l) 



bo + bi+ 62, 

bo{t-l) 

-(60 + 61+62)* 

62(i-l). 



{PlP4P7){P2PsP5) 



konfiuent. 
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Bcwcis. a) unci b) sind aquivalcnt: 1st t = —1, so ist = — t + 1 = 3, 
so dass b) eine Folge von a) ist. 1st die Charakteristik von K gleich 3, so ist 
= t'^-t+l = (t+ 1)2, da ja -1 = 2 ist. Folglich ist t = -1. 

b) impliziert c): Da die Charakteristik von K gleich 3 ist, enthalt Lk{V) 
auch eine Kopie der projektiven Ebene iiber GF(3). Da —1 die einzige Losung 
der Gleichung — f + 1 = ist, folgt mit 7.2 die Giiltigkeit von c). 

c) ist zu d) Equivalent: Aus c) folgt natiirlich d). Weil der Stabilisator von 
a in der projektiven Gruppe von Lk{V) auf der Punktmenge von a zweifach 
transitiv operiert, ist c) auch eine Konscquenz von d). 

c) impliziert b): Es ist {hQ+bi)K = {Po+Pz)C]{P4^+P-i). Nach Voraussetzung 
ist (6o + hi)K < P2 + -Ps- Es gibt also r, s £ K mit 5o + 5i = {bo + bit + b2)r + 
(61 + 62)5. Hieraus folgen die Gleichungen r = 1, tr — s = 1 und s + r = 0. 
Hieraus folgt t = 2 und wcitcr = t^ — t + l = 3. Damit ist alles bewiesen. 

7.7. Satz. Es sei K ein Korper und t sei ein Element aus K mit t^ — t + 1 = Q, 
set fernerV ein Vektorraum vom Rang 3 iiber K und bo, bi, 62 sei eine Basis von 
V. Schliefllich sei P der in 7.1 mittels dieser Daten definierte Monomorphismus 
der affinen Ebene der Ordnung 3 in Lk{V). Das Bild dieser affinen Ebene unter 
P werde mit a bezeichnet und G sei der Stabilisator von a in PGL(y). 

a) Ist die Charakteristik von K gleich 3, 50 induziert G die voile Kollineations- 
gruppe in der affinen Ebene a. 

b) Ist die Charakteristik von K von 3 verschieden, so induziert G in a die 
Gruppe T- SL(2, 3), wobei T die Gruppe der Translationen von a bezeichnet. 
Diese Gruppe ist vom Index 2 in der vollen Kollineationsgruppe von a. 
Beweis. a) ist banal. 

b) Die Gruppe, die von G auf a induziert wird, enthalt die Gruppe T ■ 

SL(2,3), wie wir friiher schon feststellten. Diese Gruppe ist vom Index 2 in 
der vollen Kollineationsgruppe von a. Es geniigt also, eine Kollineation von a 
aufzuzeigen, die nicht durch eine Kollineation aus G induziert wird. 

Die affine Ebene a bcsitzt cine involutorische Kollineation, die die Punkte 
Pq -P3 und Pq festlasst und die P4 auf Pg abbildet. Wir nehmen an, dass diese 
Kollineation durch eine Kollineation t G G induziert werde. Es gibt dann ein 
mit t vertauschbarcs Element A € K* mit 6q = 60 A und = 61 A sowie ein 
fi G K* mit 62 = (^0^ + b2)n. Weil r involutorisch ist, gibt es ein v S K* mit 

62/^ = ^2 = bo{\tiJi + tjj?) + b^jJ? . 
Weil A mit t vertauschbar ist, folgt 

= At/z + 1^? = t{Xn + ^2), 

so dass iJ, = —A ist. Also ist b^ = —{bot + 62) A. Weiter folgt Pf = P — 2. Es 
gibt daher ein k G K* mit 

{bo + bit + b2)K = {bo + bi+ 62)^ = 6o(A - tX) + biX - 62A. 

Hieraus folgt k = X — tX, tn = X und k = —A und dann t = — 1, so dass nach 7.6 
die Charakteristik von K gleich 3 ist. Dies widerspricht aber unserer Annahme. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
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Im Falle der Charaktcristik 3 ist nichts auficrgcwohnlich an dcr bislang be- 
trachteten Situation. Wir werden sie daher im nachsten Satz ausschlieBen. In 
ihm studieren wir die Einbettung einer afBnen Ebene der Ordnung 3 in eine pap- 
possche projektive Ebene, da in einer solchen Ebene die Verhaltnisse besonders 
einfach sind. 

7.8. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper mit von 3 verschiedener Charak- 
teristik und t sei ein Element aus K mit t^ — t + 1 = Q. Es sei femer V ein 
Vektorraum vom Rang 3 iiher K und bo, bi, 62 sei eine Basis von V. Schliefilich 
sei P der in 7.1 mittels dieser Daten definierte Monomorphismus der affinen 
Ebene der Ordnung 3 in Lk{V). Das Bild dieser affinen Ebene unter P werde 
mit a bezeichnet und G sei der Stabilisator von a in PGL(y). Dann enthdlt 
G einen Normalteiler T der Ordnung 9 und G/T ist zur SL(2,3) isomorph. 
Daruber hinaus gilt T = CpGL(y) {T) ■ 

Beweis. Weil K kommutativ ist, ist Lx{V) pappossch, so dass mit 1.11 folgt, 
dass G auf a treu operiert. Mit 7.7 b) folgt daher die erste Aussage iiber die 
Gruppe G. Es seien p und a die unter diesen Namen in 7.4 definierten Abbil- 
dungen. Bezeichnet man die von diesen Abbildungen induzierten Kollineationen 
ebenfalls mit p bzw. cr, so folgt pa € T. Ferner gilt 

&r = ^^0 - bit 

b<'^ = bot + bit + b2. 

Nun ist {bgrQ + 61 r2 + 62^2)^ genau dann ein Fixpunkt von pa, wenn es ein 
p € K* gibt mit 

rop = -ro + i~Vi + tr2 
rip = -tro + tr2 
r2P = r2. 

Es sei zunachst r2 = 0. Dann ist ro ^ 0, da andernfalls auch n = ware. 
Ferner ist 

roM^ = -rop + t~^rip = -rop + t~^{-trQ) = -rQ{p+ 1). 

Wegcn ro^O folgt p'^ + p+l = 0. 

1st umgekehrt p & K und p,'^ +p+l = 0, so ist (60 — b\tp~^)K ein Fixpunkt 
von pa, wie man leicht naclipriift. 

Weil K kommutativ ist, hat das Polynom x"^ + x + I hochstcns zwei NuU- 
stellen. Eine davon ist —t. Da die Charakteristik von K von drei verschieden 
ist, ist —t eine primitive dritte Einheitswurzel, so dass t'^ die zweite NuUstelle 
ist. Somit sind (60 + bi)K und (60 — bit~^)K zwei Fixpunktc von pa. 

Fiir jeden weiteren Fixpunkt diirfen wir r2 = 1 annehmen. Dann ist auch 
p = 1 und somit 

^•o = -''0 + t~^n + 1 

ri = -tro + 1 
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Hicraus folgt = 1 + t. Weil die Charakteristik nicht 3 ist, gibt es also noch 
genau einen weiteren Fixpunkt, so dass pa genau drei Fixpunkte hat. Weil die 
von 1 verschiedenen Elemente von T in G alle konjugiert sind, haben sie alle 
genau drci Fixpunkte. 

Es sei nun 7 aus dem Zentralisator von T. Da 7 mit jedem Element von T 
vertauschbar ist, permutiert 7 die drei Fixpunkte eines jeden von 1 verschiede- 
nen Elementes von G unter sich. Hieraus folgt, dass a von 7 festgelassen wird, 
so dass 7 G G gilt. In G ist T aber sein eigener Zentralisator. Damit ist alles 
bewiesen. 

Erst als wir /x mit —t bzw. identifizierten, haben wir von der Kommu- 

tativitat von K Gebrauch gcmacht. Dies zeigt, dass es im Nichtkommutativen 
Kollineationen mit ungewohnten Fixpunktkonfigurationen gibt. Dies ist die eine 
Bemerkung, die zu 7.8 zu machen ist. Die andere ist die, dass G im Falle eines 
nicht kommutativen Korpers nicht treu auf a operiert. Dies hat zur Folge, dass 
T nicht sein eigener Zentralisator ist. 

Dieser Abschnitt fiihrt den Namen hessesche Gruppe im Titel, so dass zum 
Schlufi noch cinmal gesagt sein soli, dass sich unter diesem Namen die Gruppe 
G des Satzcs 7.8 vcrbirgt. 

8. Isomorphismen der grofien projektiven Gruppe 

Ist a ein Isomorphismus oder ein Antiisomorphismus von LjciV) auf Lk'{V') 
und definiert man t/j durch 7''' := a~^'ya fiir alle 7 £ PG*L{V), so ist (p, falls 
Rg^(F) > 3 ist, ein Isomorphismus von PG*L{V) auf PG*L(y), da a wegen 
Rgj^{V) > 3 nach den Struktursatzen durch eine semilineare Abbildung von 
V auf V, bzw. von V auf V'*, aufgefasst als Vektorraum iiber Ko, induziert 
wird. Wir werden in dicscm Abschnitt zeigen, dass auch umgekehrt jeder Iso- 
morphismus von PG*L(V) auf PG*L{V') durch einen Isomorphismus oder An- 
tiisomorphismus von Lk{V) auf Lk'{V') induziert wird, falls nur Rgj^{V) > 3 
und Rgi^,{V') > 3 ist. Hat wenigstens eine der beiden projektiven Geometrien 
den Rang 2, so gilt dieser Sachverhalt nicht mehr, wie die Ausnahmeisomor- 
phismen zeigen. Man kann jedoch mehr zeigen, als wir hier tun, muss sich dann 
aber anderer Beweismethoden bedienen. Mehr zu diesem Thema findet sich in 
Dieudonne (1955). 

Es sei daran erinnert, dass wir mit E(X, Y) die Gruppe aller Quasielatio- 
nen bezeichnen, deren Zentren in X liegen und deren Achsen Y enthalten. Ist 
X = Y, so schreiben wir abkiirzend E(X) an Stelle von E{X, Y). 

8.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rgj^{V) > 3. 
Ferner sei G eine Gruppe von Elationen von Lk{V). Genau dann gilt G = 
E(J7), wobei U entweder ein Punkt oder eine Hyperebene von Lk{V) ist, wenn 
G = CpG'L(V)iG) ist. 

Beweis. Es sei G = E(?7) und U sei cine Hyperebene von Lk{V). Weil E(C/) 
abelsch ist, ist G C CpG*L(y)(G'). Es sei 7 e C'pG.L(y)(G). Ist P Zentrum 
einer von Eins verschiedenen Elation aus G, so ist = P. Folglich ist 7 
eine Perspektivitat mit der Achse H. Weil E(J7) auf der Menge der nicht in U 
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licgcndcn Punkte transitiv operiert, ist 7 = 1, falls 7 cincn Fixpunkt aufierhalb 
U hat. Also ist 7 e E(t/) = G. Dies zeigt, dass G = CpG*L(y)(G) ist. 

Ist U ein Punkt und ist G = £(?/), so zeigt man entsprechend, dass G = 

CpG*L(V')(G) ist. 

Es sei nun umgekehrt G = Cpg*l(v)(G). Dann ist G insbesondere abelsch. 
Aufierdem ist G 7^ {1}. Es sei f der von den Zentren der Elemente aus G — {1} 
aufgespanntc Untcrraum und W sci der Schnitt der Achscn der Elationcn aus 
G — {1}. Ist P Zentrum der Elation a £ G — {1} und ist H die Achse einer 
Elation r G G—{1}, so folgt aus ar = ra, dass P < H ist. Also ist U < W. Dies 
hat G C E(J7, W) zur Folgc. Nach 5.6 ist E(r7, W) abelsch, so dass G = E(C/, W) 
gilt. Es sei P ein Punkt auf W und H eine Hyperebene, die U + P enthalte. 
Dann ist E(P, H) C CpG*L(y)(G) = G. Hieraus folgt P<U und W <H. Dies 
impliziert U = W. Ware nun U wcdcr cin Punkt noch einc Hyperebene, so gabe 
es eine Gerade X und eine Ko-Gerade Y mit X < U < Y. Ferner gabe es ein 
a e lIomK{V,X) mit V" = X und Kern(Q:) = Y. Definierte man r vermoge 
v'^ := V + w", so ware t € E(t/) = G. Es folgte der Widcrspruch 'Rgj^{X) = 1, 
da G ja eine Gruppe von Elationen ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass U eine 
Punkt oder eine Hyperebene ist. 

8.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum uher dem Korper K und der Rang von 

V sei mindestens 3. Ferner sei G eine Untergruppe von PG*h(V) und a eine 
involutorisehe Streckung von LKiV)- Gilt 

a) Die Gruppe G enthdlt keine Involution, 

b) Es lsfG = GpG.L(y)(G), 

c) Ist -J £ G, so gibt es ein t] £ G mit = T]~^ar], 
so gilt eine der folgenden Aussagen: 

1) Es gibt eine Hyperebene H von Lk(V) mit G — E(iJ). 

2) Es gibt einen Punkt P von Lk{V) mit G = E(P). 

3) Es ist Y{.gj^{V) ~ 3, die Gruppe G ist endlich und hat die Ordnung 9 und die 
Zentren der involutorischen Streckungen aus GZ, wobei Z := {l,cr} gesetzt 
wird, sind die Punkte einer affinen Unterebene der Ordnung 3 von Lk{V). 

Beweis. Nach c) ist 70- eine involutorisehe Streckung. Daher ist (70-)^ = 1 
und folglich aja = 7"^. Ist Z := {l,cr}, so ist also M := GZ eine Gruppe. 
Ferner folgt aus 7 = jaa, dass M von den Elementen 70- mit 7 e G erzeugt 
wird. 

Es seien 7 und S zwei verschiedene Elemente aus G. Haben 70- und 6a beide 
das Zentrum P, so ist 

j6~^ = '-faSa 

eine Perspektivita.t mit dem Zentrum P. Weil jS~^ von G nach b) zcntralisiert 
wird, folgt, dass P unter G festbleibt. Daher haben wegen c) alle involutorischen 
Streckungen in M das Zentrum P. Hieraus folgt, da die involutorischen Stre- 
ckungen ja M erzeugen, dass alle Elemente aus M Perspektivitaten mit dem 
Zentrum P sind. Es sei 1 ^ 7 G G und H sei die Achse von 7. Weil G abelsch 
ist. folgt iJ*^ = H. Wogcn a^^ja = a^a = 7^^ gilt audi = H. Lage P 
nicht auf H, so ware M eine Untergruppe von A(P, i/). Da diese Gruppe zur 
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multiplikativen Gruppc von K isomorph ware, enthicltc M nur eine Involution. 
Hieraus folgt ja = a fiir alle 7 S G, so dass G = {1} ware. Dieser Widerspruch 
zu b) zeigt, dass P < H ist. Somit ist G eine Gruppe von Elationen, so dass in 
diesem Falle mit 8.1 die Aussagc 1) folgt. 

Haben ja und da beide die Achse H, so sieht man ganz entsprechend, dass 
G = E(if) ist, dh., dass die Aussage 2) gilt. 

Wir nehmen nun an, dass fiir alle verschiedenen 7 und 5 in G die KoUineatio- 
nen ja und Sa verschiedene Zentren und verschiedene Achsen haben. Mit C-y 
bezeichnen wir das Zentrum und mit Hj die Achse von ja. Ferner setzen wir 



Dann gilt: 

(1) Es ist A = V Oder B = {0}. 

Ist namlich A V und B 7^ {0}, so gibt es einen Punkt P < B und eine 
Hyperebene H mit A < H . Ist dann p eine von 1 verschiedene Perspcktivitat 
mit dem Zentrum P und der Achse iJ, so ist — und — fiir alle 
7 e G. Weil es in A{Cj,Hj) nur eine involutorische Perspcktivitat gibt, folgt 
welter p~^jap = ja fiir alle 7 e G. Weil M von den Elementen 70- erzeugt 
wird, folgt schliefilich 



Hieraus folgt p = a ^ pa = p ^ 'm\ Widerspruch zu a). 

(2) Die Gruppe G operiert auf {Cry | 7 e G} und auf {H^ | 7 € G} regular. 
Da G ja abelsch ist und arj = ■q~^a fiir alle rj & G gilt, ist 



fiir alle j, i] £ G. Also ist G^ = G^-2^ und HJ^ = Weil die Abbildungen 

G und H injektiv sind, folgt (2) somit aus a). 

Es sei 1 7^ 7 € G. Dann lasst 7 wegen 7 = ^aa die Gcrade X :— Ci + C^ 
hyperebenenweise und die Ko-Gerade Y := HidH^ punktweise fest. Fiir dieses 
7 gelten die nachsten beiden Aussagen. 

(3) Es gibt cin 77 e G mit X'J =^ X oder V =^ Y. 

Andernfalls ware X'^ = X und F*^ = Y. Aus c) und Rg^(F) > 3 folgte 
dann, dass A = X ^ V und B = Y ^ {0} ware im Widerspruch zu (1). 

(4) Alle Fixpunkte von 7, die nicht in Y liegen, liegen auf X und alle Fix- 
hyperebenen von 7, die X nicht enthalten, enthalten Y . 

Es sei F ein Fixpunkt von 7, der nicht in Y liege. Aus (2) folgt, dass 
weder Gi noch G^ ein Fixpunkt von 7 ist, so dass F von diesen beiden Punkten 
verschieden ist. Ware F < Hi, so ware Hi = F + Y und daher Hi = Hi im 
Widerspruch zu (2). Also ist F % Hi. Ebenso folgt F ^ H^. Daher ist F i^F" 
und F ^F^". Es folgt weiter Gi < F + F'^ und C^KF + F'^". Nun ist F = F'^ 
und folglich F" = F^'' . Also ist 




G^ und B:= p| H 



7eG-{i} 



P e GpG.L(y)(M) C GpG.L(y)(G) = G. 



rj ^jar] = rj ^7(7 



X = Gi+G^<F + F'' 
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und damit X = F + F" , so dass F < X gilt. 

Die zweite Aussage von (4) beweist sich analog. 

(5) Es ist RgKiV) = 3. 

Es sci RgKiV) > 4. Dann ist RgniY) > 2. Nach (3) gibt cs cimj € G mit 
X'^ ^ X Oder F'' ^ Y. Es sei y ^ F. Die Punkte von F'', die nicht in Y 
liegen, spannen Y^ auf. Uberdies sind diese Punkte Fixpunkte von 7, da G ja 
abclsch ist. Hicraus und aus (4) folgt, dass y < X ist. Wcgcn Rg^(X) = 2 
und Rg^(F) > 2 ist daher Y^ = X. Weil die Punkte von Y^ Fixpunkte von 
7 sind und Ci < X = Y'^ ist, ist CJ = Ci. Dies widerspricht aber (2). Also 
ist Y = Y'l und dahcr X"^ ^ X . Weil G abclsch ist, lasst 7 die Gcradc X"^ 
hyperebenenweise test. Nach 1.5.3 ist X^ die untere Grenze der es umfassenden 
Hyperebenen und es folgt, dass X'^ die untere Grenze derjenigen Hyperebenen 
ist, die X"^ abcr nicht X umfasscn. Mit (4) folgt dahcr, dass Y < X'^ ist. 
Wegen RgK{X) = 2 < Rg^(r) folgt Y = X'' . Hieraus folgt dann = Hi im 
Widerspruch zu (2). Also ist doch Rg^(V) = 3. 

Weil der Rang von V cndlich ist, ist der zu Lk{V) dualc Vcrband nach 
1.5.7 ebenfalls ein projektiver Verband. Wir diirfen daher annehmen, dass es 
ein 7/ e G gibt mit Y^ ^ Y. Nach (4) ist dann y < X, da ein von 
Y verschiedener Fixpunkt von 7 ist. Weil Ci kcin Fixpunkt von 7 ist, ist 
y ^ Ci. Weil X eine Fixgerade von 7 ist, Hi aber nicht, ist X"^ auch von 
X U Hi verschieden. Folglich gilt auch y 7^ y*^. Damit haben wir in y*^ 
einen dritten Fixpunkt von 7 gcfundcn. 

Es sei X^ = X. Dann ist F < X, da ja y < X ist. Hieraus folgt A = X 
und mit (1) dann B = {0}. Es gibt daher ein 5 e G mit F ^ Hg. Nun ist 

Y = YUX <HiUX <X. 

Daher ist F = Hi U X. Setzt man Z := HiU Hg, so ist also Z ^Y und folglich 
Z ^ X. Ersetzt man in unserer bisherigen Argumentation 7 durch 5, so sieht 
man, dass A = Z + Ci ist. Hiermit folgt der Widerspruch Z < A = X. Also ist 
X keine Fixgerade von G. 

Da X keine Fixgerade von G ist, hat 7 nur die drei Fixpunkte F, F'' und 
F'''^. Diese Fixpunkte sind uberdies nicht koUinear. Ferner gilt 

Hieraus folgt, dass F^^ = Y^'^ ist, so dass die Fixpunkte von 7 von der von 77 
erzeugten Gruppe transitiv permutiert werden. AUes, was wir von 7 sagten, gilt 
aber auch fiir 77, so dass auch -q genau drei Fixpunkte hat. Diese sind von den 
Fixpunktcn von 7 verschieden. Es bezeichne S die Menge der KoUincationen 
aus G, die die Fixpunkte von 7 einzeln festlasscn. Die Gruppe 5* lasst die Mcnge 
der Fixpunkte von 77 invariant. Da 7 zu gehort, opericrt S auf der Menge der 
Fixpunkte von rj transitiv. Weil die von 1 verschicdcncn Elcmentc aus G aber 
alle nur drei Fixpunkte haben, folgt, dass S die Ordnung 3 hat. Dies wiederum 
hat zur Folge, dass G die Ordnung 9 hat. 

Weil G die Ordnung 9 hat, enthalt GZ genau 9 involutorischc Strcckungen. 
Sind nun 7, (5 € G, so ist G^'^ ein von G-y und Gs verschiedenes Zentrum einer 
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involutorischen Streckung aus GZ auf C-y + C^. Beachte man, dass a^a = ^ ^ = 
ist fiir alle ^ S G, so folgt 

Hieraus folgt C^"^ = C(^5)2, so dass die Zentren C^, Cs und C(-y5)2 stets koUinear 
sind. Dieses Tripel ist eine Bahn der von 7^"^ erzeugten Untergruppe von G. 
Denn es ist ja, wie wir friiher gesehen haben, = = Cr/^- Nun haben 

wir aber gezeigt, dass A — V ist. Somit sind nicht alle kollinear. Mit den 
zuvor gemachten Bemerkungen folgt dann, dass jede Gerade von Lk{V), die 
zwei der Zentren tragt, genau drei von ihncn tragt. Hieraus folgt dann aber 
miihelos, dass die C^'s die Punkte einer afRnen Unterebene von Lk{V) sind. 

Dass die letzte Situation tatsachlich vorkommt, haben wir im letzten Ab- 
schnitt gesehen. 

8.3. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem Korper K , dessen Rang min- 
destens 3 sei. Ferner seien P ein Punkt, H eine Hyperebene sowie U und W 
Unterrdume von Lk{V) und es gelte V = P(BH = U ®W. Ist a eine Involution 
aus A{U, W) und gilt P'^ = P sowie H'^ = H, so ist a mit alien Streckungen 
aus A{P,H) vertauschbar. 

Beweis. Weil P ein Fixpunkt von a ist, ist P < J7 oder P < W. Wir diirfen 
annchmcn, dass P < U ist. Wir diirfen fcrncr annchmcn, dass ua = —u ist fiir 
alle u G U und dass w'^ = w ist fiir alio w E W. Wcgcn = H ist 

H = {HUU)®{HUW). 

Wegen P <U folgt 

V = P + H = U + {HUU) + {HUW) = U + {HUW). 

Hieraus erhalten wir mit Hilfc dcs Modulargcsctzes 

W = WUV = WU {U +iHUW)) = HUW. 

Somit ist W < H. Ist nun A € A{P,H), so ist also = U und = W. 
Somit ist A~^crA cine Involution aus h.{U,W). Da diese Gruppe aber nur eine 
Involution cnthalt, folgt A^^ciA = cr, womit dor Satz bcwicscn ist. 

8.4. Satz. Es seien K und L Korper der Charakteristik p > 0. Ferner sei 
X ein Vektorraum iiber L des Ranges mindestens 2. Ist dann K* /Z{K*) zu 
PG*L(X, L) isomorph, so ist Rg^(X) = 2 und L ist kommutativ. 

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einer Vorbemerkung. Es sei X ein 
Vektorraum des Ranges 2 iiber L. Ist a; 1, 0:2 eine Basis von X und definiert 
man r durch xl := xi und X2 ■= X1+X2, so ist die Ordnung von r gleich p. 1st 
7 definiert durch xj := Xia + X2C und xl ■= x\b + X2d und ist v'^"' = v^^ fiir 
aUe I) e X, so gelten die Gleichungen 

a = (a + c)r, 
c = cr, 
a + b={b + d)r, 
d = dr. 
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Da c und d nicht bcidc glcich Null scin konncn, ist r = 1. Dann ist aber c = 
und d = a, so dass also xj = xia und = xib + x^a ist. 

Sind umgekehrt a, 6 e L, ist a ^ und definiert man die Abbildung 7 durch 
x1 := xia und := xih + X2a, so ist = 7T. Ist nun H der Zcntralisator 
von T in PGL(X, L) und ist H2 diejenige Untergruppe von H, die von alien 7 
der Form xJ = x\ und xl = x\b + X2 induziert wird, so ist ein abelscher p- 
Normaltcilcr von H und H/H2 ist isomorph zu L* /Z{L*). Fcrncr folgt, wic cine 
einfache Rechnung zeigt, dass L genau dann kommutativ ist, wenn H2 C Z{H) 
gilt. 

Es sci mm kZ{K*) ein Element der Ordnung p aus K* /Z(K*). Ferner sei 
X e K* und es gelte x-'^kZ{K*)x = kZ{K*). Dann gibt es ein z € Z{K*) mit 
x~^kx = kz. Wegen e Z{K*) gilt daher 

hP — 'r~^hP'r — hP yP 

so dass z = 1 ist. Der Zentralisator C von kZ{K*) in K* /Z{K*) wird also 
durch den Zcntralisator F* von k in K* induziert. Dann ist aber F := F*[J {0} 
ein Teilkorper von K. 

Es sei (fi ein Isomorphismus von PG*L(X, L) auf K* /Z{K*). Ferner sei r 
einc von 1 verschiedene Elation aus PG*L(X, L) und H sci der Zcntralisator 
von T in PG*L(X, L). Mit H2 bezeichnen wir die Gruppe aller Elationen, deren 
Achse gleich der Achse von r ist. Dann ist H2 ein abelscher p-Normalteiler 
von H. Fcrncr sci S definiert durch S/Z{K*) = H^. Dann ist S/Z{K*) ein 
abelscher y»-Normaltcilcr von F* /Z[K*), wobei F wie im Absatz zuvor bestimmt 
sei, wobei hier (p(r) die Rollc von k spielt. Es ist dann H'^ = F*/Z{K*). Ferner 
ist klar, dass Z{K*) C Z{F*) ist. Weil F ein Korper ist, folgt mit 5.9 b), 
dass S C Z{F*) ist. Somit ist C Z{H). Mittels 5.10 folgt, dass der Rang 
von X nicht grofier als 2 sein kann, so dass 'Rgj^{X) = 2 ist. Aus unserer 
Vorbemerkung folgt dann weiter, dass L kommutativ ist, da ja H2 hier wie dort 
die gleiche Bedeutung hat. 

Nun haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um den Beweis des folgenden 
Satzes anzugehen, der jedoch immer noch eine ganze Weile in Anspruch nehmen 
wird. 

8.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und W sei ein 
Vektorraum iiber dem Korper L. Beide Vektorrdume haben mindestens den 
Rang 3. Ist ein Isomorphismus von PG*L(y) aufVG*\jiW), so gibt es einen 
Isomorphismus oder einen Antiisomorphismus a von Lk{V) auf Ll{W), so 
dass 7"^ = fT-^70- ist fiir alle 7 e PG*L(y). 

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass K genau dann die Charakteristik 2 hat, 
wenn L die Charakteristik 2 hat. Weil (p^^ cin Isomorphismus von PG*L(VF) 
auf PG*L{V) ist, gcniigt es dazu zu zeigen, dass L die Charakteristik 2 hat, 
wenn K die Charakteristik 2 hat. 

Es sei Char(iir) = 2 ^ Char(L). Ferner sei r eine von 1 verschiedene Elation 
von Lk{V). Mit H bezeichnen wir den Zentralisator von r in PG*L(y). Ferner 
sei 

{1} ^H2CHiCHoCH 
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die in 5.10 bcschricbcnc Normalrcihc von H. Sctzc a := . Dann ist a eine 
Involution aus PG*L(VF), da r wegen Char(ir) = 2 eine Involution ist. Ist C 
der Zentralisator von a in PG*L(VF), so ist H'p = C. 

Eine langere Argumentationskcttc wird zcigcn, dass a durch eine Involution 
aus G*L(H^) induziert wird, was dann seinerseits auf einen Widerspruch fiihrt. 
Wir nehmen daher zunachst an, a werde nicht durch eine Involution aus G*'L{W) 
induziert. Nach 6.2 und 6.5 enthalt C dann einen Normalteiler N vom Index 2. 
Ferner ist nach diesen Satzen N/Z{N) = PG*L{X, F), wobei F ein Korper mit 
Z{L) C F ist. Operiert a fixpunktfrei, so ist F eine quadratische Erweiterung 
von L, so dass also \F\ > 3 ist. Ferner ist Rg^(X) = iRg^(W^) > |, so dass 
RgpiX) > 2 ist. Hat a einen Fixpunkt, so ist Rgp{X) = RgLiW) > 3. Es 
ist also stets Rgp'(X) > 2 und X ist nicht der Vektorraum vom Range 2 iiber 
GF(2) Oder GF(3). SchlieBlich ist Z{N) = Z{F*)/Z{L*) und Z{C) = {l.a}. 

Es sei M ein in Hf enthaltener Normalteiler von C . Angenommen, es ware 
MZ{N) n AT ^ Z{N). Dann enthielte {MZ{N) n N)/Z{N) nach 2.8 eine zu 
PSL(A', F) isomorphe Untergruppe, da ja Rg^(A) > 2 und da X nicht der 
Vektorraum vom Range 2 iiber GF(2) oder GF(3) ist. Dies widerspricht aber 
der Tatsache, dass PSL(A:, F) keine 2-Gruppe ist. Also ist MZ{N)r\N = Z{V). 
Hieraus folgt M n A" C Z{N). Daher ist entweder M C Z{N) oder MN = C, 
da ja A^ ein Normalteiler vom Index 2 in C ist. 

Weil T eine Elation und well Rg^(y) > 3 ist, ist Hi nicht abelsch. Daher 
ist Hf keine Untergruppe von Z{N). Nach der gerade gemachten Bemerkung 
ist daher C = HfN. 

Es sei Z{Hf) C Z{N). Wegen CH{Z{Hf) = ist dann N C H^. Daher 

ist 

H'P = C = NHf C NH^ = H^, 

so dass H = Hq ist. Mit 5.10 folgt hieraus, dass K kommutativ ist. Hieraus 
folgt ebenfalls mit 5.10, dass das Zcntrum von H zur additiven Gruppe von K 
isomorph ist. Aus |2'(C)| = 2 folgt daher, dass \K\ = 2 ist. Dies hat wiederum 
zur Folge, dass die Gruppen G*L{A/P) und PG*L(A/P) isomorph sind, wenn 
A die Achse und P das Zcntrum von r bezeichnen. Nun ist PG*L(A, F) nicht 
auflosbar, so dass C und damit H nicht auflosbar ist. Dann ist aber auch 
PG*L(A/P) nicht auflosbar. Aus 2.8 folgt daher, dass PG*L{A/P) und damit 
Hq/Hi = H/Hi keinen von {1} verschiedenen abelschen Normalteiler enthalt. 
Folglich ist 

HiZ{Ny lHi={l}, 

so dass Z{N)'^ C Hi ist. Also ist Z{N) cine abclsche 2-Gruppe vom Expo- 
nentcn 2 oder 4. Nun ist Z{N) ^ Z{F*)/Z{L*). Ist / e Z{F*) - Z{L*) und 
P e Z{L*), so ist, da der Exponent von Z{N) ein Teller von 4 ist, 

1 + 4/ + 6/2 + 4/3 + f = {l + ff e Z{L). 

Weil die Charaktcristik von L von 2 verschieden ist und wir angenommen haben, 
dass p G Z{L) ist, folgt weiter 

f{f + 1) e Z{L). 
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Weil / abcr kcin Element von Z{L) ist, folgt + 1 = 0. Dies besagt, dass 
/ eine primitive vierte Einheitswurzel von Z{F) ist. Das impliziert wiederum, 
dass Z{N) hochstens eine und damit genau eine Involution enthalt. Da Z{N) 
eine abelsche Gruppe vom Exponenten 2 oder 4 ist, folgt, dass Z{N) eine zyk- 
lische Gruppe der Ordnung 2 oder 4 ist. Weil Z{F) und Z{L) Korper sind, 
ist \Z(F*)/Z{L*)\ > 2, daher ist Z{N) die zyklische Gruppe der Ordnung 4. 
Wegen NnHf C Z{N) ist iV n Fi = Z{N). Daher folgt aus 

C/N = {NHf)/N ^ Hf/{N n Hf) = Hf/Z{N), 

dass \Hi \ = 2\Z{N)\ = 8 ist. Dies impliziert, dass V endlich ist. 

Es sei n der Rang von V. Dann ist, da Rg^(A) = n — 1 und Rg^(P) = 1 
sowie \K\ = 2 ist, 

\RomK{A/P,P)\ = 2"-2 

und 

\BomK{V/A,A) \ = 2"-\ 

Mit 5.10 folgt hieraus 

23 = |/i'i/ff2|-|^2|=22"-3 

und damit n = 3. Dies impliziert Rgj^{A/P) = 1, was wiederum G*L{A/P) = 
{1} nacli sich zieht, so dass H auflosbar ist. Dicser Widerspruch zeigt, dass 
Z{Hf ) nicht in Z{N) enthalten ist. Dann ist aber, wie wir gesehen haben, 
NZ{Hf) = C. Ferner ist n ZiHf) C Z{N). Hieraus folgt 

Nf^Z{Hf) C Z{NHf ) = Z{C). 

Andererseits ist 

Z{C) CNnZiHf). 

Also ist 

\Nnz{Hf) \ = 2. 

Aus \C/N\ = 2 und C = NZ{Hf) folgt daher \Z{Hf)\ = 4. Nach 5.10 ist Z{Hi) 
zu HomKiV/A, P) isomorph. Da hiernach Hom/f (F/A, P) genau vier Elcmcnte 
enthalt, hat auch K genau vier Elemcnte. Somit ist K kommutativ. Nach 5.10 
ist daher H = Hq und daher Z{H) = Z{Hi). Hiermit folgt der Widerspruch 

2=\Z{H)\ = |Z(Fo)| =4. 

Dicser Widerspruch riihrt daher, dass wir annahmen, a wiirdc nicht durch eine 
Involution aus G*L(VK) induziert, so dass diese Annahme also zu verwcrfen ist. 

Die KoUineation a wird also durch cine Involution induziert. Ist H auflosbar, 
so ist auch C auflosbar. Nach 6.6, 5.10 bzw. 5.4 und 2.6 folgt dann \K\ = 2 
und \L\ = 3 sowie RgKi^) < 4 und Rgi(H^) < 4. Nach 1.7 und 1.13 ist aber 

|PG*L(3,2)| =23-3-7, 

|PG*L(4,2)| =2*^-32 •5- 7, 

|PG*L(3,3)| =3='-2''-13, 

|PG*L(4,3)| =3^ -2^ •5- 13, 
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so dass PG*L{V) und PG*L(W^) nicht isomorph sein konnen. Also ist H und 
damit auch C nicht auflosbar. 

Nach 6.6 gibt es Unterraume X und Y von W mit W = X (BY und a G 
A{X,Y). Nach 5.2 ist A{X,Y) zur multipHkativen Gruppe von L odcr von 
Z[L) isomorph. Weil a involutorisch ist, liegt a in jedem Falle im Zentrum von 
A{X,Y). Es sei nun Ai diejenige Untergruppe von PG*L(W^), die X als Ganzes 
und Y punktweisG fcstlasst, und A2 sci diejenige Untergruppe von PG*L(W), 
die X punktweise und Y als Ganzes festlasst. Nach 5.5 ist dann 

\C : A1A2I < 2. 

Liegt Hf nicht in A1A2, so ist C ^ A1A2 und dahcr \C : A1A2I = 2. Es 
folgt C = AiA2i?f . Dies impliziert seinerseits, dass es ein rj G Hf gibt mit 
Tj-^Airj = A2. Aus \C : A1A2I = 2 und C = AiAs/ff folgt, dass 

!<: ((AiA2)n7Jr)| =2 

ist. Ferner ist (A1A2) fl Hf ein 2-Normalteiler von A1A2. Hieraus folgt, dass 

(A(X,F)((AiA2)nifr))/A(X,y) 

ein 2-Normalteiler von 

(AiA2)/A(X,F) 
ist. Nach 5.4 e) ist (AiA2)/A(X,y) zu 

PG*L(X) X PG*L(F) 

isomorph. Weil -q^^Ai-q = A2 ist, ist X"^ = Y, so dass RgL(X) = Rgi(y) > 2 
ist. Enthielte AiA2/A(Ar, F) einen nicht trivialcn 2-Normalteiler, so folgt \L\ = 
3 und Rg^(X) = Rgj^(F) = 2, so dass C und damit auflosbar ware. Dieser 
Widerspruch zeigt, dass 

(AiA2)niJi(^C A(x,y) 

gilt. Wegen Rgi(X) = Rgi(F) > 2 ist A{X,Y) ^ nach 5.4 e). Weil der 

Exponent von Hf gleich 4 ist, folgt daher 

|(AiA2)CJIf| <4, 

so dass \Hi\ = \Hf\ < 8 ist. Folghch ist wicdcr \K\ = 2 und RgK{V) = 3, 
was den Widerspruch der Auflosbar keit von H nach sich zieht. Also ist doch 
Hf C A1A2. 

Weil der Rang von V mindestens 3 ist, folgt mit 5.10, dass H2 mindcstcns 
zwei Involutionen enthalt. Daher kann iJj nicht in der Gruppe A{U, V) enthal- 
ten sein, da diese Gruppe zur multipHkativen Gruppe von L oder Z{L) isomorph 
ist. Hieraus folgt, dass 

{A{X,Y)Hf)/A{X,Y) 
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ein nicht trivialer 2-Normalteiler von (AiA2)/A(X, y) ist. Nun ist 

(AiA2)/A(X,y) ^ PG*L{X) X PG*L(F). 

Weil C nicht auflosbar ist, konnen PG*L{X) und PG*L(y) nicht beide auflosbar 
sein, da sonst L nur drei Elements enthielte und C dann doch auflosbar ware. 
Daher kann nur eine der Gruppen PG*L(X) und PG*L(y) einen nicht trivi- 
alen 2-Nornialteiler enthalten. Wir diirfen daher annehmen, dass die Gruppe 
PG*L(X) einen zu (A(X, Y)Hf)/Hf)/A{X, Y) isomorphen 2-Normaltcilcr cnt- 
halt. Hieraus folgt Rgi(X) = 1 oder \L\ = 3 und Rg^fx) = 2. Weil PG*L{X) 
nicht trivial ist, kann aber der Fall Rg^(X) = 1 nicht eintreten. Dies impliziert, 
dass der maximalc 2-Normaltciler der Gruppe (AiA2)/A(X, y) die Ordnung 4 
hat. Weil A{X,Y) zur multiplikativen Gruppe von K isomorph ist und folg- 
lich die Ordnung 3 hat, hat der maximale 2-Normalteiler von A1A2 die Ord- 
nung 8. Hieraus folgt, dass \Hi\ = 8 und Rgj^{V) = 3 ist, was wiederum 
die Auflosbarkeit von H impliziert. Dieser Widerspruch zeigt endlich, dass die 
Charakteristik von L doch gleich 2 ist. 

Es sei weiterChar(if ) = 2. Dann ist, wie wir jetzt wissen, auch Char(L) — 2. 
Wir zeigen nun, dass jede Elation aus PG*L{V) auf eine Elation aus PG*L{W) 
abgebildet wird. Es sei also r eine von eins verschiedene Elation aus PG*L(V^). 
Dann ist a := r'^ cine Involution aus PG*L{W). Es sei wicdcr H dor Zentrali- 
sator von r in PG*L(F) und C der Zentralisator von a in PG*L{W). 

Wird a nicht durch eine Involution aus G*L{W) induziert, so ist die Fak- 
torgruppe C /Z{C) nach 6.2 bzw. 6.5 isomorph zur Gruppe PG*L(X, F), wobei 
F ein Korper mit Z{L) C F ist. Operiert a fixpunktfrei auf Li,{W), so 
ist F eine quadratische Erweiterung von L, so dass \F\ > 3 ist. Ferner ist 
in diesem Falle Rg^(X) = iRgj^(VF) > 2. Hat a einen Fixpunkt, so ist 
Rgp(X) = P.gL{W) > 3. Es ist also stets RgpiX) > 2 und X ist nicht der 
Vektorraum vom Range 2 iiber GF(2) bzw. GF(3). Mit Hilfe von 2.8 folgt da- 
her, dass C/Z{C) keincn von cins vcrschicdc'ucn 2-Normalteiler enthalt. Hieraus 
folgt, dass C Z{C) ist. Dies widerspricht aber der Tatsache, dass Hi nicht 
abelsch ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass a eine Quasielation ist. 

Weil (7 eine Quasielation ist, besitzt C eine Normalreihc {1} C Ci C Co C C, 
wobci C der gr6i3te auflosbare 2-Normalteiler von C und Co der Zentralisator 
von Z{Ci) in C ist. Daher ist Hf = Ci und Hq = Co. Hieraus folgt, dass H/Hq 
zu C/Co isomorph ist. Ist K kommutativ, so ist H = Hq und damit C = Cq. 
Dies besagt, dass a eine Elation ist und dass auch L kommutativ ist. Ist a 
keine Elation, so ist also K nicht kommutativ. Weil ^p~^ ein Isomorphismus von 
PG*L(W^) auf PG*L(y) ist, folgt, dass auch L nicht kommutativ ist. Ist nun 
B die Achse von a, so ist RgL{W/B) > 2. Ferner ist C/Cq zu PG*h{W/B) 
isomorph, so dass wegen H/Hq = K*/Z{K*) die Gruppen K*/Z{K*) und 
PG*L{W/B) isomorph sind. Wegen Char(/^) = 2 = Char(L) folgt daher mit 
8.4 der Widerspruch, dass L kommutativ ist. Damit ist gezeigt, dass im Falle 
Char(i4r) = 2 der Isomorphismus (f Elationen auf Elationen abbildet. 

Es sei nun Char(i4r) 2. Wir wollen zeigen, dass ip auch in diesem Falle Ela- 
tionen auf Elationen abbildet. Dazu zeigen wir zunachst, dass (p involutorische 
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Strcckungcn auf involutorische Streckungcn abbildct. Zunachst noticrcn wir, 
dass auch die Charakteristik von L von 2 verschieden ist, wie wir nicht ohne 
Miihe zeigten. Es sei nun p eine involutorische Streckung von Lk{V) mit der 
Achse A und dcm Zentrum P. Es sci C der Zentralisator von p in PG*L(V). Es 
sei Ai die Gruppe, die P punktweise und A als Ganzes festlasst, und A2 sei die 
Gruppe, die A punktweise und P als Ganzes festlasst. Wegen Rg^(P) = 1 ist 
dann A2 = A{P,A). Ferner ist A2 C Ai, so dass insbesondere Ai = A1A2 ist. 
Mit 5.4 folgt weiter, dass |C : Ai| = 1 odor 2 ist. Wegen Rg^f (P) = 1 < Rgxi^) 
kann der zweite Fall nach 5.4 nicht cintreten. Also ist C = Ai. Nochmals 5.4 
zitierend sehen wir, dass Z{C) = Z{A(P,A)) ist. 

Wir setzen a := p"^ und bezeichnen mit D den Zentralisator von a in 
PG*L(T^). Wird a nicht durch eine Involution aus G*L(W^) induzicrt, so 
enthalt D nach 6.2 bzw. 6.5 cinen Normalteiler N vom Index 2 mit N/Z{N) = 
PG*L(X, i^), wobei F cin Korper mit Z{L) C F ist. Fcrncr ist, wie wir 
schon zweimal bemerkten, Rg^(X) > 2 und X ist nicht dor Vcktorraum vom 
Range 2 iiber GF(2) oder GF(3). Schliefilich ist Z{N) = Z{F*)/Z{L*) und 
Z{D) = {l,a}. Ware \K\ = 3 und RgxiA) = 2, so ware C und damit D 
auflosbar, was nicht der Fall ist. Somit enthalt Ai/A(P, ^4) wegen 2.8 keinen 
abclschcn Normalteiler ungleich Eins. Hieraus folgt, dass Z(N)f C A.{P,A) 
ist. Wegen 

Z{C) = Z{DY~^ C Z{NY~^ 

enthalt die multiplikative Gruppe von K einen abelschen Normalteiler A un- 
gleich eins mit Z{K*) C A. Da A cincn kommutativcn, normalcn Tcilkorpcr von 
K erzeugt, folgt nach dem Satz von Cartan-Brauer-Hua, dass A C Z{K*) ist. 
Also ist A = Z{K*) und daher Z{C) = Z{Ny~\ Hieraus folgt Z{N) = Z{D). 
Dies ergibt den Widerspruch \Z{F*)/Z{L*)\ = 2. Somit ist a eine Quasistreck- 
ung. 

Angcnommen a ist keine Streckung. Ist Rg^(j4) = 2 und \K\ = 3, so ist 
Ilgj({V) = 3 und C ist auflosbar. Dann ist auch D auflosbar, so dass nach 5.4 
auch \L\ = 3 sowic Rg^{W) < 4 ist. Ein Vergleich der Ordnungen von PG*L(V") 
und PG*L{W) zeigt, dass auch der Rang von W gleich 3 ist. Dann ist a aber 
eine Streckung. Also ist V nicht der Vektorraum vom Range 3 iibcr GF(3). 

Es sei W = X ® y und a € A{X,Y). Ferner sei Q ein Punkt in X und 
B ein Y umfassendes Komplement von Q. 1st X die involutorische Streckung 
aus A{Q,B), so ist X^ = Y und Y^ = Y. Daher ist Act = ctA. Folglich ist 
A"^ p = pX^ . Hieraus folgt, dass (p^^ sowohl P als auch A festlasst. Nach 
dem bereits Bewicscncn ist eine involutorische Quasistreckung. Nach 8.3 

wird folglich A{P,A) von X'^ zentralisiert. Daher wird A von A(P, A)''' zen- 
tralisiert, woraus folgt, dass Q ein Fixpunkt von A(P, A)*^ ist. Weil Q ein 
beliebiger Punkt in X war, heifit das, dass X von A(P, A)'^ punktweise fest- 
gelassen wird. Ebenso zeigt man, dass A(P, A)*^ auch Y punktweise festlasst. 
Somit ist A(P, A)*^ eine Untergruppe von A(X, y). Weil a keine Streckung ist, 
ist K{X,Y) nach 5.2 b) abelsch. Folghch ist A(P, ^) abelsch, so dass nach 5.4 
f) die Gleichung Z(C) = A(P,A) gilt. Weil C/A(P,^) nicht auflosbar ist, folgt 
aus 2.8, dass C/A(P, ^) keinen nicht trivialen abelschen Normalteiler enthalt. 
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Da andercrscits A(X, F)*^ ^ /A{P,A) cin abelscher Normalteiler dieser Gruppe 
ist, folgt A{X,Y)'P' = A{P,A). Hieraus folgt, dass If ^ einen Isomorphismus 
von D/A{X,Y) auf C/A{P,A) induziert. Daher enthalt die Gruppe PG*L(A) 
cincn Normalteiler N = Ni x N2 mit A^i = PG*L(X) und N2 = PG*L(y). Aus 
2.8 folgt wiederum, dass PSL(A) in N enthalten ist, so dass sowohl A^i als auch 
N2 die Gruppe PSL(j4) normalisieren. Eine nochmalige Anwendung von 2.8 
liefert daher den Widerspruch PSL(A) C iVi n 7V2 — {!}• Dieser Widerspruch 
zeigt, dass a doch eine involutorische Streckung ist. 

Wir zeigen nun, dass <p auch im Falle einer von 2 verschiedenen Charakter- 
istik die Elationen aus PG*L(y) auf die Elationen von PG*L{W) abbildet. Um 
dies zu zeigen, sei H — der Buchstabe H steht wieder zur Verfiigung — eine 
Hyperebene von Lk{V) und G sei die Gruppe aller Elationen mit der Achse H. 
SchlieBlich sei a eine involutorische Streckung mit der Achse H und Z sei die 
von a erzeugte Gruppe der Ordnung 2. Nach 8.1 ist die Gruppe G ihr eigener 
Zentralisator in PG*L{V) und weil die Charakteristik von K von 2 verschieden 
ist, enthalt G auch keine Involution. Ferncr ist \GZ : G| = 2, so dass die 
Kollineationen ja mit 7 G G involutorische Streckungen mit der Achse H sind. 
Weil G auf der Punktmenge von Lk{V)h transitiv operiert, gibt es zu jedem 
7 € G ein rj G G mit = r]~^ari. Folglich erfiillen G und a die Voraussetzungen 
von 8.2. Nun ist a'^ eine involutorische Streckung von Ll{W), wie wir gesehen 
haben. Daher erfiillen auch G"^ und a'^ die Voraussetzungen von 8.2. Somit ist 
G"^ eine Gruppe von Elationen, es sei denn, es ist Rg j^{W) = 3 und G hat die 
Ordnung 9. In diesem Falle besitzt Lk{V)h aber nur neun Punkte, so dass V 
der Vektorraum vom Rang 3 iiber GF(3) ist. Weil die Gruppen PG*L(y) und 
PG*L(VF) isomorph sind, folgt dann, dass auch L = GF(3) ist. Weil die Zcntren 
der Streckungen aus {GZ)'^ die Punkte einer afHnen Unterebene der Ordnung 3 
von Li^{W) ist, folgt mittels 7.2 und 7.6, dass die Streckungen aus {GZ)f doch 
alle die gleichc Achse haben. Also kann dieser Fall nicht eintreten. Dies zeigt, 
dass Elationen auf Elationen abbildet. 

Es sei nun P ein Punkt und H eine Hyperebene von LKiV)- Offensichtlich 
gilt genau dann P < H, wenn E(P) n E(_ff) 7^ {1} ist. Weil cp Elationen auf 
Elationen abbildet, sind E(P)'^ und E(if)'^ Gruppen von Elationen. Mit 8.1 
folgt die Existenz von Unterraumen PP bzw. von W mit Hgj^lPP) = 1 bzw. 
KoRg^iPP) = 1 und KoRg^(i?'') = 1 bzw. Rgi(fP') = 1, so dass E(P)'^ = 
E{PP) und E{H)'^ = E{HP) ist. Nun sind E(F) und E{H) nicht konjugiert unter 
PG*L(y), so dass E{PP) und E{Hp) in verschiedenen Konjugiertenklassen von 
PG*L(W^) liegen. Daher ist entweder 

Rg^(P^) = KoRg^iHP) = 1 

fiir alle Punkte P und alle Hyperebenen H von Lk{V) oder es ist 

KoRg^iPP) = Rgr^iHP) = 1 

fiir alle Punkte P und alle Hyperebenen H von Lk{V). In beiden Fallen ist p 
eine Bijektion der Menge der Punkte und der Hyperebenen von Lk{V) auf die 
Menge der Punkte und Hyperebenen von Ll{V). Im ersten Falle werden dabei 
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die Punktnicngc auf die Punktmenge und die Hypcrcbencnmcnge auf die Hy- 
perebenenmenge abgebildet, wahrend im zweiten Falle die Punktmenge auf die 
Hyperebenenmenge und die Hyperebenenmenge auf die Punktmenge abgebildet 
werden. Weil genau dann E(P) n E(i7) ^ {1} gilt, wenn E{PP) n E{Hp) ^ {1} 
gilt, ist p in beiden Fallen inzidenztreu. Mit 1.8.6 und der Ubungsaufgabe zu 
diesem Satz folgt, dass p durch einen Isomorphismus oder Antiisomorphismus 
a von Lxiy) auf Ll(W) induziert wird. 
Es sei schliefilich 7 e FG*L{V). Dann ist 

E(P<^^^) = 7-'^E(P'^)7'^ = 7-^E(P)^7^ = (7-1E(P)7)'^ = E(PT)^ = E(PT"^). 

Hieraus folgt P"^ ^ P^" fiir alio Punktc P von Lk{V). Da ein Isomorphis- 
mus bzw. ein Antiisomorphismus durch seine Wirkung auf die Punkte bereits 
festgelegt wird, folgt a^f = 70-, so dass 

V -1 

7^ = (J 7(7 

fiir alle 7 € PG*L{V) gilt. Damit ist 8.5 endlich bewiesen. 

Das folgende KoroUar ist eine unmittelbare Folgerung aus 8.5. 

8.6. Korollar. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg^(y) > 3. 

a) Ist Lk{V) nicht selbstdual, so ist PrL{V) zur Automorphismengruppe von 
PG*L(y) isomorph. 

b) Ist LKiy) selbstdual, so enthdlt die Automorphismengruppe von PG*L{V) 
einen zu PTL{V) isomorphen Normalteiler vom Index 2. 

c) Die Gruppen PSL(y) und PGL{V) sind, charakteristische Untergruppen von 
PG*L{V), dh., sie sind unter alien Automorphismen von PG*L(V) invari- 
ant. 

Der Leser wird vielleicht fragen, wie man auf all dies komme. Diese Frage 
kann ich hier ausnahmsweise einmal beantworten. Geometrisch sind Elationen 
und Streckungen am besten zu fassen, gruppentheoretisch Involutionen. Daher 
stellt man zuerst die Prage, wie man die unterschiedlichen Involutionen in den 
fraglichen Gruppen unterscheiden kann. Da drangen sich ihre Zentralisatoren 
auf. Der Rest ist eine genaue Analyse der Situation gepaart mit Routine. Dann 
entgeht einem auch die hessesche Gruppe nicht, die ich nirgends in der Literatur 
in der vorliegenden AUgemeinheit behandelt fand. 



nil. 
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In diesem Kapitel studieren wir zunachst kombinatorische Eigcnschaften cnd- 
licher projektiver Geometrien. Wir werden hcrausfindon, dass jcdo KoUineation 
einer projektiven Geometrie ebenso viclc Fixpunkte wie Fixhypcrcbcnen hat und 
dass die Anzahl dcr Punktbahnen einer KoUineationsgruppe gleich der Anzahl 
ihrer Hyperebcnenbahnen ist. Wir werden auch sehen, dass es keine endlichen 
elliptischen Geometrien gibt, da Polaritaten endlicher projektiver Raume stets 
absolute Punkte haben. Spater werden wir verschiedene Kennzeichnungen der 
endlichen, dcsarguesschen projektiven Ebenen innerhalb allcr endlichen pro- 
jektiven Ebenen geben. Diese Kennzeichnungen bedienen sich der Kollinea- 
tionsgruppen dieser Ebenen. Aufierdem geben wir noch verschiedene kombina- 
torische und gruppentheoretische Kennzeichnungen der endlichen projektiven 
Raume innerhalb der Klasse der projektiven Blockplane. 

Dieses Kapitel sieht beim ersten Hinschauen aus wie cin Sammelsurium der 
unterschiedlichsten Satze. Dem aufmerksamen Leser wird aber nicht entgehen, 
dass ihm eine Koharenz innewohnt, die sich bis zu dem Satz 11.3 von N. Ito 
erstreckt, dass also nichts in diesem Kapitel iiberfliissig ist. 

1. Endliche Inzidenzstrukturen 

Es sei n eine Menge, deren Elemente wir Punkte, und B eine Menge, deren 
Elemcnte wir Blocke nennen. Ferner sei I C 11 x B. Das Tripcl T := (11, B, I) 
heifit Inzidenzstruktur (siehe Kapitel I, Abschnitt 1). Die Elemente von I nennen 
wir Fahnen von T. Die Inzidenzstruktur (11, B, I) heifit endlich, falls 11 und B 
endlich sind. 

Ist T := (n, B,I) eine Inzidenzstruktur, so definieren wir die Inzidenzstruk- 
tur T'^ := (n'',B'^,I'') durch 11^ := B, B'' := H und 1'':= {{b,P) \ (P,6) e I}. 
Die Inzidenzstruktur T'^ heifit die zu T duale Inzidenzstruktur. Offenbar ist 

rpdd _ rp 

1st (n,B,I) eine Inzidenzstruktur, so definieren wir auf I zwei Aquivalenz- 
rclationcn ^ und w durch (P, b) ^ {Q, c) gcnau dann, wcnn P — Q, bzw. 
(P, 6) « (Q,c) genau dann, wenn b = c ist. Fiir P G 11 bezeichne Ip die durch 
P bestimmte Aquivalenzklasse von ~ und fiir b G B bezeichne I^ die durch b 
bestimmte Aquivalenzklasse von w. Es gilt dann 

1= y ip = y I, 

Pen beB 
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und IpH Iq =0, falls P ^ Q, und lb n Ic= 0, falls 6 7^ c ist. 1st rp die Anzahl 
der Elemente in Ip, dh. die Anzahl der Blocke, die mit P inzidieren, und ist kh 
die Anzahl der mit b inzidierenden Punkte, so gilt also der folgende Satz. 

1.1. Satz. Ist (n, B,I) eine endliche Inzidenzstruktur, so ist 



Die Inzidenzstruktur T := (11, B, I) heifit linksseitige taktische Konfigura- 
tion, falls cs cine ganzc Zahl r gibt mit rp = r fiir alio P G H, und sic heifit 
rechtsseitige taktische Konfiguration, falls es eine ganze Zahl k gibt mit kb = k 
fiir alle 6 e B. Schliefilich heifit T taktische Konfiguration, falls T sowohl links- 
seitige als auch rechtsseitige taktische Konfiguration ist. 

Ist T := (n, B,I) eine endliche Inzidenzstruktur, so setzen wir v := |n| 
und b := |B|. Damit diirfen wir den Buchstaben b nicht mehr als Namen fiir 
einen Block vcrwcndcn. Die Anzahl der Blocke b zu ncnncn, vcrstcht sich von 
selbst. Die Anzahl der Punkte v zu nennen, riihrt aus der Statistik, wo man 
endliche Inzidenzstrukturen beim Planen von Versuchen benutzt und v dann 
fiir das cnglischc variety stcht. Der Buchstabc r als Anzahl der Blocke durch 
einen Punkt steht fiir replication. Ist T linksseitige taktische Konfiguration, so 
heifien v, r, kc mit c G B Parameter von T, und ist T rechtsseitig taktische 
Konfiguration, so werden die Zahlen 6, k, rp mit P € II Parameter von T 
genannt. Ist T taktische Konfiguration, so heifien v, b, k, r Parameter von T. 
Mit diesen Definitionen folgt aus 1.1 unmittelbar 

1.2. Korollar. Es sei T := (11, B, I) eine endliche Inzidenzstruktur. Dann gilt: 

a) Ist T eine linksseitige taktische Konfiguration mit den Parametern v, r, kc 
mit c e B, so ist vr = X^^eB ^c- 

b) Ist T eine rechtsseitige taktische Konfiguration mit den Parametern b, k, rp 

mit P € H so ist bk = X^pen '''p- 

c) Ist T eine taktische Konfiguration mit den Parametern v, b, r, k, so ist 



Es seien t, v, k und A natiirliche Zahlen. Die Inzidenzstruktur (11, B, I) heifit 

t-{v, k, \)-Blockplan, falls gilt: 

(1) Es ist V = \n\. 

(2) Es ist kc = k fiir alle c e B. 

(3) Je t verschiedene Punkte aus 11 inzidieren mit genau A Blocken aus B. 

Statt t-{v, k, A)-Blockplan werden wir haufig nur f-Blockplan sagen und 2-Block- 
plane werden wir meist nur Blockplane nennen. 

Die 1-Blockplane sind genau die taktischen Konfigurationen mit den Param- 
etern V, b, r — X und k. Auf Grund von (2) sind alle t-Blockplane rechtsseit- 
ige taktische Konfigurationen. Wir werden sehen, dass sie stets sogar takti- 
sche Konfigurationen sind. Bevor wir dies beweisen, noch eine Definition. Ist 
T := (n, B,I) eine Inzidenzstruktur und ist P ein Punkt von T, so definieren 
wir die abgeleitete Struktur Tp wie folgt: 




Pen 



beB 



vr = bk. 
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(a) Punkte von Tp sind die von P verschiedenen Punkte von T. 

(b) Blockc von Tp sind die mit P inzidierenden Blocke von T. 

(c) Inzidenz in Tp ist gleichbedeutend mit Inzidenz in T. 

Sind Pi, . . . , P„ verschiedene Punkte von T, so definieren wir Tp^^,„^p^ rekursiv 
vermoge 

Tp^,...,p„ ■■= {Tpi,...,p^_Jp„. 

1.3. Satz. Ist T ein t-{v,k, X)-Blockplan und ist 1 < s < t, so ist T ein 
s-{v,k, Xs)-Blockplan, wobei 

_ {v-s){v-s-l)---{v-t+l) 
'~ ik-s){k-s-l)---{k-t + l) 

ist. Insbesondere ist T auch eine taktische Konfiguration. Ist b die Anzahl der 
Blocke von T, so ist 

v{v-l)---{v-t + l) 
k{k-l)---{k-t+l)' 

Beweis. Pi, P, seien s verschiedene Punkte von T. Wir bezeich- 
nen mit A(Pi,...,Ps) die Anzahl der Blocke von Tp^^^^^^p^. Ist s = t, so ist 
A(Pi, . . . , Pg) ~ A, so dass in diesem Falle A(Pi, . . . , P,) von der Auswahl der 
Punkte Pi, . . . , Ps unabhangig ist. Es sei s < t und es sei bereits gezeigt, dass 
es ein Ag+i gibt mit 

A(Xi, . . . , Xg+i) — \s+i 

fiir jede Wahl der Xi, . . . , Xs+i- Dann ist Tp^^,,,^p^ eine taktische Konfiguration 
mit den Parametern Vs ^ v — s, 6,, = A(Pi, . . . , Pg), kg = k — s und = Ag+i. 
Nach 1.2c) ist Vgrs = bskg- Somit ist 

V — s 

A(Pi, . . . ,Ps) = j^—^Xg+i. 

Damit ist gezeigt, dass T auch ein s-(v, A;, As)-Blockplan ist. Nun ist rp = Ai 
fiir alle Punkte P von T. Daher ist t;Ai = bk nach 1.2c) und folglich 

v{v-l)---{v-t + l) 

k{k-l)---{k-t + l)' 

Damit ist alles bewiesen. 

Es sei L ein projektiver Verband. Mit URi(L) bezeichnen wir, wie schon 

znvor, die Mcngc dor Untcrranmc dcs Ranges i von L. 1st L ein cndlicher 
projektiver Verband der Ordming q und des Ranges n, so bezeichnen wir wieder 
die Anzahl der Elemente in URi(L) mit Ni{n, q). Fiir < i < j < n, setzen wir 

Lij := (URi(L),UR,(L),<). 

Es gilt dann: 
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1.4. Satz. Es sei L ein endlicher projektiver Verband der Ordnung q und des 
Ranges n. Ferner seien i und j natiirliche Zahlen mit 1 < i < j < n. Dann 
gilt: 

a) Lij ist eine taktische Konfiguration mit den Parametem v = Ni(n,q), b = 
Nj{n, q), k = Ni{j, q) und r = Nj_i{n -i,q). 

b) Ist 1 < j, so ist Lij ein 2-Blockplan mit v = Ni{n,q), b = Nj{n,q), k = 

Ni{j, q) und A = 7Vj_2(n - 2, g). 

Beweis. Dass v, b und k die angegebenen Werte haben, folgt aus der Defi- 
nition der Na{b,q). Es sei U G URi(-L) und 11 sei das grofite Element von L. 
Dann ist die Anzahl dor Untcrraumc voni Range j, die U umfassen, gleich der 
Anzahl der Unterraume vom Range j — i in dem Quotienten H/U. Folglich ist 
diese Anzahl gleich Nj-i{n — i, q). Damit ist a) bewiesen. 

Dass Nj^2{n — 2, q) die Anzahl der Untcrramnc vom Rang j ist, die zwci vcr- 
schiedene vorgegebene Punkte umfassen, folgt aus a), wenn man nur bemerkt, 
dass die Summe zweier verschiedener Punkte stets eine Gerade ist. Somit gilt 
auch b). 

1.5. Satz. Ist L eine projektive Ebene der Ordnung q, so ist L12 ein 2- 
{q"^ + q + l,q + 1, l)'Blockplan. Ist umgekehrt q eine natiirliche Zahl mit q > 2 
und ist E ein 2-{q^ + q + l,q + l, l)-Blockplan, so gibt es eine projektive Ebene 
L, so dass E und Li^2 isomorph sind. 

Beweis. Nach 1.7.6 ist A''i(3,g) = q'^+q+1, Ni{2,q) = q+l und A^o(l,«) = 1- 
Daher ist Li,2 auf Grund von 1.4 ein 2-{q^ + q + l, q+l, l)-Blockplan. 

Ist umgekehrt E ein 2-{q^ +q+l, q+l, l)-Blockplan mit g > 2, so tragt jeder 
Block von E mindestens 3 Punkte und durch zwei verschiedene Punkte geht 
genau ein Block. Nach 1.3 gehen durch jeden Punkt von E genau {q^ + q)q~^ = 
q + l Blocke. Es seien g und h zwei verschicidcnc Blockc. Weil zwei Blocke 
hochstens einen Punkt gemeinsam haben, gibt es einen Punkt P auf g, der 
nicht auf h liegt. Auf h liegen q+l Punkte. Diese sind alle mit P durch genau 
einen Block verbunden. Diese Blocke sind allesamt verschieden voneinander, da 
P nicht auf h liegt. Da P mit genau q + l Blocken inzidiert, ist g einer dieser 
Blocke. Folglich haben g und h einen Punkt gemeinsam. Da zwei Geraden, 
wie gerade gesehen, stets einen Punkt gemeinsam haben, gilt auch das Veblen- 
Young Axiom. Es gibt daher einen projektiven Verband L, so dass E und Li^2 
isomorph sind. Da zwei verschiedene Geraden von L stets einen Schnittpunkt 
haben, ist dor Rang von L hochstens gleich 3. Weil nicht alle Punkte von L 
koUinear sind, es ist ja + g + 1 > q + ^, ist der Rang von L aber auch 
mindestens gleich 3. Somit ist L eine projektive Ebene. 

Es sei G eine Gruppe und M sei eine Menge und jcdcs g G G wirke als 
unarer Operator auf M. Wir nennen G Operatorgruppe auf M, wenn folgende 
Bedingungcn crfiillt sind. 

(j) Es ist ccf'' = (xS)'' fiir alle x e M und alle g, heG. 

(ij) Es ist = X fiir alle x e M. 

Ist a; G M, so heiBt x^ := {x^ | 5 e G} Bahn von G. Zwei verschiedene 
Bahnen haben leeren Durchschnitt. G heifit transitiv, falls M eine Bahn ist. 
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Sind G und M endlich, so gilt, wie auch bei Permutationsgruppen, die Gleichung 
\G\ = |x«||G^|, wobei G^:={g\gG G, xs = x} ist. 

Sind G und M endlich, so bezeichnen wir mit xid) die Anzahl der Fixele- 
mente von g G G. Die Abbildung x beifit Permutationscharakter von G. 

1.6. Satz. Ist G eine endliche Operatorgruppe auf der endlichen Menge M 
und ist a die Anzahl der Bahnen von G, so ist 

a\G\ = Y,x{9)- 
geG 

Bcwcis. Wir bctrachten die Inzidenzstruktur (M, G, I) mit x I g genau dann, 
wcnn x^ = X ist. Dann ist kg = xi9) und r^, = \Gx\- Nach 1.1 ist daher 
SgGG ^(5) = 'l2xeM Es seien Mi, . . . , Ma die Bahnen von G und Xi sei 
ein Element aus Mj. Dann ist 

E i^-i = E E i^-i = E i^^ii^-^i = E 1^1 = 

Damit ist der Satz bewiesen. 

1.7. Satz. Ist G eine endliche Operatorgruppe auf der endlichen Menge M, ist 
G transitiv auf M und ist b die Anzahl der Bahnen von G^ mit x € M, so ist 

6|G| = ^x(5f. 
geG 

Beweis. Weil G transitiv ist, sind die Gruppen Gr^ fiir a; e M alle konjugiert. 
Somit sind Gx und b unabhangig von x € M. Wir bctrachten die Inzidenzstruk- 
tur (M X M,G,T), wobei genau dann {x,y) I g gilt, wenn x^ = x und = y 
ist. Es ist dann kg = x{gY ™d r(^^y) = \Gx,y\- Nach 1.1 ist daher 

Ex(5f =E EiG-i- 

gGG x&M y&M 

Ersetzt man im Beweise von 1.6 die Gruppe G durch die Gruppe Gx, so zeigt 
die letzte Zeile dieses Beweises, dass J2yeM \^x,y\ = b\Gx\ ist. Also ist 

Ex(flr = ^'E |G,| = &|M||G,|=6|G|, 

geG xeM 

q. o. o. 

2. Inzidenzmatrizen 

Es sei T eine endliche Inzidenzstruktur, Pi, . . . , Py seien ihre Punkte und Ci , 
. . . , Cfe ihre Blocke. Wir definieren die {v x 6)-Matrix A durch 



_ r 1, falls Pi I Cj 
'^'~\0, falls Pi I' Cj-. 
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Die Matrix A hcifit Inzidenzmatrix von T. Mit E bczcichnen wir die {v x v)- 
Einheitsmatrix und mit J die {v x i')-Matrix, deren samtliche Eintrage gleich 1 
sind. Schliefilich bezeichne die zu A transponierte Matrix. 

2.1. Satz. 1st A Inzidenzmatrix eines 2-{v, k, X)-Blockplanes T und ist r die 

Anzahl der Blocke durch einen Punkt von T, so ist AA* = (r — X)E + A J. 

Beweis. Der Punkt Pi inzidiert mit genau r Blocken. Daher sind von den 
Zalilen Aij fiir j := 1, . . . , b genau r gleich 1, wahrend alle iibrigen Null sind. 
Daher ist einmal Af^ = Aij und welter 

Folglich sind die Diagonalelemente von A A* alle gleich r. Ist i ^ j, so ist genau 
dann Ai^Aj^ ^ 0, wenn Ai^ = Ajk = 1 ist, dh., genau dann, wenn Pi, Pj I Cfe 
gilt. Weil zwei verschiedene Punkte mit genau A Blocken inzidieren, ist daher 

b 

k:=l 

falls nur i ^ j ist. Damit ist 2.1 bewiesen. 

2.2. Satz. Es seien a und b zwei reelle Zahlen und es sei B := {a — b)E + bJ 

eine {v x v) -Matrix. Dann gilt: 

a) Die Eigenwerte von B sind a + {v — 1)6 und a — b. Die Vielfachheit von 
a + b{v — 1) ist 1 und die Vielfachheit von a—b ist v — 1. 

b) Es ist det(B) = {a+{v- l)b){a - 6)"-^ 

Beweis. Es sci E^ das w-Tupcl aus lauter Einsen. Ferner sei fiir i := 1, . . . , 
V — 1 das ii-Tupel Ei erklart durch 

{1, falls j = i 
-1, falls i = i + l 
sonst. 

Dann ist 

BEy = {a- b)EEy + bJEy = {a- b)Ey + bvEy = {a + {v- l)b)Ey 
und fiiv i <v ist 

BEi = {a- b)EE, + bJE, = (a - b)Ei. 

Weil die Charakteristik von R Null ist, sind die Vektoren Ei, . . . , Ey linear 
unabhangig. Folglich gilt a). 

Die Aussage b) ist eine unmittelbare Folgerung aus a). 

2.3. KoroUar. Ist A die Inzidenzmatrix eines 2-{v,k,X)-Blockplanes und ist 
k <v, so ist der Rang von A gleich v. 
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Bcwcis. 1st r die Anzahl dcr Blockc durch cincn Punktc dcs fraglichcn Block- 
planes, so gilt nach 1.3 die Gleichung r{k — 1) = X{v — 1). Wegen fc < f ist 
daher A < r. Aus 2.1 und 2.2 folgt somit 

det{AA') ^{r + {v- l)A)(r - X)"-^ ^ 0. 

Weil A eine {v x b)- und AA* eine {v x t;)-Matrix ist, ist daher 

V > Rg{A) > Rg{AA^) = V, 

woraus die Behauptung folgt. 

Wir Ziehen sofort Nutzen aus diesem KoroUar. 

2.4. Fishersche Ungleichung. Ist b die Anzahl der Blocke eines 2-{v,k,X)- 

Blockplanes und ist k < v, so ist v < b. 

Beweis. Ist A eine Inzidenzmatrix eines solchen Blockplanes, so ist A eine 
{v X 6)-Matrix. Nach 2.3 ist daher b > Rg{A) = v, q. e. d. 

2.5. Satz. Ist T eine Inzidenzstruktur mit den Eigenschaften 

a) T besitzt genau v Punkte und genau v Blocke, 

b) Jeder Block von T inzidiert mit genau k Punkten, 

c) zwei verschiedene Blocke haben genau X Punkte gemeinsam, 

d) Es ist X < k, 

so ist T ein 2-{v, k, X)-Blockplan. 

Beweis. Es sei A eine Inzidenzmatrix von T. Dann folgt mit b) und c), dass 

A' A = (yfe - X)E + A J 

ist. Nach 2.2 b) ist daher 

det(A*A) = {k + {v- l)X){k - Xy-\ 

Weil A < A; ist, ist daher det(A'A) 0. Also ist auch det{A) ^ 0. Folghch 
ist A regular und A~^ existiert. Aus b) folgt, dass J A = kJ ist. Somit ist 
k~^J = JA-^. Weiterhin ist 

J A* A = {k- X)JE + AJ2 = (fc - A + At;) J. 

Daher ist 

JA^ = {k-X + Xv)JA-^ = k-\k - A + Xv)J. 
Transponieren liefert 

AJ = k-\k-X + Xv)J 

ist. Also ist 

JAJ = k-^v{k - A + Xv)J. 

Andererseits ist 

JAJ = {J A) J = kJ"^ = kvJ. 
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Folglich ist k ^v{k — A + Xv) = kv und daher k = k ^{k — A + Xv). Somit ist 
AJ = k-^{k - A + Xv)J = kJ = J A. 

Hieraus folgt 

AA' = A{A'A)A-^ = A{{k - X)E + XJ)a-^ = {k - X)E + AJ). 

Dies besagt schliefilich, dass zwei verschiedene Punkte von T mit genau A 
Blocken inzidieren, q. e. d. 

Wir ncnnen einen 2-Blockplan T projektiv, falls die Anzahl seiner Blocke 
gleich der Anzahl seiner Punkte ist und falls kein Block von T mit alien Punkten 
von T inzidiert. 

2.6. Korollar Es sei T ein 2-{v,k, X)-Blockplan mit k < v. Genau dann ist T 
projektiv, wenn T'' ein 2-Blockplan ist. Ist T projektiv, so ist T'^ ebenfalls ein 
2-{v, k, X)-Blockplan. 

Bcwcis. Es sci T cin 2-(w, k, A) Blockplan. Dann ist f < & auf Grund dcr 
fisherschen Ungleichung. Ist T'^ ein 2-Blockplan, so ist ebenfalls auf Grund 
dieser Ungleichung b <v. Also ist v = b und T ist projektiv. 

Es sci umgckchrt T projektiv. Aus v = b und vr = bk folgt dann r = k. 
Folglich erfiillt T'^ die Voraussetzungen von 2.5. Also ist T'^ ein 2-{v,k,X)- 
Blockplan. Damit ist alles bewiesen. 

Die Inzidenzstrukturen wobei L ein endlicher projektiver Verband 

des Ranges n > 3 ist, sind Bcispiclc fiir projektive Blockplane. 
Das niichstc Korollar folgt unmittclbar aus 2.6 und 2.1. 

2.7. Korollar Jede Inzidenzmatrix A eines projektiven Blockplanes ist normal, 
dh. es ist AA* = A* A. 



Es sei Q einc {n x n)-Matrix mit Qij G {0, 1}. Die Matrix Q heifit Permuta- 
tionsmatrix, falls QQ* = E ist. Ist Q eine Permutationsmatrix, so ist Q regular 
und OS gilt = Q*. Folglich ist auch Q*Q = E. Aus QQ* = Q*Q = E 
folgt, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte von Q genau eine 1 steht. Ist Q 
eine Permutationsmatrix und definieren wir tt durch i'" := j genau dann, wenn 
Qij = 1 ist, so ist TT G ^n, falls Sn wieder die symmetrische Gruppe vom Grade 
n bezeichnet. Ist umgekehrt it & Sn und definiert man Q{'k) durch 



so ist Q{'k) eine Permutationsmatrix. Die so definierte Abbildung Q ist, wie 
man sich leicht iiberzeugt, ein Monomorphismus von Sn in die Gruppe der 
reguliircn [n x n)-Matrizen, so dass also die Permutationsmatrizen beziiglich 
der Matrizenmultiplikation eine zu Sn isomorphe Gruppe bilden. Hieraus folgt, 
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falls i^ = j, 
falls i" y^ 'j, 
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dass jcdc Pcrmutationsniatrix cndlichc Ordnung hat, so dass die Eigenwerte 
eincr Pcrmutationsniatrix Einhcitswurzcln sind. 

3.1. Satz. Es seien T und T' isomorphe Inzidenzstrukturen. Pi, . . . ,Pv seien 
die Punkte und ci , . . . , C6 seien die Blocke von T und A sei die zu dieser Num- 
merierung der Punkte und Blocke gehorende Inzidenzmatrix von T. Ferner 
seien P{ , . . . , die Punkte und c[, . . . ,c'f^ seien die Blocke von T' und A' sei 
die zugehdrige Inzidenzmatrix von T'. 1st a ein Isomorphismus von T aufT', 
so definieren wir die {v x v)-Permutationsm,atrix Q{a) durch 

._ri, falls pr^p;, 

^K^hi — I 0, falls Pf ^ Pj, 
und die {b x b)-Permutationsmatrix R{(t) durch 

falls cl^c'j, 
^Wij-|0, falls c^^c'j. 

Es gilt dann: 

a) Die Abbildung a — > {Q{a), R{a)) ist eine Bijektion der Menge der Isomor- 
phismen von T av.f T' auf die Menge der Paare {Q,R) von {v x v)- bzw. 
{b X b)-Permutationsmatrizen mit PA' — AQ. 

b) Ist T = T' sowie Pi = P/ und Cj = c'j fur alle in Prage kommenden i und 
j und sind a und t Automorphismen von T, so ist Q{aT) = Q{a)Q{T) und 

P(crr) = R{(j)r{T). 

Beweis. a) Es sei a ein Isomorphismus von T auf T'. Dann ist 



k:=l 

wobei / durch P^ = Pj bestimmt ist. Andererseits ist 

6 

{AR{(t)).. = AikR{a)kj = Aig, 

k: = l 

wobei g durch Cg = c'j bestimmt ist. Die Frage ist also, ob A'j:j = Aig ist. Nun 
ist Pf = Pj und Cg = Cj. Weil a ein Isomorphismus ist, gilt daher Pi I Cg gcnau 
dann, wenn Pf I Cg, dh., es ist Aig = 1 genau dann, wenn A'^^j = 1 ist. dies 
zeigt, dass Q{a)A' — AR(a) ist. Also ist a {Q{a),R{a)) eine Abbildung in 
die fragliche Menge, die ofiFensichtlich auch injektiv ist. 

Um zu zcigcn, dass sie auch surjektiv ist, seien C und D Porniutationsma- 
trizen mit CA' = AD. Wir definieren a durch P^ := Pj, falls Cij = 1 ist, und 
entsprechend cf := Cj falls Dij = 1 ist. Weil C und D Permutationsmatrizen 
sind, ist a eine bijektive Abbildung der Menge der Punkte von T auf die Menge 
der Punkte von T' und der Menge der Blocke von T auf die Menge der Blocke 
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von T'. Es sei = und = c^-. Dann ist 



b 



V 



kj — 



k:=l 



fe:=l 



Hieraus folgt, dass cr inzidcnztrcni ist. Es ist klax, dass dann auch {Q{a), J?(<t)) = 
(C, D) gilt, womit die Surjektivitat nachgewiesen ist. Damit ist a) bewiesen. 
Es seien a und r Automorphismen von T. Dann ist 



wobei / durch P[ = Pf bestimmt ist. Nun gilt genau dann die Ungleichung 

{Q{a)Q{T))ij 7^ 0, wenn PJ = Pj, dh. gcnau dann, wcnn _P°"^ = Pj ist. Also 
ist Q{o')Q{T)ij = Q{(7T)ij. Ebcnso bcweist man die Multiplikativitat von R. 

3.2. Satz. Jeder Automorphismus eines projektiven Blockplanes hat ebenso 
viele Fixpunkte wie Fixbldcke. 

Beweis. Es sei T ein projektiver Blockplan und A sei eine Inzidcnzmatrix 
von T. Ferner sei a ein Automorphismus von T. Dann ist SpuY{Q{a)) = 
J2^-=iQi'^)ii "ii^ Anzahl der Fixpunkte von a. Entsprechend ist Spur(i?(cr)) 
die Anzahl der Fixblockc von a. Nun ist Q{a)A = AR{a) und A ist nach 2.3 
regular. Also ist Q{(t) = AR{(7)A~^ und daher Spur((3(o-)) = Spur(i?((T)). 

Ist a eine Permutation auf der Menge M und r eine solche auf der Menge 
A'', so heiiJen a und r dhnlich, wenn es eine Bijektion /3 von M auf N gibt 
mit a = /3Tf3~^. Entsprechend wird die Ahnlichkeit von Permutationsgruppen 



3.3. Satz. Ist Z eine zyklische Gruppe von Automorphismen des projektiven 
Blockplanes T, so ist die Darstellung von Z als Permutations gruppe auf der 
Menge der Punkte von T dhnlich zu der Darstellung von Z auf der Menge der 
Blocke. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle n die Anzahl i„ der Punktbahnen 
der Lange n gleich der Anzahl i'^^ der Blockbahnen der Langc n ist. 

Ist in ^ 0, so gibt es eine Bahn der Lange n. Es folgt, dass n Teller von \Z\ 
ist. Ist n kein Teller von so ist i„ = und natiirlich auch i'^ = 0. In diesem 
Falle ist also i„ = i'^. 

Es sei also n Teller von \Z\. Ferner sei ein erzeugendes Element von Z. 
Dann ist ii die Anzahl der Fixpunkte und i'l die Anzahl der Fixblocke von 
Nach 3.2 ist ii = i[. Es sei also n > 1 und es gelte, dass ix = i'^ ist fiir alle 
X < n. Die Anzahl der Fixpunkte von ^" ist 



V 



{Q{a)Q{T)).. = ^ Q{a)ikQ{T)kj = Q{a)i}Q{T)fj = QiT)fj, 



fc:=l 



definiert. 




X teilt n 



und die Anzahl der Fixblocke von ist 




X teilt n 
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Nach 3.2 sind dicsc bciden Zahlen abcr glcich. Auf Grund unserer Induktions- 
annahme folgt daher ni„ = ni'^ und weiter z„ = i'^. Damit ist das Korollar 
bewiesen. 

Dass man in 3.3 auf eine Annahme wie die, dass Z zyklisch ist, nicht 
vcrzichtcn kann, sicht man am Bcispicl der Gruppc Fj{H,H). Diese hat nur 
eine Fixhyperebene, namlich H, lasst jedoch alle Punkte von H fest. 

Der nachste Satz, der ebenfalls eine Folgerung aus 3.2 ist, wird haufig Satz 
von Dembowski-Hughcs-Parkcr gcnannt. Er wurdc jedoch schon 1941 von 
Richard Brauer bewiesen (Brauer 1941, Lemma 3), also vierzehn Jahre vor den 
Publikationen von Dembowski, Hughes und Parker. Dieser Satz lasst sich auf 
beUebige Blockplane verallgemeinern. Dies wird in Satz 5.5 geschehen. 

3.4. Satz. Ist G eine Gruppe von Automorphism,en eines projektiven Block- 
planes T, so hat G ehenso viele Punkt- wie Blockbahnen. Insbesondere ist G 
genau dann punkttransitiv, wenn G blocktransitiv ist. 

Beweis. Es sei Oi die Anzahl der Punkt- und a2 die Anzahl der Blockbahnen 
von G. Ferner sei xi der Permutationscharakter von G aufgefasst als Operator- 
gruppe auf der Menge der Punkte von T und X2 sei der Permutationscharakter 
von G aufgefasst als Operatorgruppe auf der Menge der Blocke von T. Nach 
3.2 ist dann Xiid) = X2{g) fiir alle g & G. Nach 1.6 ist daher 

"il^^l = X] = X] ^2(5) = a2\G\ 
geG geG 

und somit ai =02- 

3.5. Satz. Es sei G eine punkttransitiv e oder blocktransitive Automorphis- 
mengruppe eines projektiven Blockplanes T . Ist P ein Punkt und c ein Block 
von T , so hat Gp ebenso viele Punktbahnen wie Gc Blockbahnen. Insbesondere 
Ist G genau dann zweifach transitiv auf der Menge der Punkte von T , wenn G 
zweifach transitiv auf der Menge der Blocke von T ist. 

Beweis. Ist G punkttransitiv, so ist G nach 3.4 auch blocktransitiv und 
umgckchrt. 1st bi die Anzahl der Punktbahnen von Gp und 62 die Anzahl der 
Blockbahnen von Gc, so ist nach 1.7 und 3.2 also 

6i|G| = ^Xi(# = Ex2(5)' = &2|G| 

geG geG 

und daher 61 =62, q. o. o. 

4. Korrelationen von projektiven Blockplanen 

1st T := (n, A,l) cine Inzidenzstruktur und ist k ein Isomorphismus von T auf 
T'^, so heifit k Korrelation von T. Eine Korrelation n ist also eine Bijektion von 
n auf A und von A auf 11 mit der Eigenschaft, dass genau dann Pic gilt, wenn 
P'' I'' c'^, dh. genau dann, wenn c'^ 1 P'^ gilt. 1st k eine Korrelation, so ist k 
ein Automorphismus von T. 1st = 1, so heifit k Polaritat. 



236 



Kapitel IIII. Endliche projektive Geometrien 



1st K eine Korrelation von T und ist P cin Punkt von T mit P I P", so heifit 
P absoluter Punkt von k. Entsprechend heiBt der Block c absolut, wenn c'^ I c 
ist. 

4.1. Satz. Ist K eine Korrelation des projektiven Blockplanes T, so hat k 

ebenso viele absolute Punkte wie absolute Blocke. 

Beweis. Es sei a die Anzahl der absoluten Punkte und A die Anzahl der 
absoluten Blocke von k. Ist P I P**, so ist I P**. Folglich ist P*^ ein 

absoluter Block, woraus folgt, dass a < A ist. Ist umgekehrt c'^ I c, so ist 
I [c'^Y, so dass c*^ ein absoluter Punkt ist. Daher ist A < a. Damit ist alles 
bewiesen. 

Ist A eine Inzidenzmatrix der Inzidenzstruktur T, so ist A* eine Inzidenzma- 

trix von T'^ . Ist n eine Korrelation von T, so ist nach 3.1 also Q{k)A* = AR{k). 
Nummeriert man die Blocke von T so, dass Cj = Pf ist, so ist Q{n) = E und 
daher AR{k) = A*. Nun ist genau dann A^ = 1, wenn Pj I c, = Pf ist. Somit 
ist Spur(A) die Anzahl der absoluten Punkte von k. 

4.2. Satz. Es sei T ein projektiver 2-{v, k, X)-Bloekpla,n. Ferner sei k — X = 
ns^ mit quadratfreiem n. Ist dann a die Anzahl der absoluten Punkte einer 
Korrelation von T, so ist a = X mod ns. 

Bcwcis. Wic wir bcrcits bcmcrktcn, gibt cs cine Inzidenzmatrix A von T 
und eine Permutationsmatrix R mit a = Spur(yl) und AR = A*. Nach 2.7 ist 
A normal. Es gibt folglich eine unitare Matrix U mit A = U*DU, wobei D die 
Diagonalmatrix aus den Eigenwerten fxi, . . . , von A ist. Wegen 

A* = A* = U*D*U = U*DU 

sind ill, . . . , p,y die Eigenwerte von A*. Weil U unitar ist, ist UU* = E. Weil 
die KoefRzienten von A recll sind, ist daher 

AA* = U*DUU*DU = U*DDU. 

Somit sind die fiifii die Eigenwerte von AA*. Die Zcilcnsummcn von A sind alle 
gleich k, so dass k ein Eigenwert von A ist. Wir diirfen annehmen, dass jii = k 
ist. Dann ist Hifli = k"^ = k + X{v — 1). Aus 2.2 a) folgt dann, dass /Zj/Xj = k — X 
ist fiir i := 2, Sctzc m :— k ^ X. Dann ist /i^ = ei^/m und 6^6^ = 1. Weil 

A regular ist, folgt R = A^^A^. Hieraus folgt, dass die die Eigenwerte 

von R sind. Nun ist p-i^J-i^ = 1 und jli^^^ = fiir z := 2, . . . , v. Weil R eine 
Permutationsmatrix ist, sind die Eigenwerte von R Einhcitswurzcln. Hieraus 
folgt wiederum, dass die Cj Einheitswurzeln sind. Folglich ist {J2l-=i ^if ^i'^^ 
ganz algebraische Zahl. Nun ist 

{a-kf = (Spur( A) - fc) ' = Mi) = m e^ . 

Somit ist {J2^~2 ^i)^ rational und als ganz algebraische Zahl sogar ganz rational. 
Also ist {a — kY = mod m und folglich a = k mod ns. Wegen k = m + X folgt 
hieraus a = X mod ns, q. o. o. 
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Die Begriffc absoluter Punkt und absolute Hyperebene einer Korrclation eines 
projektiven Verbandes wurden in Abschnitt 4 von Kapitel II definiert. 

4.3. Korollar Es sei L ein endlicher projektiver Verband mit r := Rg(i) > 3. 

a) 1st K eine Korrelation von L\^r-i, so hat k wenigstens einen absoluten Punkt. 

b) 1st K eine Korrelation von L, so hat k wenigstens einen absoluten Punkt. 

Beweis. Da jede Korrelation von L eine Korrelation in Li^^-i induziert, 
geniigt es, a) zu beweisen. 

Es sei q die Ordnung von L. Nach 1.4 b) ist dann k = Yl^^o^^ ^ — 
X^r=o l' ■ Dahor ist m = A; — A = q^'^^. Ist m = ns"^ mit quadratfrcicm n und 
ist p ein Primteiler von g, so ist p ein Teller von ns. Ferner ist A = 1 mod p, so 
dass nach 4.2 die Kongruenz a = 1 mod p gilt. Hieraus folgt a > 1, q. e. d. 

Es sci V ein Vcktorraum iibcr dcm kommutativen Korper K. Die Abbildung 
Q von V in. K lieii3t quadratische Form auf V, falls gilt: 

(1) Es ist Q(vk) = qIv)P fiir alle veV und alle keK. 

(2) Die durch f{u, v) :— Q{u + v) — Q{u) — Q{v) definierte Abbildung / von 
y X y in ist bilinear. 

Als Anwendung von 4.3 beweisen wir den folgenden, rein algebraischen Satz 
iiber quadratische Formen iiber endlichen Korpern. 

4.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber GF{q) und Q sei eine quadratische 
Form auf V. Ist U € L{V) und ist 3 < Rg^(f7) < oo, so gibt es ein u G U mit 
u ^ und Q{u) = 0. 

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall, dass die Charakteristik von GF(g) 
glcich 2 ist. Ferner seine U und Q{u) 7^ 0. Wegen = /(0, 0) = Q{Q)-2Q{Q) = 
Q{0) ist M ^ 0. Definiert man g durch g{x) := f{u,x) fiir alle x e U, so ist g 
nach (2) eine lineare Abbildung von U in GF((j'). Nun ist B.g{U) > 3 und daher 
Rg(Kern(.g)) > 2. Es gibt folglich ein x € U mit x ^ uGF(g) und g{x) = 0. Es 
sei k e GF((;). Dann ist 

= g{x)k = f{x, u)k = f{x, uk) = Q{x + uk) — Q{x) — Q{uk) 

und daher 

Q{x + uk) = Q{x) + Q{u)e. 

Nun ist GF(g) = G¥{qf, da die Charakteristik von GF(g) ja 2 ist. Weil aufier- 
dem Q{u) ^ ist, gibt es ein k e GF(g) mit Q{x + uk) = 0. Ware x + uk = 0, 
so wiirc x E uGF{q), was nicht dcr Fall ist. Damit ist 4.4 fiir den Fall, dass 
GF(g) die Charakteristik 2 hat, bewiesen. 

Die Charakteristik von GF(g) sei nun von 2 verschieden. Wir nehmen an, 
dass f{u, u) 7^ sci fiir alle u mit 7^ m G C/. Die Einschrankung von / auf 
U ist dann eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V und definiert somit nach 
II. 8. 4 eine Korrelation k in L{U). Wegen Rg^(C/') > 3 gibt es daher nach 4.3 
einen absoluten Punkt wU in L{U). Es folgt w und f{w,w) = 0. Es gibt 
also doch ein u £ U mit u ^ und f{u, u) = 0. Es folgt 



= f{u, u) = Q{u + u)- Q{u) - Q{u) = AQ{u) - 2Q{u) = 2Q{u) 
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und daher Q{u) = 0, da die Charakteristik von GF(g') ja ungleich 2 ist. Damit 

ist alles bewiesen. 

Im Falle einer Polaritat kann man mehr iiber die Anzahl der absoluten 
Punkte aussagen. Es gilt namlich: 

4.5. Satz. Ist T ein projektiver 2-{v, k, X)-Blockplan und ist tt eine Polaritat 
von T, so ist die Anzahl der absoluten Punkte von w gleich k + Sy/k — X, wobei 
s eine geeignete game Zahl ist. 

Beweis. Pi, . . . , Py seien die Punkte von T. Die Blocke von T nummerieren 
wir so, dass Ci = P^ ist. Fiir die zu dieser Nummerierung gchorcndc Inzidcnz- 
matrix gilt dann wegen tt^ = 1, dass A = ist. Ferner ist Spur(A) wieder die 
Anzahl der absoluten Punkte von tt. Wie wir bereits wissen, ist k ein Eigen- 
wcrt von A und die iibrigcn Eigcnwcrte von A sind von der Form €i\Jk — \ mit 
|ej| = 1. Weil A symmetrisch ist, sind die Eigenwerte von A alle reell. Daher ist 
e {1, —1}. Hieraus folgt alles weitere, da die Spur von A ja gleich der Summe 
iiber die Eigenwerte von A ist. 

4.6. Korollar. IstT ein projektiver 2-{v, k, X)-Blockplan, istk—X kein Quadrat 
und ist TT eine Polaritat von T, so ist die Anzahl der absoluten Punkte von n 
gleich k. 

5. Taktische Zerlegungen 

Es sei A eine {v x 6)-Matrix mit KoefHzienten in einem kommutativen Korper K. 
Die Zeilen seien dabei mit den Elementen aus {1,. . . ,v} und die Spalten mit den 
Elementen aus {1, . . . , 6} indiziert. A sei also das, was ich anderswo cin rcchteck- 
iges Schema nanntc. Ferner sei {Zi, . . . , Zt} eine Partition von {!,...,?;} mit 
nicht leercn Zi und {Si, . . . , Sf} seien eine Partition von {1, . . . ,b} mit nicht 
leeren Si. Mit A^^ bczcichnen wir die Einschrankung der Abbildung A auf 
Zi X Sj. Wir ncnncn {Zi, . . . , Zt; Si, . . . , St') linksseitige taktische Zerlegung 
von A, falls alle Matrizen A^^ konstante Zeilensummen Cij haben. Die Matrix 
C heii3t assoziierte Zeilensummenmatrix der linksseitigen taktischen Zerlegung 
(Zi, . . . , Zt; Si, . . . , St'). 

Wir nennen (Zi, . . . , Zf, Si, . . . , St') rechtsseitige taktische Zerlegung von A, 
falls die Matrizen A^^ konstante Spaltcnsummcn Djj haben. D hciBt dann 
sinngemiifi assoziierte Spaltensumm,enmatrix der rcchtsscitigcn taktischen Zer- 
legung {Zi, ...,Zt; Si,.. .,St'). 

Schliefilich hciBt {Zi, .... Z(; 5*1, ... , S'^) taktische Zerlegung der Matrix A, 
falls {Zi, . . . , Zt; Si, . . . , Sf) sowohl rechtsseitige als auch linksseitige taktische 
Zerlegung der Matrix A ist. 

Der Leser fragt sich vielleicht, wic man auf solch cine Definition kommt. 
Das ist hier ausnahmsweise einmal zu bcantworten. Nichts ist natiirlicher, als 
die Struktur der Punkt- und Blockbahnen von KoUineationsgruppen von Inzi- 
denzstrukturen zu untersuchen. Nimmt man die Inzidenzstruktur aus einer 
Punkt- und einer Blockbahn, so sieht man unmittelbar, dass sie eine takti- 
sche Konfiguration ist. Vcrfolgt man nun dies fiir alle moglichen Paaxungen 
in einer Inzidenzmatrix der fraglichen Inzidenzstruktur, so erhalt man eine 
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taktische Zcrlcgung dcr Inzidcnzmatrix. Von da ist cs dann klar, dass man 
die Eigenschaften „konstante Zeilensummen " und „konstante Spaltensummen " 
noch separiert. Dies ist in ganz groben Ziigen auch die historische Entwicklung, 
wie sie sich in den Publikationen wider spiegelt. 

5.1. Satz. Es sei A eine {v x b)-Matrix mit Koeffizienten in einem kom- 
mutativen Korper. Ferner sei {Z\, . . . , Zt} eine Partition von {1,. . . ,v} und 
{Si, . . . , Sf} eine Partition von {1, . . . , 6}. Dann gilt: 

a) Ist (Zi, . . . , Zt] Si, . . . , S[) eine rechtsseitige taktische Zerlegung von A, ist p 

der Rang von A und po der Rang der assoziierten Spaltensummenmatrix, 
so ist 

t < pD + V - p. 

Insbesondere gilt 

t<t' + v~ p. 

b) Ist (Zi, . . . , Zt; Si, . . . , St') eine linksseitige taktische Zerlegung von A, ist p 
der Rang von A und pc der Rang der assoziierten Zeilensummenmatrix, so 
ist 

t' <pc + b- p. 

Insbesondere gilt 

t' <t + b- p. 

Beweis. Ist {Zi, . . . , Zt; Si, . . . , Sf) eine linksseitige taktische Zerlegung von 
A und ist C die assoziiortc Zcilcnsummentmatrix, so ist {Si, . . . , St'; Zi, . . . , Zt) 
eine rechtsseitige taktische Zerlegung von A* und C* ist die assoziierte Spal- 
tensummenmatrix dieser Zerlegung. Weil sich die Range beim Transponieren 
nicht iindcrn, geniigt cs daher, 5.1a) zu beweisen. 

Da p der Rang von A ist, gibt es p linear imabhangige Zeilenvektoren von A. 
Die Indizes der iibrigen v — p Zeilenvektoren licgcn in hochstens v — pKlassen Zi, 
. . . , Zt- Es gibt also t — v + p Klassen 'm. {Zi, . . . , Zt} , so dass die Zeilenvektoren 
mit Indizes in der Vereinigung dieser v — t + p Klassen linear unabhangig sind. 
Wir diirfen annehmen, dass dies die Klassen Zi, . . . , Zy^t+p sind. Es seien zi, 
. . . , Zy-t+p die ersten t — v + p Zeilenvektoren der assoziierten Spaltensummen- 
matrix. Ferner sei ZiXi = und es sei a; der l-te Zeilenvektor von A. 
Dann folgt aus der Definition der rechtsseitigen taktischen Zerlegung, dass 

t—v+p 

ist. Weil die Zeilenvektoren a; mit I € [S~^i'' Zi linear unabhangig sind, ist 
daher Ai = . . . = \t-v+p = 0. Also ist t — v + p < po und folglich t < po+v — p. 
Schliefilich ist po < t' , da ja D eine {t x i')-Matrix ist. Damit ist 5.1 bewiesen. 

Und nun zur Anwendung dieses Satzes auf endliche Inzidenzstrukturen. 
Es sei T := (11, A, I) eine endliche Inzidenzstruktur. Ferner sei {Hi,..., lit} 
eine Partition von 11 und { Ai , . . . , At' } eine solche von A. Wir nennen dann 
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(Hi, . . . , Hi; Ai, . . . , Aj') linksseitige taktische Zerlegung von T, falls die Inzi- 
denzstrukturen T'^ := (11^, Aj, I,;,) mit 

lij:=ln{Ui X Aj) 

fiir alio i und j linksseitige taktische Konfigurationen sind. Sind die T^^ allesamt 
rechtsseitige taktische Konfigurationen, so heil3t die Zerlegung (ni,...,At/) 
rechtsseitige taktische Zerlegung. Eine Zerlegung, die sowohl rechtsseitig als 
auch linksseitig ist, heiiJt taktische Zerlegung schlechthin. 

5.2. Satz. Es set T := (11, A, I) eine endliche Inzidenzstruktur. Pi,...,Py 
seien ihre Punkte und ci , . . . , Cb ihre Blocke und A sei die zu dieser Num- 
merierung der Punkte und Blocke gehdrende Inzidenzmatrix. Schliefilich sei 
{Hi,..., lit} erne Partition von 11 und {Ai,...,A(/} eine Partition von A. 
Wir definieren eine Partition {Zi, . . . , Zi) von {1,. . . ,v} sowie eine Partition 
{Si, . . . , Sf} von {1, . . . , 6} durch 

Zi:= {i\iG{l,...,v}, PiGUi} 

bzw. 

Si:={i\i€ {!,..., 6}, Ci G Aj}. 

Es gilt dann: 

a) Genau dann ist (Hi, . . . , lit; Ai, . . . , A^') eine linksseitige taktische Zerlegung 
von T, wenn {Zi, . . . , Z^; Si, . . . , Sf') eine linksseitige taktische Zerlegung 

von A ist. 

b) Genau dann ist (Hi, . . . , lit; Ai, . . . , ^t') eine rechtsseitige taktische Zerlegung 
von T, wenn {Zi,. . . , Zt; Si, . . . , Sf) eine rechtsseitige taktische Zerlegung 

von A ist. 

c) Genau dann ist (Hi, . . . , lit; Ai, . . . , ^t') eine taktische Zerlegung von T, wenn 

{Zi,. . . , Zt; Si, . . . , St') eine taktische Zerlegung von A ist. 

Zum Beweise von 5.2 hat man nur zu bemerken, dass die A^^ Inzidenzma- 
trizen von T'-' sind. 

Aus 5.1 a), 5.2 und 2.3 folgt unmittelbar 

5.3. Korollar. Ist T ein 2-{v, k, X)-Blockplan mit k < v und besitzt T eine 
taktische Zerlegung mit t Punkt- und t' Blockklassen und ist b die Anzahl der 
Blocke von T, so ist 

t<t'<t + b-v. 

Ist T projektiv, so ist t = t'. 

Dass taktische Zerlegungen projektiver Blockplane stets ebenso viele Punkt- 
wie Blockklassen haben, wurde zuerst von P. Dembowski bewiesen. Es ist eines 
der ersten Resultate iiber taktische Zerlegungen iiberhaupt. Die fishersche Un- 
gleichung ist ein Spezialfall von 5.3, da die Zerlegung der Punkt- bzw. Block- 
menge von T in einelementige Teilmengen eine taktische Zerlegung von T ist. 
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Wic obcn schon gcsagt, war die im folgcndcn Satz aiisgcsprochcnc Bemer- 
kung Ausgangspunkt fiir allc Untcrsuchungcn iibcr taktischc Zcrlcgungcn. 

5.4. Satz. 1st G eine Gruppe von Automorphismen einer endlichen Inzidenz- 
struktur T := (11, A, I), sind Hi, . . . , lit die Punktbahnen und Ai, . . . , die 
Blockbahnen von G, so ist 



eine taktische Zerlegung von T. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass T'-' := (Ilj, Aj,Ijj) eine taktische Konfigura- 
tion ist. Dies ist aber trivial, da G in T^^ eine Gruppe von Automorphismen 
induzicrt, die sowohl auf Hi als auch auf Aj transitiv opericrt. 

Mit 5.4 und 5.3 folgt schhei3hch die schon angekiindigte Verallgemeinerung 
von 3.4. 

5.5. Korollar. Ist G eine Gruppe von Automorphismen eines endlichen Block- 
planes T und ist die Anzahl der Punktbahnen von G gleich t und die Anzahl der 
Blockbahnen gleich t' , so ist 



Dabei ist v die Anzahl der Punkte und b die Anzahl der Blocke von T. 

Das Korollar 3.4 folgt auch aus 5.5, da bei projektiven Blockplanen ]a,v = b 
und demzufolge t = t' ist. 



Ist E cine projektive Ebenc, so heifit E Moufangebene, falls E beziiglich jcder 
ihrer Geraden Translationsebene ist (siehe Kapitel II, Ende von Abschnitt 1). 
Alle desarguesschen Ebenen sind somit auch Moufangebenen, aber nicht alle 
Moufangebcnen sind dcsargucssch (siche etwa Pickert 1955, S. 176-178). Fiir 
endliche projektive Ebenen gilt jedoch 

6.1. Satz. Alle endlichen Moufangebenen sind desarguessch. 

Dieser Satz ist die Grundlage fiir viele Charakterisierungen der endlichen 
desarguesschen projektiven Ebenen. Sein Beweis bedarf einiger Vorbereitung. 

Der Lcser beachte, dass bei den Satzen 6.2 bis 6.14 nicht die Endlichkeit der 
betrachteten Moufangebenen und Alternativkorper vorausgesetzt wird. 

6.2. Satz. Ist M eine Moufangebene, so ist die von alien Elationen erzeugte 
Kollineations gruppe von M auf der Menge der Tripel (P, Q, G), wobei P und Q 
zwei verschiedene Punkte und G eine Gerade von M ist, die weder P noch Q 
enthdlt, transitiv. 

Beweis. Es seien G und G' Geraden von M und P, Q seien zwei verschiedene 
Punkte von Mq und P',Q' seien zwei verschiedene Punkte von Mq'- Weil 
Rg(M) = 3 ist, gibt es einen Punkt R< Gn G' . Ferner gibt es eine von G und 



(Hi 




t<t'<t + b-v. 
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G' vcrschicdcnc Gcradc H durch R. Es sci C cin von R verschicdcner Punkt auf 
H und / eine von H verschiedene Gerade durch C . Definiere X und Y durch 
X := Gf\I und F := G' fl /. Dann sind X und Y von C verschiedene Punkte. 
Weil M eine Moufangebene ist, gibt es ein r e E(ii, H) mit X"^ = Y. Es folgt 

G'' = {X + RY = Y + R = G'. 

Wir diirfcn dahcr annehmcn, dass G = G' ist. Weil E(G) auf dcr Mcngc dcr 
Punkte von Eg transitiv operiert, diirfen wir weiterhin annehmen, dass auch 
P = P' ist. Wir haben nun zwei Falle zu unterscheiden. 

1. Fall: P, Q und Q' sind nicht kollinear. Dann ist insbcsondcre Q ^ Q' . 
Daher ist Q + Q' eine Gerade, die wegen Q ^ G von G verschieden ist. Somit ist 
C := {Q+Q')nG ein Punkt. Weil P ^G ist, ist auch P+G eine Gerade, die von 
G verschieden ist. Sic ist abcr auch von Q + Q' verschieden, da P, Q, Q' ja nicht 
koUinear sind. Es gibt folglich ein r G E(G, P + G) mit Q'' = Q' . Weil P'' = P 
und wegen C<G auch G^ = G ist, ist (P^, Q^, G^) = (P, Q', G) = (P', Q', G'). 

2. Fall: P, Q und Q' sind kollinear. In diesem Fall wahlen wir cincn Punkt 
R mit R ^ P + Q. Dann sind weder P, Q, R noch P, Q' , R kollinear. Wie wir 
im Falle 1 gesehen haben, gibt es dann Elationen a und r mit P'^ = P, = R, 
G" = G und P"^ = P, R^ = Q' , G^ = G. Dann ist err cine KoUincation aus dcr 
von alien Elationen erzeugten Gruppe, die {P,Q,G) auf {P',Q',G') abbildet. 
Damit ist 6.2 bewiesen. 

6.3. Satz. Ist M eine Moufangebene, ist G eine Gerade von M und sind P 
und Q zwei verschiedene Punkte von Mq, so gibt es eine involutorische Per- 
spektivitdt mit der Achse G, die P und Q vertauscht. 

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass M eine involutorische Perspektivitat mit 
der Achse G besitzt. Dazu diirfen wir annehmen, dass alle Elationen mit dcr 
Achse G eine von 2 verschiedene Ordnung haben. Der Kern K{G) von E(G), der 
nach II. 2.1 ein Korper ist, hat dann von 2 verschiedene Charakteristik. Hieraus 
folgt, dass die multiplikative Gruppe von K ein Element dcr Ordnung 2 enthalt, 
namlich —1. Nach II. 2.1 gibt es folglich eine involutorische Streckung mit der 
Achse G. 

Es sei mm p eine involutorische Perspektivitat mit der Achse G. Es gibt 
dann zwei verschiedene Punkte X und Y von Mq mit Xf = Y und YP = X. 
Nach 6.2 gibt es eine KoUineation 7 mit X^i = P,Y^ = Q und G^ = G. Die 
Kollineation 'y~^p'y ist dann eine involutorische Perspektivitat mit der Achse G, 
die P mit Q vertauscht. 

M sei wieder eine Moufangebene. Ferner sei {U, V, O, E) ein Rahmen von M. 
Die Menge der Punkte auf O + V, die von V verschieden sind, bezeichnen wir 
mit K. Aufierdem bezeichnen wir die Elemente von K mit kleinen lateinischen 
Buchstaben. Schliel31ich schreiben wir PQ fiir die Verbindungsgerade P + Q 
zweier verschiedener Punkte P und Q, da wir dem Pluszeichen in diesem Ab- 
schnitt eine andere Bedeutung unterlegen werden, wie gleich erlautert wird. Ist 
P ein Punkt von M[/y, so setzen wir 

Xp := (PV n OE)U n OV 
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und 

yp :== PU n OV. 
1st umgekehrt {x,y) G K x K, so definiercn wir T(x,y) durch 

T{x,y) := {xUnOE)VnyU. 

OfFensichtlich gilt T{xp,yp) = P und ■^^-(j;^!,) = x sowie yr{x,y) = y. Folglich 
ist r eine Bijektion von K x K auf die Menge der Punkte von Muv- Ferner gilt 
T-^{P) = {xp,yp). 

1st G eine Gerade von Muv, die nicht durch V geht, so setzen wir 

mo — {{Gn UV)0 n VE) Ur\OV 

und 

6g := G n OV. 
Ist umgekehrt [m, h]^ K x K,so setzen wir 

7[m, h] := ((mf/ n £;y)0 n UV)b. 

Man sieht wiederum ohne Miihe, dass die Abbildung 7 eine Bijektion von K x 
K auf die Menge der nicht durch V gehenden Geraden von M ist und dass 
7-i(G) = [mcba] ist. 

Schliefilich definieren wir auf K eine Addition durch 

x + y:= {{xU r)OE)V r\{EOr\uv)y)ur\OV 

und eine Multiplikation durch 

xy := {{xU n EV)0 n {yU n 0£;)y) f/ n OV. 

6.4. Satz. /si r e E(C/F) wnrf isi O'" = 7r(a,6), so isi 

T(a:;, yY — t{x + a, y + 6) 

/ur alle x,y € K. Insbesondere ist K bez. der Addition eine zu E(F, UV) iso- 
morphe Gruppe und O ist das bez. der Addition neutrale Element von K. Wir 
setzen daher im Folgenden := O. 

Beweis. Es sei zunachst a = 0. Dann ist r(a, b) = r(0, b) = b. Ferner ist 
y = {yUn OE)U n OV und daher 

= {yU r\OEyu r\OV, 

da ja r e ^{V, UV) ist. Nun ist 

{yU n OEy < {yU n OE)V. 

Ferner ist 

yUnOE <OE = 0{0E n UV) 
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und somit 

{yU n OEy < 0^{0E n UV) = b{OE n UV). 
Insgesamt erhaltcn wir 

= [{yU n OE)V n h{OE n UV))U^ OV = y + b. 

Nun ist ir{x, y) = {xU n OE)V n yU und daher 

Tr{x, yY = {{xUnOE)Vy ny^'V 
= {xU n OE)V n{y + b)U 
= TT{x,y + b). 

Es sei p die nach 6.3 vorhandene involutorische Perspektivitat mit der Achse 
OE, die U mit V vertauscht. Dann ist 

irix, yY = {{xU n OE)V n yUy 

= {{xU n OE)v n (j/?/ n OE)uy 
= {xU n 0£;)i7 n {yU n 0£;)y 
= (?/[/ n OE)v n x[/ 

= 7i"(2/,a;). 

Es sei nun 6 = 0. Dann ist r e E(f7, UV) und daher p~ Vp e E(y, Z/F). Ferner 
ist 

OP"' = O^P = 7r(a, 0)" = 7r(0, a). 
Nach dem bereits erledigten Fall ist also 

■k{x, yY'' = 7r(t/, xY '"^ = 7i"(y, a; + a) = 7r(a; + a, yY- 

Also ist 7t{x, yY = i^ix + a, y). 

Bezeichnet man die Elation aus E(t/, F), die O auf TT{a,b) abbildet, mit 
T{a,b), so folgt mit dem bereits Bewiesenem 

QT{a,0)T{0,b) ^ ^^^^ Q)r(0,6) ^ ^(^^ Q + 6) = ^(o, 6) = O^^"'^) , 

so dass T{a,b) = r(a,0)r(0,6) ist. Hieraus folgt schHeBlich 

= 7r(.T + a, 

= n{x + a,y + b). 

Schliefilich ist 

Or(0,a)r(0,6) ^ ^(q^ a + 6) = O-(0.«+^). 

Daher ist r(0,a)r(0, 6) = r(0, a + 6). Weil die Abbildung a t(0, a) ofFen- 
sichtlich eine Bijektion von K auf E(V, UV) ist, folgt somit, dass {K, +) eine zu 
E(y, C/y) isomorphe Gruppe ist. 
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6.5. Satz. Genau dann ist Tr{x,y) < ^[m,b], wenn y = mx + b ist. 1st G eine 
von UV verschiedene Gerade durch V, so ist genau dann Tr{x,y) < G, wenn 
x = {GnOE)UnOV ist. 

Beweis. 7[m,0] ist einc Gerade durch O und aus dor Definition der Multi- 
plikation in K folgt unmittelbar, dass genau dann n{x, y) < 7[to.O] ist, wenn 
y = mx ist. Es ist j[m,bY'^^'~''^ = 7[m,0]. Daher ist wegen 6.4 genau dann 
T^ix, y) < 7[rn, 6], wenn ■7t{x, y—b) < 7[m, 0] ist. Hieraus folgt, dass Tr{x, z) genau 
dann auf 7[m, 6] liegt, wenn y — b = mx ist. Weil K beziiglich der Addition eine 
Gruppe ist, folgt somit, dass y = mx + b mit P{x,y) < j[m, b] gleichbedeutend 
ist. 

Die zweite Behauptung des Satzes ist trivial. 
Wir setzen im Folgenden 1 := UE (1 OV. 

6.6. Satz. Es ist Ox = = Ox und Ix = x = xl fiir alle x G K. 
Beweis. Es ist 

Ox = {ou n {xu n OE)v)un ov = ounov = o 

und 

xo = ((xC/ n EV)o n ov)un ov = o. 

Also gilt Ox = xO = fiir alle x e K. 
Es ist 

ix = {EG n (xU n OE)v) unov 
= [xU n OE)u n OF = xC/ n = X 

und 

xl = {{xur\ EV)0 n EV) ur\OV 
= {xU n EV)U nov = xUnOV = x. 

Damit ist alles bewiesen. 

6.7. Satz. Sind a,b e K und ist a^O, so gibt es eindeutig bestimmte Elemente 

x,y ^ K mit ax = b und, ya = b. 

Beweis. Wir bctrachten die Geraden 7[a, 0] und 7[0, fe]. Weil a ^ {) ist, 
sind diese beiden Geraden nicht parallel. Es gibt also einen Punkt 7r(x, z), der 
sowohl auf 7 [a, 0] als aucli auf 7[0, 6] liegt. Nach 6.6 und 6.5 sowie 6.4 ist dalier 
z ^ Ox + b = b und z = ax + = ax. Also ist ax = b. 1st ax' — b, so liegt 
wegen b = Ox' + b der Punkt Tr{x',b) ebenfalls auf den beiden Geraden 7[a,0] 
und 7[0,6]. Daher ist 7r(x, 6) = 7r(x',5) und weiter x = x' . Dies zeigt, dass es 
im Falle a 7^ genau ein x gibt mit ax — b. 

Da a 7^ ist, ist Tr{a,b) ^ 7r(0,0). Es gibt folglich genau eine Gerade G, 
die 7r(0, 0) mit 7r(a, b) verbindet. Aus 6.5 und a 7^ folgt, dass G nicht durch 
V geht. Also ist G = jly, z]. Weil O auf G liegt, ist z = 0. Daher ist b = ya. 
Somit existiert also ein y mit b = ya. Die Einzigkeit der Losung y folgt aus der 
Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden von O mit 7r(a, 6). 

6.8. Satz. Es ist a{b + c) = ab + ac und {a + b)c = ac + bc fiir alle a, b, c £ K. 
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Bcwcis. Wir betrachten die durch tt{x, yY := tt{x+c, y) dcfinicrtc Abbildung 
T. Nach 6.4 ist r € I^{U,UV). Da r jede Gerade auf eine zu ihr parallels 
abbildet, ist 7(0, 0]"^ = j[a, d]. Nun ist 'jt{x, ax) < 7[a, 0]. Daher ist 7r(a;+c, ax] < 
^[a,d]. Folglich ist ax = a{x + c) + d fiir alio x £ K. Mit x := folgt, dass 
ac + d = ist. Folglich ist auch d + ac = und waiter 

ax + ac = a{x + c) + d + ac = a{x + c). 

Mit X :~ b crhalt man hicraus die Giiltigkeit der erstcn Bchauptung dcs Satzes. 

Es sei a G K. Weil E(V, OV) die von V verschiedenen Punkte von UV 
transitiv permutiert, gibt es ein r G E{V,OV) mit 7 [0,0]"^ = 7[a,r] mit einem 
geeigneten r e K. Nun ist O < 7[0, 0] und = O. Daher ist r = 0, dh., es ist 
7[0,0]-=7kO]. 

Die Geraden 7[0, 0] und 7(0,2/] sind parallel. Daher sind auch die Geraden 
7[0,0]'^ und 7[0,?/]'^ parallel. Hieraus folgt, dass 7(0,?/]'^ = j[a,y'] ist. Nun ist 
''■(0,2/) < 7[0,y] und 7r(0,y)'^ = n{0,y). Folglich ist y = aO + y' und somit 
y = y'. Es ist also 7[0, y^ = 7(0, y]. 

1st Tr{x,yy = TT{x\y'), so ist x — x' , da r die Geraden durch V einzeln 
festlasst. Nun ist 'K{x,y) < 7[0,j/] und daher n{x,y') < ^[a,y]. Es ist also 
7' = ox + y, dh., es ist 'jt{x, yY = 7r{x, ax + y). 

Es sei 7[6,0]^ = "f[b',t]. Wegen = O < 7(6, 0] ist t = 0. Nun ist 
tt{x, bx) < 7[6, 0]. Hieraus folgt, dass n{x, ax + bx) < ^[b' , 0] ist, so dass fiir alle 
x G K die Gleichung ax + bx = b'x gilt. Mit x = 1 erhalt man a + b = b' und 
mit x = c schliefilich ac + bc= (a + b)c. Damit ist alles bewiesen. 

6.9. Satz. Ist a! a, = 1, so ist a'{ab) = b fiir alle b € K . 

Beweis. 7[a,0] ist die Vcrbindungsgcradc von O und 7r(l,a) und 7(0', 0] 
ist die Verbindungsgerade von O und 7r(a, 1). Ist p die nach 6.3 cxistierende 
Pcrspcktivitat mit der Achse OE, die U mit V vertauscht, so ist, wic wir 
bcim Bcwcisc von 6.4 gesehen haben, ■n{x,yY — 7r(y,a:;). Wegen O'' O und 
7r(l,a)^ = 7r(a, 1) ist folglich 7[a,0]'' = 7[a',0]. Nun ist 7r(&, a6) < 7[a,0] und 
daher Tr{ab,b) < 7[a',0], so dass also b = a'{ab) gilt, q. e. d. 

6.10. Satz. Ist a' a = 1, so ist auch aa' — 1. Ist femer aa" = 1, so ist a' = a" . 

Jedes von Null verschiedene Element von K hat also genau ein Inverses. 

Beweis. Nach 6.9 ist a'l = a' = a'(aa'). Wegen a' ^ ist daher aa' = 1 
Also ist aa' = aa". Weil a 7^ ist, ist somit a' = a". 
Die Existenzaussage des Satzes folgt mit 6.7. 

6.11. Satz. Ist a ^ 0, so ist (&a)a~^ = b fiir alle b e K. 

Beweis. Es sei p die involutorische Perspektivitat mit der Achse EV, die 
O mit U vertauscht. Da V ein Fixpunkt von p ist, permutiert p die Geraden 
durch V imtcr sich. Ist Tr{x, y) ein Punkt von Muy mit x ^ 0, so ist daher 
TT{x,yY = T^i'Pix),ip{x,yY niit ip{x), '4'{x,y) € K. Nun ist 7[0,2/] = [/7r(l,y). 
Daher ist, daja7r(l,j/) < EV iai, 7[0,j/]'' = 07r(l,y). Somit ist 7 [0, y]'' = 7[j/,0]. 
Ferner ist Tr{x,y) < ^[0,y] und folglich Tr{(p{x),Tp{x,y)) < 7[j/,0]. Hieraus folgt, 
dass 'il){x,y) = y^p{x) ist, falls nur x ^ Q ist. Es ist 7[0, 1]'' = 7[1,0] und 
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daher, da p involutorisch ist, 7[1,0]'' = 7[0,1]. Wegen n{x,x) e 7[1,0] ist 
TT{(f{x), tp{x, x)) < 7[0, 1], so dass ip{x, a;) = 1 ist fiir alle x G K. Ist a: ^ so ist 
tp{x, x) = xip{x), so dass in diesem Falle (fi{x) = x~^ ist. Also ist ip{x, y) = yx~^ 
fiir alle von Null vcrschicdcncn x € K. 

Es sei nun a 7^ 0. Dann ist 7r(a, ba) < 7(6, 0]. Folglich ist 

Tr{a-\{ba)a-^) < 7[0,fo]. 

Hieraus folgt, dass {ba)a~^ = Oa~^ + b = b ist, q. e. d. 

6.12. Es ist a{ab) = a?b und {ba)a = ba^ fiir alle a, b G K, dh., K ist ein 
Alternativkorper . 

Beweis. Ist o = 0, so ist sicherlich {ba)a = ba?. Es gilt 

= 0- (-1) = (1 - 1)(-1) = 1 ■ (-1) + {-If = -1 + {-If. 
Also ist (-1)2 = 1. 

Weil beide Distributivgesetze gcltcn, gilt auch x{—y) = {—x)y = —xy. Es 
folgt 

(6(-l))(-l) = = 6 = 6(-ir. 

Die Aussage des Satzes gilt also fiir a = und a = —1. 
Es sei also a 7^ 0, —1. Danu gilt mit c € K 

((ca)(a-i - (a+l)-i)(a + l) = {c - {ca){a + l)-^){a + 1) 

= ca + c — ca = c. 

Hierbei haben wir benutzt, dass {K,+) auf Grund von 6.4 und II. 1.15 abelsch 
ist. Hieraus folgt 

ca = (c(a + l)-i) (a-i - (a + 1)"^)"' 
fiir alle cG K. Mit c = a + 1 folgt 

(a+l)a=(a-i-(a + l)-i)-\ 

Also ist 

ca^ {c{a + l)-^){{a+l)a) 
fiir alle c G K. Setzt man c := b{a + 1), so folgt hieraus 

{ba)a + ba = b{a^ + a) = ba^ + ba 

und damit (6a) a = ba^. Die andere Identitat beweist man entsprechend. 

Sind a, b, c G K, so definieren wir den Assoziator [a, b, c] durch [a, b, c] := 

{ab)c—a{bc). Man iibcrzcugt sich Icicht, dass dcr Assoziator in alien Argumcnten 
additiv ist. 6.12 besagt nun gcradc, dass [a, a, fe] = = [a, 5, 6] ist. Ferner ist 

= [a,b + c,b + c] = [a, b, b] + [a, b, c] + [a, c, b] + [a, c, c]. 



248 



Kapitel IIII. Endliche projektive Geometrien 



Also ist [a, b, c] = —[a, c, b]. Insbesondere ist also auch [a, b, a] = 0. Ebenso leicht 
rechnet man nach, dass [a, 6, c] = —[b,a,c] ist. Dann folgt aber auch [a,6, c] = 
— [a, c, b] = [c, a,b] = — [c, b, a] . Der Assoziator andert also sein Vorzeichen, wenn 
man zwei seiner Argumcnte vertauscht. 

Aufier dem Assoziator benotigen wir noch den Kommutator 

[a, b] := ab — ba 

zweier Elements a, b G K und die durch 

k{w, X, y, z) := [wx, y, z] - [x, y, z]w - x[w, y, z] 

definierte Funktion k. Man iiberzeugt sich wiederum sehr leicht, dass sowohl 
der Kommutator als auch die Funktion k in alien Argumenten additiv ist. 

6.13. Satz. Ist p eine Permutation von {w,x,y,z}, so ist 
k{w, X, y, z) = sgn{p)k{'w'' , x^, z^). 

Beweis. Es ist 

[wx, y, z] - [xy, z, w] + [yz, w, x] = [wx, y, z] - [w, xy, z] + [w, x, yz] 

= ({wx)y)z — {wx){yz) — [w{xy))z 

+ w[{xy)z) + {wx){yz) - {w{x{yz)) 
= [w,x,y]z + w[x,y,z]. 

Daher ist 

k{w, X, y, z) - k{x, y, z, w) + k{y, z, w, x) 

= [wx, y, z] - [x, y, z]w - x[w, y, z] - [xy, z, w] + [y, z, w]x 

+ y{x, z, w] + [yz, w, x] - [z, w, x]y - z[y, w, x] 
= [w, X, y]z + w[x, y, z] - [x, y, z]w - x[w, y, z] + [y, z, w]x 

+ y[x, z, w] - [z, w, x]y - z[y, w, x] 
= [w,[x,y,z]\ + [[w,x,y],z] + [[y,z,w],x] + [y,[x,z,w]\. 

Es ist also 

k{w, X, y, z) - kix, y, z, w) + k{y, z, w, x) 

= [w,[x,y,z]] + [[w,x,y],z] + [[y,z,w],x] + [y,[x,z,w]]. 

Ersetzt man hierin w, x, y, z durch x, y, z, w, so erhalt man 

k{x, y, z, w) — k{y, z, w, x) + k{z, w, x, y) 

= [.T. [?y, 2, u;]] + [[x,y,z],w] + [[z,w,x\,y] + [z,[y,w,x\\. 

Addiert man diese beidcn Glcichungen, so ergibt sich 

k{w, X, y, z) + k{z, w, x, y) = 0. 
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Also ist 

k{w, X, y, z) = ~k{z, w, x, y). 

Ferner ist 

k{w, X, y, z) = [wx, y, z] - [x, y, z]w - x[w, y, z] 

= - {[wx, z, y] - [x, z, y]w - x[w, z, y]) 
= -k{w,x,z,y). 

Definiert man a durch w'^ := z, x'^ := w, y'^ := x, z*^ := y und r durch := w, 
x'^ := a;, y'^ := z und z"^ := y, so ist a ein 4-Zyklus und r eine Transposition, 
daher ist sgn(CT) = — 1 = sgn(r). Also ist 

fc(w, X, y, z) = sgn{ij)k{uf , x" , y" , z'^) — sgn(r)fc(w'^, x"^, y"^, z"^). 

Weil a und r die symmetrische Gruppe auf {x,y,z,w} erzeugen, folgt damit 
die Behauptung von 6.13. 

Nun ist k{w,x,y,y) = 0. Aus 6.13 folgt, dass sicher dann k{w,x,y, z) = 
ist, falls zwei der Argumente gleich sind. 

Der nachste Satz ist der Schliissel zum Beweise des Satzes von Artin-Zorn, 
dass namlich endliche Alternativkorper Korper sind. Dabei spielt auch eine 
Rolle, dass die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers zyklisch ist, so 
dass endliche Korper von einem Element erzeugt werden. 

Alternativkorper beschreiben stets Moufangebenen. Das wcrdcm wir hier 
nicht beweisen, da es zum Beweise von 6.14 und dem Satz von Artin-Zorn nicht 
benotigt wird. Der interessierte Leser sei fiir die Theorie der Alternativkorper 
auf Pickert 1955, Kapitel 6 verwiesen. 

6.14. Satz. Sind a und b Elemente des AHernativkdrpers K, so gibt es einen 

assoziativen Unterring von K , der a und b enthdlt. 

Beweis. Wir setzen E := {a,b}. Sind e, f, g e E, so ist [e,f,g] = 0, da 
wcnigstens zwei der Elemente e, /, g gleich sind. Wir definieren die Menge X 
durch 

X := {x\x e K, [e, f,x]=0 fiir alle e, / G E}. 

Dann ist E C X, wie wir geradc gcschen haben. Sind e, f, g G E und ist x G E, 
so ist 

[62:, /, g] = k{e, X, /, g) + [x, /, g]e + x[e, /, g] = 0, 

auf Grund der Definition von X bzw. der Tatsache, dass zwei der Elemente e, 
/, g gleich sind. Also ist EX C X. Wir definieren Y durch 

Y '■= {y\y ^ K, [e, x,y\=Q fiir alle e & E und alle x € X}. 

Wegen E <^X \stY ^X. Es sei y e F und xG X und e, f € E. Dann ist 

[e, /, yx] = [yx, e, /] 

= k{y, x, e, /) + [x, e, f]y + x[e, y, f] 

= k{y. X, e. /) = -fc(e, x, y, f) 

= -[ex,y,f] + [x,yj]e + x[e,y,f] = 0, 
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da auf Grund dcr Definition von Y und wegen EX C X die Assoziatoren 
[ex,y,f], [x,y,f] und [e,y,f] alle gleich Null sind. Somit ist auch YX C X. 
Schliefilich sei 

R := \ r G K, [x, y,r]=0 fiir alle x G X und alle y G y}. 

Aus der Definition von X und Y folgt E C R. Weil ECY ist, ist RCY. Also 
ist E C RCY C X. Folglich ist [r, s,t] = fiir alle r, s, t e R. Weil i? wegen 
E C R nicht leer ist und offensichtlich r — sGR gilt fiir alle r, s G R, ist (i?, +) 
eine Gruppe. Es seien r, s G R und x e X und y e Dann ist 

y, r, s) = [yx, r, r] - [x, r, s]y - x[y, r, s] = 0, 

da -R C y und YX C X ist. Nach 6.13 ist folglich auch k{r,s,y,x) = 0. Somit 
ist 

= [rs,y,x] - [s,x,y]r - s[r,y,x] = [rs,y,x]. 

Also ist auch rs G R, so dass R in der Tat ein assoziativer Ring ist, der a und 
b enthalt. 

6.15. Satz von Artin-Zorn. Ist K ein endlicher Alternativkdrper, so ist K 
ein Korper. 

Bewcis. Es sei S ein maxinialer assoziativer Teilring von K. Weil K cndlich 
ist und keine NuUteiler hat, folgt, dass S ein endlicher, nuUteilerfreier Ring 
ist. Folglich ist S ein Korper. Als endlicher Korper ist S nach dem Satz von 
Wcdderburn kommutativ. Insbesondcrc ist die niultiplikative Gruppe von S 
zyklisch. Es sei a ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe von S. 
Es sei b G K. Nach 6.14 gibt es einen assoziativen Teilring R von K mit a,b G R. 
Es folgt S Q R und damit S = R, da S ein maximaler assoziativer Teilring 
von K ist. Also ist b G S und somit K = S, so dass K in der Tat ein Korper 
ist. 

Wir sind nun in der Lage, Satz 6.1 zu beweisen. Weil M endlich ist, ist K 
nach 6.15 ein Korper. Es sei k G K* . Wir definieren (j{k) durch 

Tr{x,yy^''^ := Tr{xk,yk). 

Dann ist a{k) eine Bijektion der Punktmengc von Mjjv auf sich und es gilt 
(j{k)~^ = a{k~^). Ferner folgt aus 7r(c, y)'^'*^' = T:{ck,yk) und 

Tr{x, mx + by*^^^ = ^{xk, {mx + b)k) = -ni^xk, m{xk) + 6) , 

dass a{k) koUinearc Punkte auf koUincare Punkte abbildet. Weil dann auch 
C7(fc~^) kollineare Punkte auf koUineare Punkte abbildet, ist CF(k) eine KoUine- 
ation von Muv Weil a{k) offensichtlich jede Gerade auf eine zu ihr parallele 
Gerade abbildet und well O^''^ = O ist, ist cr(fc) G A{0, UV). Aus 

=7r(l,l)'^(^) =7r(fc,A;) 

folgt schliefilich, dass M eine (O, [/y)-transitive Ebene ist. Da dies fiir alle nicht 
koUinearen Punkte O, U, V gilt, ist M nach II. 1.8 desarguessch. 
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7. Ebenen mit vielen Perspektivitaten 

1st K eine KoUineationsgnippc eincs projektiven Verbandcs L und ist H cine 
Hyperebene von L, so setzen wir K{H) := K (1 E(i?). Ist aufierdem P ein 
Punkt von L, so setzen wir K{P,H) := K A{P,H). Es ist also K{H) die 
Menge der in K cntlialtcnen Elationcn mit dcr Achsc H und K{P, H) die Mcngc 
der in K enthaltenen Perspektivitaten mit der Achse H und dem Zentrum P. 
Sowohl K{H) als auch K{P, H) sind Untergruppen von K. Der Leser beachte, 
dass K{H) immcr cine Gruppe von Elationen ist, wahrend K{P,H) auch eine 
Gruppc von Strcckungcn scin kann. 

7.1. Satz. Es sei L ein endlicher projektiver Verband mit Rg(i) > 3 und K 
sei eine Kollineationsgruppe von L. Ist H eine Hyperebene von L und ist B die 

Menge der Punkte von Lh rnit K{P,H) ^ {1}, so ist B eine Bahn von K{H). 

Beweis. Es sei F die Menge aller in K enthaltenen Perspektivitaten mit der 
Achse H. Dann ist V eine Untergruppe von K. Setze ap := \K{P,H)\. Dann 
ist 

n = \K{H)\ + Y.{ap-l), 
PeB 

da ja jcdcs von 1 verschiedene Elemente von T genau ein Zentrum hat. Setze 

k := \B\. Weil \K{H)\ > 1 und ap>2 ist, ist |r| > 1 + > fc. Es seien Bi, .. . , 
Br, die Punktbahnen von F mit \Bi\ < |F|. Dann ist B = [Jl^^ Bi. Ist P G Bi, 
so ist |r| = \Bi\\K{P,H)\. Also ist 

-k+J2 \K{P,H)\ 
PeB 

-^ + E E \K{p,H)\ 

i: = l PeBi 
i: = l PeBi 
i: = l 

-k + r\T\. 
Folglich ist 

< (r - 1)|F| = k- \K{H)\ <k< |F|. 

Hieraus folgt, dass < r — 1 < 1 ist. Dies implizicrt wiederum r = I und dann 
k=\K{H)\. 

K{H) zerlegt B in Bahnen. Weil K{H) auf der Menge der Punkte von Lh 
regular operiert, folgt aus \K{H) = k = \B\, dass B eine Bahn von K{H) ist. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

7.2. Korollar. Es sei L ein endlicher projektiver Verband, dessen Rang min- 
destens 3 sei. Sind dann p und a von 1 verschiedene Streckungen von L mit 



|F| = \K{H) 
= \K{H) 
= \K{H) 
= \K{H) 

= \m) 
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den Zentren P und Q und haben p und a die gleiehe Achse H , so gibt es in der 
von p und a erzeugten Gruppe eine Elation t, die natiirlich ebenfalls die Achse 
H hat, mit P'' = Q. 

Dies folgt unmittelbar aus 7.1. 

7.3. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene. 1st K eine Kollineations- 
gruppe von E und ist K{P,G) ^ {1} fiir alle nicht inzidenten Punkt-Geraden- 
paare (P, G) von E, so ist E desarguessch und K enthdlt die kleine projektive 
Gruppe von E. 

Beweis. Ist G cine Gcrade von E, so ist K{G) nach 7.1 auf der Menge der 
Punkte von Eg transitiv. Dies besagt einnial, dass E eine Moufangebene und 
somit nach 6.1 desarguessch ist, und zum anderen, dass K alle Elationen von E 
und folghch die kleine projektive Gruppe von E cnthalt. 

Der Satz, dass eine Korrelation eines endliche projektiven Verbandes stets 
einen absoluten Punkt hat, hat eine iiberraschende Konsequenz, namlich den 
folgenden Satz. 

7.4. Satz. Es sei L ein endlicher projektiver Verband mit Rg(i) > 3. Ist K 
eine Kollineations gruppe von L und ist jeder Punkt von L Zentrum einer nicht 
trivialen Streckung aus K, so enthdlt K eine nicht triviale Elation. 

Beweis. Ist L ein Gegenbeispiel zu 7.4, so folgt aus dem zu 7.2 dualen Satz, 
dass es zu jedem Punkt P von L genau eine Hyperebene P'^ gibt mit P ^ P^ 
und K{P,P'^) ^ {1}. Aus 7.2 folgt ferner, dass tt injektiv ist. 1.7.7 impliziert 
schliei31ich, dass tt eine Bijektion der Menge der Punkte auf die Menge der 
Hyperebenen von L ist. 

Es sei r := Rg(I'). Wir zeigen als Nachstes, dass das Abbildungspaar 
K := (7r,7r~^) eine Korrelation von Z/i,r-i ist. Es sei P ein Punkt und H eine 
Hyperebene von L. Ferner sei Q := H'^ . Ist P < iJ, so folgt H'^ = H fiir alle 
cr e K{P,P''). Hieraus folgt wiederum, dass Q'^ = Q ist fiir alle a e KiP.P"). 
Wegen g ^ Q'^ = und P < ist Q 7^ P. Dahcr ist Q < P"" nach II. 1.3. 
Damit ist gezeigt, dass Q < P^ aus P < H ^ folgt. Wegen = 1 gilt 
dahcr P < gcnau dann, wenn Q < P^ ist. Damit ist k als Korrelation von 
Li^r-i crkannt. Da k cine Korrelation von Li.,._i ist, gibt es nach 4.3a) einen 
Punkt W mit W < W^. Andererseits ist P ^ P^ fiir alle Punkte P von L, ein 
Widerspruch. 

7.5. Satz Es sei E eine endlich projektive Ebene und K eine Kollineationsgrup- 

pe von E. Ist (P, G) eine Fahne von E, so ist entweder \K{P,G)\'^ > \K{G)\ 
oder alle Elationen aus K , deren Zentrum P ist, haben G als Achse. 

Beweis. Es sei H eine von G vcrschicdcnc Gcrade durch P und es sei 1 7^ r G 
K{P,H). Ist cr e K{G), so ist a'Wa e K{P,H'^). Folglich hat r-V-Va das 
Zentrum P. Andererseits ist T~^a~^T € K{G'^) = K{G). Daher hat T~^G~^Tcr 
die Achse G. Also ist 

T-^<j-^TaeK{P,G). 
Es sei p G K{G). Gcnau dann ist T~^a~'^Ta = T~^p~^Tp, wenn pa~^T = Tpa~^ 
ist. Wegen r ^ 1 ist dies genau dann der Fall, wenn H'"' = H ist, dh., wenn 
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pa ^ £ K{P,G) ist. Es gibt somit genau \K : K{P,G)\ Elemente der Form 
T-V-Vc7. Da alle diese Elemente in K{P,G) liegen, ist \K{P,G)\ > \K{G) : 
K{P,G)\,q. e. d. 

7.6. Satz. Es set E eine endliche projektive Ebene der Ordnung n. Ist G eine 

Gerade von E und K eine KoUineationsgruppe mit \K{G)\ > n, so hat K{G) 
eine Geradenbahn der Ldnge n. Insbesondere ist n Teiler von \K{G)\. 

Beweis. Es sei H eine Gerade von E mit der Eigenschaft, dass die Lange 
a der Bahn, zu der H gohort, maximal sei. Ist t die Anzahl der Punktbahnen 
von K(G) in Eq, so folgt, da K nach 3.4 in E ebenso viele Punkt- wie Gcra- 
denbahnen hat, dass K{G) in Eg genau t-\-n Geradenbahnen hat, da K{G) ja 
alio Punktc von G fcstlasst mid folglich in E gonan t-\- n-\-l Punktbahnen hat. 
Nun ist n(n + 1) die Anzahl der von G verschiedenen Geraden von E. Daher 
folgt aus der Maximalitat von o, dass a{t + n) > n{n + 1) ist. Andererseits ist 

= t\K{G)\ > tn, so dass t < n ist. Hieraus folgen die Ungleichungen 

2an = a{n + n) > a{t + n)> n{n + 1) 

und somit 2a > n + 1 > n. 1st P := Gd H und ist L eine von G verschiedene 
Gerade durch P, so ist K{G)l = K{P,G) = K{G)h- Folglich ist 

\K{G) : K{G)l\ = \K{G) : K{G)h\ = a. 

Daher wird die Menge der n von G verschiedenen Geraden durch P in lauter 
Bahnen der Lange a zerlegt, so dass a Teiler von n ist. Weil aber 2o > n gilt, 
kann dies nur so sein, dass a = n ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

7.7. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene der Ordnung n und K sei 
eine KoUineationsgruppe von E. Ist G eine Gerade von E und ist \K{G)\ > 
n + 1, so ist K{P,G) ^ {1} fiir alle Punkte P auf G. Uberdies ist n Potenz 

einer Primzahl. 

Beweis. Es sei P ein Punkt auf G und H sei eine von G verschiedene Gerade 
durch P. Ist a die Lange der Bahn von H unter K{G), so ist wegen K{G)h = 
K{P, G) dann 

n\K{P,G)\ >a\K{P,G)\ = \K{G)\ >n+l. 

Hieraus folgt K{P, G) 7^ {!}. 

Weil K{P, G) ^ {1} ist fiir alle P < G ist K{G) nach II.1.13 cine clcmcntar- 
abelsche p-Gruppe. Schliei31ich ist n wegen |-ftr(G)| > n + 1 nach 7.6 ein Teiler 
von (G)|, so dass also auch n eine Potenz von p ist. Damit ist alles bewiesen. 

7.8. Satz. Es sei E eine projektive Ebene der Ordnung n. Ferner sei {P, G) 

eine Fahne und K eine KoUineationsgruppe von E. Ist dann h eine naturliche 
Zahl mit h > 1 und ist \K{Q,G)\ = h fiir alle von P verschiedenen Punkte Q 
aufG, so ist \K{P,G)\ = n. 

Beweis. Es ist 

\K{G)\ = \K{P,G)\+n{h-l). 
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Axis h > 1 folgt |ii'(G)| > n + 1. Aus 7.6 crschlieficn wir daher, dass n Toiler 
von |i^(G')| ist. Dann ist n aber auch Teller von \K{P,G)\. Hieraus folgt 
zusammen mit den trivialerweise geltenden Ungleichungen 1 < \K{P,G)\ < n 
die Behauptung. 

Eine unmittelbare Folgerung aus 7.8 ist 

7.9. Korollar. Es sei E eine endliche projektive Ehene der Ordnung n und G 
sei eine Gerade von E. Ist K eine Kollineationsgruppe von E und ist h > 1 eine 
natiirliche Zahl, ist ferner \K{P, G)\ — h fiir alle Punkte P auf G, so ist h = n 
und E ist eine Translationsebene bez. G. Aufierdem enthdlt K alle Elationen 
mit der Achse G. 

7.10. Satz. Es sei fl eine endliche Menge und A sei eine Teilmenge von fl. 
Femer sei G eine Permutationsgruppe auf und p sei eine Primzahl. Gibt es 
dann zujedem i5 G A cine p-Untcrgruppe G{5) von Gs, die aufier S kein weiteres 
Fixelement hat, so ist A in einer Bahn von G enthalten. 

Beweis. Es sei ^ e A und E sei die Bahn von S unter G. Dann wird S von 
G{S) in Bahncn Ei = {S}, S2, . . . , zcrlcgt. Auf Grund unscrcr Annalimc ist 
|Ej| > 1 fiir alle i>2. Weil G{6) einep-Gruppe ist, ist daher als Teller von 
\G{d)\ durch p teilbar. Daher ist 

t 

|S| = |Sj| = |cri| = 1 mod p. 

i: = l 

Es sei 77 € A und r] ^ T,. Die Gruppe G{r]) zerlegt S in Bahnen . . . , E^. 
Weil ?7 ^ E ist, folgt |E^| > 1 und damit |E^| = mod p fiir alle i. Hiermit 
erhalten wir den Widerspruch 

t 

|E|=^|E',|^Omodp. 
Dieser Widerspruch zeigt, dass doch A C E ist. 

7.11. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene und K sei eine Kolli- 
neationsgruppe von E. Ist dann jedcr Punkt von E Zcntrum und jcdc Gcradc 
von E Achse einer nicht trivialen Elation aus K , so ist E desarguessch und K 
enthdlt die kleine projektive Gruppe von E. 

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass K{P, G) 7^ {1} ist fiir alle Fahnon {P, G) 
von E. Angenommen es sci (P, G) cine Fahnc mit K{P, G) = {!}. Auf Grund 
unserer Annahme ist K{G) ^ {1} und K{P,H) ^ {1} fiir wenigstens eine von 
G verschiedene Gerade H durch P. Mit 7.5 erhalten wir daher den Widerspruch 

1 = \K{P,G)\^ > \K{G)\ > 1. 

Also ist doch K{P,G) 7^ {!}. 

Es sei n die Ordnung von E. Wegen K{P, G) ^ {1} ist \K{G)\ > n + 1, so 
dass n nach 7.7 Potenz einer Primzahl ist. Uberdies ist n nach 7.6 Teller von 



8. Einiges iiber Permutationsgruppen 



255 



|-fr(G)|. Nach II. 1.15 ist K{G) cine clcmcntarabclschc p-Gnippc. Da n auch ein 
Teller von \K{H)\ 1st, wenn H elne Gerade von E ist, so folgt, dass K{H) fiir 
alle Geraden H von E eine elementarabelsche p-Gruppe ist. 

Es sci wciterhin G eine Gerade von E. Ist P ein Punkt auf G und 1st H elne 
von G verschledene Gerade durch P, so 1st K{P, H) elne p-Gruppe, die auf G 
elne Permutationsgruppe induziert, die P und nur P zum Fixpunkt hat. Mlt 
7.10 folgt dahcr, dass der Stabillsator Kq von G va K auf der Mcngc der Punkte 
von G transitlv operlert. Hleraus folgt wiederum, dass die Gruppen K{P^ G) 
mit P < G alle in K konjugiert slnd und folgllch alle die Ordnung h> 1 haben. 
7.9 Impliziert nun, dass E cine Translatlonscbcnc bez. G ist und dass E(G) in K 
enthalten ist. Somlt 1st E eine Moufangebene und daher nach 6.1 desarguessch. 
Uberdies enthalt K die kleine projektive Gruppe von E. 

7.12. KoroUcir. Es set E eine endliche projektive Ebene und K sei eine auf 

der Menge der Punkte von E transitive Kollineations gruppe von E. Enthalt K 
eine von 1 verschiedene Perspektivitdt, so ist E desarguessch und K enthalt die 
kleine projektive Gruppe. 

Bewels. Enthalt K elne nlcht trivlale Streckung, so folgt aus der Punkttran- 
sltivitat von K, dass jeder Punkt von E Zentrum einer nlcht trivialen Streckung 
aus K ist. Nach 7.4 enthalt K dann auch eine nlcht trivlale Elation, so dass 
wlr von vornherein annehmen diirfen, dass K eine nlcht trlviale Elation enthalt. 
Wir folgern wiederum aus der Punktransitivitat von K, dass jeder Punkt von E 
Zentrum einer nlcht trivialen Elation aus K ist. Well K nach 3.4 auch auf der 
Menge der Geraden von E transitlv ist, 1st auch jedc Gerade von E Achse einer 
nlcht trivialen Elation aus K. Anwendung von 7.11 liefert nun die Behauptung. 

8. Einiges iiber Permutationsgruppen 

In dlesem Abschnltt bewelsen wir einige Satze iiber Permutationsgruppen, die 
wlr Im nachstcn Abschnltt benotigen werden. 

8.1. Satz. Es sei T eine Perm,utationsgruppe auf der Menge M und, B und C 
seien zwei Bahnen von V mit ggT(|i?|, |C|) = 1. Ist b € B, so ist C auch eine 
Bahn von Tb- 

Bewels. Es sei c G C und C" sei die Bahn von c unter Ff,. Ferner sei B' die 
Bahn von b unter Fg. Dann 1st 

|F| = |B||r,| = |B||c"||r,,e| 

und 

|r| = |c||r,| = |c||i?'||r,,,|. 

Wegen Fb,c = I'cb ist |5||C"| = \C\\B'\. Well \B\ und |C| teilerfremd sind, 
folgt, dass \C\ Teller von \G'\ 1st. Weil andererselts C' in C enthalten ist, folgt 
C = C', q. e. d. 

8.2. Satz. Es sei F eine auf der Menge M transitiv operierende Permutations- 
gruppe. Ferner sei n := \M\ endlich undp sei eine in \T\ aufgehende Primzahl. 
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Schliefilich sei p° mit a > die hochste Potenz von p, die in n aufgeht. 1st H 
eine p-Sylowgruppe von T, so ist die Ldnge einer jeden Bahn von 11 durch p"" 
teilbar. Insbesondere ist die Ldnge jeder kiirzesten Bahn von 11 gleich p". 

Beweis. Es sci a; e M und p^ sei die hochste in [F,. [ aufgehende Potenz von 
p. Dann ist |n| = p""'"''. Es sei B eine Bahn von 11. Dann ist 



wobei y G B ist. Wcgcn Hy C Ty und iTy] = jExl, letzteres weil die beidcn 
Gruppen wegen dcr Transitivitat von T konjugiert sind, ist IIIj^l Teiler von p''. 
Somit ist \B\ durch p"' teilbar. 

Sind Bi, .... Br allc Bahncn von 11, so ist n = X]i=i Weil n nicht 

durch p^^^ teilbar ist, konnen nicht alle \Bi\ durch p°'~^^ teilbar sein. Folglich 
hat n eine Bahn der Lange p". 

Der nachste Satz ist einer der altesten Satze aus der Theorie der Permuta- 
tionsgruppen. Er stammt von Evariste Galois. 

8.3. Satz. Es sei F eine auf M primitiv operierende endliche Permutations- 
gruppe. Enthalt F einen von {1} verschiedenen, aufldsbaren Normalteiler, so 
enthdlt F einen und nur einen minimalen Normalteiler N. Der Normalteiler N 
ist eine elementarabelsche p-Gruppe und es ist \N\ = \M\. 

Bcwcis. F enthalt einen nicht trivialen auflosbaren Normalteiler B. Es gibt 
daher eine natiirliche Zahl i mit N := ^ {1} und = {1}. Weil N in 

B charakteristisch ist, ist N inT normal. Weil F auf M primitiv opcriert, ist N 
folglich transitiv auf AI. Uberdics ist N abelsch, da ja A^' = _b(*+i) = {1} ist. 
Hieraus folgt weiter, dass N auf M scharf transitiv operiert, so dass \M\ = \N\ 
ist. Dies impliziert, dass N ein minimaler Normalteiler ist. Folglich ist N 
charakteristisch einfach und als abelsche Gruppe dann eine elementarabelsche 
p-Giuppe. 

Es sei N* ein von N verschiedener minimaler Normalteiler. Dann ist N* D 

N = {1} und folglich A^* C Cr{N) = N. Dieser Widerspruch beweist die 
Einzigkcit von A^. Damit ist alles bewiesen. 

8.4. Satz. Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl und F sei eine Permutations- 
gruppe der Ordnung 2n, die auf der Menge M der Ldnge n transitiv operiere. 
Ist der Stabilisator irgend zweier Elemente von M inT stets trivial, so gilt: 

a) Sind a und b zwei verschiedene Elemente von M, so gibt es eine Involution 
in T, welche a und b vertauscht. 

b) Ist A eine Untergruppe von F, die genau r > 1 Involutionen enthdlt, so ist 
\A\ =2r. 

Beweis. Da n ungerade ist und weil der Stabilisator zweier verschiedener 
Elemente von M in F stets trivial ist, hat jcdc Involution aus F genau einen 
Fixpunkt. Wegen |Fj,| = 2 fiir alle x £ M enthalt F daher genau n Involutionen. 
Sind 7 und 6 zwei Involutionen aus F und ist a"^ = fiir ein a G M, so ist 

■J = S. Ist namlich a = a''' = a'', so ist 7, 5 G F^ und aus |Fa| = 2 folgt 7 = 6. 
Ist a a'', so folgt a^^ = a^ = a und {a'^)'^^ = a^ = a'^. Somit lasst 7^ sowohl 
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a als auch a'^ fest. Nach Voraussetzung ist daher 7^ = 1 und folglich j = S. 
Hieraus folgt 

\{a^ I 7 ist Involution aus r}| = n. 

Daher ist 

M = {a'^ I 7 ist Involution aus F}, 

so dass es in der Tat eine Involution gibt, die a mit b vertauscht. 

Es sei S eine Involution aus A und a sei der Fixpunkt von A. Mit T 
bezeichnen wir die Balin von a unter A. Dann ist |A| = |T||Aa|. Wegen 
1 < |Aa| < iTal = 2 ist daher |A| = 2\T\. Nun hat 5 keinen Fixpunkt in 
T — {a}, so dass \T\ ungerade ist. Das Paar (A,T) erfiillt somit ebenfalls die 
Voraussctzungen von 8.4. Wie der Beweis von a) zcigt, cnthalt A daher genau 
|r| Involutionen, so dass also \T\ = r ist. Damit ist dor Satz bewiesen. 

8.5. Satz. Es sei M eine Menge mit n + 1 Elementen und n sei ungerade. 
Femer sei T eine auf M zweifach transitive Permutations gruppe. Ist a € M 
und enthdltVa eine Untergruppe Fa gerader Ordnung. die mif M — {a} transitiv 
operiert und die ferner die Eigenschaft hat, dass Fa,b,c = {1} ist fiir alle b, 
c € M — {a} mit b ^ c, so operiert F^ auf M — {a} primitiv. 

Beweis. Fa operiert als Probeniusgruppe auf M—{a}. Daher besitzt Fa eine 

charaktcristische Untergruppe Ka, den Frobeniuskern von Fa, die auf M — {a} 
scharf transitiv operiert (siehe etwa Huppert 1967, Satz 8.2, S. 496). Es gibt 
ferner eine Involution 'j G Fa, da, die Ordnung von Fa gerade ist. Wegen \Ka\ = 
n = 1 mod 2 ist 7 G Ka- Folglich ist Kaij) eine Untergruppe der Ordnung 
2n, die ebenfalls als Frobeniusgruppe auf M — {a} operiert. Wir diirfen daher 
annehmen, dass \Fa\ = 2n ist. Aufgrund der Transitivitat von F auf M enthalt 
dann Ff, fiir alle b E M eine solche Frobeniusgruppe Fi,. 

Wir nehmen nun an, dass F^, auf M — {a} imprimitiv operiert. Es sei / := 
{ai, . . . ,at} ein Imprimitivitatsgebiet von F^. Dann ist 1 < t < n. Ferner ist 
t Teller von n, so dass t insbesondcre ungerade ist. Wir setzen T := / U {o}. 
Es sei 6 € M — T. Nach 8.4a) gibt es fiir i := 1, . . . ,t eine Involution 7j S Fj, 
mit a^^ = ai. Wir zeigen, dass T'^^ = T ist. Offensichtlich ist a'"'* e T. Es sei 
c := aj' ^ T. Dann ist j 7^ i da andcrnfalls c = a € T ware. Wiederum nach 
8.4a) gibt es eine Involution 7 G i^c mit = a,. Hieraus folgt, a^^'^ = ai = a 
und somit 7,7 e Fq. Ferner ist aj*'*' = a^ = a^. Folglich ist /'>'•''' fl 7 7^ und 
daher /'•'■''' = /. Hieraus folgt c = = a'^'^^ d I und damit der Widerspruch 
c G T. Dieser Widerspruch zeigt, dass T''^ C T und damit, dass T^' = T ist. 

Wir betrachten nun die Gruppe A := (74 | i :— 1, . . . Dann ist A eine 
Untergruppe von F5, die auf T transitiv operiert. Weil |r| = t + 1 gerade ist, 
muss A als Untergruppe von Ff, scharf transitiv operieren. Also ist | A| = t + 1. 
Andererseits enthalt T mindestens t Involutionen. Nach 8.4b) ist daher |A| > 2t. 
Folglich ist f + 1 > 2t, woraus der Widerspruch t = 1 folgt. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

8.6. Satz. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie in 8.5. Ist der Frobe- 
niuskern Ka von Fa normal in Ta, so ist Ka eine elementarabelsche p-Gruppe 
und n ist eine Potenz von p. 
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Beweis. Auf Gnind von 8.5 und 8.3 geniigt es zu zcigcn, dass Ka abclsch 
ist. Wie wir wissen, gibt es eine Involution a € Ta, die genau einen Fixpunkt 
b G M — {a} hat. Weil Ka in normal ist, ist = Ka- Es sei k G Ka und 
k"^ = K. Dann ist a mit k vcrtauschbar und folglich 6" = b, woraus k = 1 folgt. 
Ist k'^k~^ = X'^X~^ mit K, A e Ka, so ist (A~^k)'^ = X~^k und daher k = X. 
Also ist 

[{k'^k""^ I K e Ka}\ = n, 

so dass 

Ka = {k^H-^ \KeKa} 

ist. Es sei nun A G Ka- Dann gibt es also cin k E Ka mit A = k" . Daher ist 

A-^ = = KK-" = {k^k,-^}-^ = X-\ 

Da dies fiir alle A e Ka gilt, folgt, dass Ka abelsch ist. 

9. Geradenhomogene afflne Ebenen 

Hauptziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass eine endliche affine Ebene, deren 

KoUincationsgruppc die Gcradcn transitiv pcrmuticrt, cine Translationscbcnc 
ist. Um dies zu beweisen, benotigen wir noch einige Hilfsmittel, die wir zuvor 
bereitstellen. 

9.1. Satz. Ist E eine projektive Ebene und ist 7 eine involutorische Kollinea- 
tion von E, so gilt eine der beiden folgenden Aussagen: 

a) 7 ist eine Perspektivitdt von E. 

b) Die aus den Fixpunkten und Fixgeraden von 7 bestehende Teilstruktur von 

E ist eine projektive Ebene F. Jede Gerade von E trdgt einen Punkt von F 
und jeder Punkt von E liegt auf einer Geraden von F. 

Beweis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. 

1) Ist P ein Punkt von E mit P ^ F^, so ist P + F^ eine Fixgerade von 7. 

Es ist ja 

(p + p^y = p^ + p^' =p + p^. 

2) 7 hat mindestens zwei Fixpunkte. 

Weil 7 7^ 1 ist, gibt es eine Gerade G mit G^ 7^ G. Dann ist aber P := GDG'^ 
nach der zu 1) dualen Aussage ein Fixpunkt von 7. Ware P der cinzigc Fixpunkt 
von 7, so folgtc, dass 7 alle Geraden von E, die nicht durch P gehen, fest liefie. 
Mit 1.8.8, angcwandt auf {E'^)p, folgte 7=1. Dieser Widerspruch zeigt die 
Giiltigkcit von 2). 

3) Jeder Punkt von E liegt auf einer Fixgeraden von 7. 

Ist P ein Punkt von E, der kein Fixpunkt ist, so ist P + P^ nach 1) eine 
Fixgerade durch P. Ist P Fixpunkt, so gibt es nach 2) einen weiteren Fixpunkt 
Q. Dann ist P + Q eine Fixgerade durch P. 
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a) Wir nchmen nun an, dass 7 keinen Rahmcn punktwcisc festlasst. Es seien 
P, Q und R drei nicht koUineare Fixpunkte von 7 und X sei ein Punkt, der auf 
keiner der Geraden P + Q, Q + R, R + P liegt. Nach 3) gibt es eine Fixgerade 
G durch X. Diese ist von den Geraden P + Q, Q + R, R + P verschieden, 
da X auf keiner dieser Geraden liegt. Weil die Fixpunktmenge von 7 keinen 
Rahmen enthalt, geht G durch einen der Punkte P, Q, R. Wir diirfen annehmen, 
dass R < G ist. Ist H eine Fixgerade von 7, die von P + Q, Q + R, R + P 
verschieden ist, so geht H ebenfalls durch einen der Punkte, P, Q und R und 
aus der Tatsache, dass die Fixpunktmenge von 7 keinen Rahmen enthalt, sowie 
aus R < G folgt, dass auch R < H ist. Es sei schliefilich J eine Gerade durch 
R. 1st J = P + R oder J = Q + R, so ist J eine Fixgerade von 7. Ist J ^ P + Q, 
P + R, so gibt es einen Punkt Y < J mit Y ^ R und Y < P + Q. Nun ist 
Y nach 3) in einer Fixgeraden L enthalten. Ferner ist, wie wir bereits wissen, 
R < L, woraus L = J folgt. Damit ist gezeigt, dass 7 eine ZentralkoUineation 
mit dem Zentrum R ist. 

Wir diirfen dcs Weiteren annehmen, dass alle Fixpunkte von 7 kollinear sind. 
Weil 7 nach 2) mindestens zwei Fixpunkte hat, gibt es eine Fixgerade G von 
7, die alle Fixpunkte tragt. Die von 7 in Eq induzierte Kollineation hat dann 
keine Fixpunkte in Eq, so dass jcder Punkt von Eq wegen 3) auf genau einer 
Fixgeraden liegt. Dies besagt wiederum, dass die zu Eq gehorenden Fixgeraden 
von 7 gerade die Geraden einer Parallelschar von Eg sind, so dass 7 als Elation 
erkannt ist. 

b) Die Menge der Fixpunkte von 7 enthalte einen Rahmen. Dann ist klar, 
dass die Menge F der Fixpunkte und Fixgeraden von 7 eine Unterebene von 
E bilden. Weil 7 auch cine involutorische Kollineation von E'^ ist, folgt, dass 
aufier 3) auch die zu 3) duale Aussage gilt, so dass also jeder Punkt von E auf 
einer Geraden von F und jede Gerade von E durch einen Punkt von F geht. 
Damit ist alles bewiesen. 

Ist E eine projektive Ebene und ist F eine von E verschiedene Unterebene 
von F, so heifit F Baerunterebene von F, wenn jeder Punkt von E auf einer 
Geraden von F liegt und jede Gerade von E einen Punkt von F tragt. Eine 
involutorische Kollineation einer projektiven Ebene, die eine Baerunterebene 
elementweise festlasst, heifit Baerinvolution. 

Baerunterebenen und Baerinvolutionen kann es bei endlichen projektiven 
Ebenen nur geben, wenn die Ordnung der Ebene ein Quadrat ist. Dies besagt 
der folgende Satz. 

9.2. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene der Ordnung n. Ist F eine 
von E verschiedene Unterebene von E der Ordnung r und liegt jeder Punkt von 
E auf einer Geraden von F, so ist n = r'^. 

Beweis. F hat + r + 1 Punkte und ebenso viele Geraden. Da jeder Punkt 
von E, der nicht zu F gehort, auf einer und dann auch auf nur einer Geraden 
von F liegt, ist die Anzahl der Punkte von E gleich 



+ r + 1 + (r^ + r + l)(n + 1 - r - 1). 
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Andererseits ist die Anzahl auch gleich + n + 1. Also ist 

= n^ + n+ l-r^-r-l-(r^ + r + l)(n - r) 
= (n — r)(n + r + l — r^ — r—l) 
= (n — r)(n — r^). 

Weil F ^ E ist, ist r ^ n und daher n = r^, q. e. d. 

9.3. KoroUar Es sei E eine endliche projektive Ebene der Ordnung n und T 

sei eine Kollineationsgruppe von E, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist. Sind 
die Fixpunkte von T die Punkte einer Unterebene der Ordnung m von E, so gibt 
es eine ganze Zahl a mit n = m^" . 

Beweis. Die Fixpunkte von F seien die Punkte der Unterebene U . Ist F = 
{!}, so ist U = E und daher n = m. Es sei also F ^ {!}. Es gibt dann eine 
Involution p G Z{T). Weil F einen Rahmen punktweise festlasst, lasst p nach 
9.1 und 9.2 cine Unterebene F der Ordnung r mit r"^ = n punktweise fcst. Da 
p im Zentrum von F liegt, induziert F eine Kollineationsgruppe F* auf F. Da 
alle Fixpunkte von F auch Fixpunkte von p sind, ist U eine Unterebene von 
F. Nun ist p im Kern des Homomorphismus * von F auf F* enthalten, so dass 
|F*| < |F| ist. Nach Induktionsannahme gibt es folglich eine natiirliche Zahl a 
mit r = m? . Daher ist n = , q. e. d. 

9.4. Satz. Es sei E eine projektive Ebene und P, Q und R seien drei nicht 
kollineare Punkte von E. Ist p eine involutorische Perspektivitdt aus A(P, Q+R) 
und a eine involutorische Perspektivitdt aus A{Q,R + P), so ist pa = ap und 
pa ist eine involutorische Streckung aus A{R, P + Q). 

Beweis. Es ist p'^ap G A{Qp, {R + P)p) = A{Q, R + P) und daher 

a-'^p-^ape A{Q,R + P). 

Ferner ist a-'^p'^a € A(P'^, (Q + Rf) = A(P, Q + R), woraus 

a-^p-^apGA{P,Q + R) 

folgt. Also hat a^^p^^ap die beiden verschiedenen Zentren P und Q und ist 
folglich nach II. 1.1 gleich 1. Also ist pa = ap. Hieraus folgt weiter (pcr)^ — 1. 
Weil P Q ist, ist iiberdies pa 1. Folglich hat pa auf Q + R nur die 
Fixpunkte Q und R. Hieraus folgt, dass pa keine Baerinvolution ist, da sie 
sonst mindestens drei Fixpunkte auf Q + R haben miisste. Also ist pa nach 9.1 
eine ZentralkoUineation. Da Q + R eine Fixgerade ist, die von der Achse von 
pa verschieden ist, geht sie durch das Zentrum von pa. Nun wirkt pa auf den 
Punkten von R + P wie p, da a alle Punkte dieser Geraden festlasst. Also ist 
auch R + P eine Gerade durch das Zentrum von pa, so dass R das Zentrum von 
pa ist. Weil schliel31ich P + Q eine Fixgerade von pa ist, die nicht durch R geht, 
ist P + Q die Achse von pa. Damit ist alles bewiesen. 

Der nachste Satz ist wieder rein technischer Natur. 
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9.5. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene und (P, G) seA ein nicht 
inzidentes Punkt-Geradenpaar von E. Gibt es fiir jedes Punktepaar A, B mit 
A ^ B und A, B < G eine involutorische Streckung mit dem Zentrum A und 
der Achse B + P, so hat E Primzahlpotenzordnung. 

Beweis. Die Ordnung von n ist ungerade, da E involutorische Streckungen 
besitzt. Es sei 11 die von alien involutorischen Streckungen, deren Zentren auf 
G liegen und deren Achsen durch P gehen, erzeugte Kollineationsgruppe von E. 
Nach 7.1 ist dann E(B, B + P) C n und |E(B, B + P)\ = n ffir alle Punkte B auf 
G. Somit ist 11 zweifach transitiv auf der Menge der Punkte von G. Schliefilich 
ist, falls A und B zwei verschiedene Punkte auf G sind, Il{A, B + P)E{B , B + P) 
eine Frobeniusgruppe gerader Ordnung und E(P,P + P) ist ein Normalteiler 
von IIb. Aus 8.6 folgt daher die Behauptung. 

9.6. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene, U sei eine Gerade von E 
und A sei eine Kollineationsgruppe von E(r. Gilt dann 

a) Ist (P, G) eine Fahne von Eu, so gibt es eine involutorische Streckung 7 G A 
mit P^ = P und G'^ = G, 

b) Sind A und, B Punkte auf U , sind G und H Geraden von Eu mit B < G. H 
und gibt es eine involutorische Streckung 7 G A mit A'' = A, B^ = B und 
G'^ = G, so gibt es auch eine involutorische Streckung S G A mit A^ = A, 
B^ = B und = H, 

so ist die Ordnung von E eine Prim,zahlpotenz. 

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall, dass A keine involutorische Stre- 
ckung enthalt, deren Zentrum ein Punkt von Ejj ist. Es sei 7 eine nach a) 
existierende involutorische Streckung axis A. Ferner sei A das Zentrum und G 
die Achse von 7. Dann ist A <U und G ^ U. Setze B -.^ GnU. Weil 7 die 
Punkte A und B sowie die Gerade G festlasst, gibt es nach b) eine involutorische 
Streckung S € A mit A^ — A, B^ — B und ~ H, wobei H eine beliebig 
vorgegebene, jedoch von U verschiedene Gerade durch B ist. Wegen (5 € A ist 
entweder A oder B das Zentrum von S. Ware B das Zentrum von S so lage A 
nach II. 1.3 auf der Achse J von S. Nach 9.4 wiirc dann "/S cine involutorische 
Streckung mit dcm Zentrum G Cl J und der Achse A + B = U . Somit enthicltc 
A doch eine involutorische Streckung mit einem Zentrum in Eij. Dieser Wider- 
spruch zcigt, dass A das Zentrum von 6 ist. Dann ist aber H nach II. 1.3 die 
Achse von S. Aus dem zu Satz 7.1 dualen Satz folgt daher |E(A, ?7)| = n Es 
sei C ein von A verschiedener Punkt auf U. Gibt es in A eine involutorische 
Streckung mit dem Zentrum C, so ist auch |E(C, J7)| — n. Wegen A ^ C ist 
Eu eine Translationscbcne, so dass n nach II. 1.16 Potenz einer Primzahl ist. 
Wir diirfcn daher amichmcn, dass A Zentrum allcr involutorischen Streckungen 
aus A ist. Es sei nun G eine Gerade von E, die nicht durch A geht. Nach a) 
gibt es eine involutorische Streckung p G A, die G invariant lasst. Weil A das 
Zentrum von p ist, ist G nach II. 1.3 die Achse von p. Nach 7.1 ist daher E'' cine 
Translationsebene bez. A, so dass n auch in diesem Falle Potenz einer Primzahl 
ist. 

Wir betrachten nun den Fall, dass es genau einen Punkt in Eu gibt, der 
Zentrum einer involutorischen Streckung aus A ist. Es sei P dieser Punkt. 
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Dann ist P cin Fixpunkt von A. Es scicn A und B zwci vcrschicdcnc Punkte 
auf U und X sei ein von P und B verschiedener Punkt auf P + B. Nach a) gibt 
es eine involutorische Streckung p £ A mit Xp = X und {X + A)p = X + A. 
Wegen PP = P und UP = U ist dann {P + X)p = P + X sowie 

BP = {un{P + x)Y = UP n {P + x)p = u n {P + X) = B. 

Somit hat p drei verschiedene Fixpunkte auf P + B, so dass P + B die Achse 
von p ist. Schliefilich ist 

Ap = {un{A + x)Y = UPn{A + x)p = un{A + x) = A 

und A-^ P + B, so dass A nach II. 1.3 das Zentrum von p ist. Anwendung von 

9.5 licfcrt, dass n auch in dicscm Fallc Potcnz cincr Primzahl ist. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass wenigstens zwei Punkte in Eu Zentren 
von involutorischen Streckungen aus A sind. 

Wir nehmcn zunachst wcitcr an, dass jcdc Gcradc von Eu cin in Eu licgcndcs 
Zentrum einer involutorischen Streckung aus A tragt. Mit kc bezeichnen wir 
die Anzahl dieser Zentren auf der Geraden G. Dann ist fee > 1 fiir alle Geraden 
G von Eu und kc > 2 fiir wenigstens eine Gerade. Da n{n + 1) die Anzahl der 
Geraden von Eu ist, ist 

^fcc >n(n+l). 

G 

Andererseits gilt nach 1.2 a) die Gleichung 

v{n + l) = ^fcc, 

G 

wenn v die Anzahl der Punkte von Eu ist, die Zentren von involutorischen 
Streckungen aus A sind. Also ist v > n + 1. Hieraus folgt mit 7.1 und 7.7, dass 
n Potenz einer Primzahl ist. 

Wir diirfcn dcs Wcitcrcn annchmcn, dass cs cine Gcradc G von Eu gibt, die 
kcin Zentrum cincr involutorischen Pcrspcktivitiit aus A tragt. Sctzc A := GClU. 
Es sei B ein von A verschiedener Pimkt auf U. Ferner sci P cin Punkt von 
Eu, der Zentrum cincr invohitorischc^n Strcickung aus A ist. Es gibt dann cine 
involutorische Streckung in A mit den Fixclcmcntcn A, B und A-\- P. Nach b) 
gibt es dann auch eine involutorische Streckung p e A mit den Fixclcmcnten A, 
B und G. Ware U die Achse von p, so ware wegen Gp — G ^ U das Zentrum 
von p ein von A verschiedener Pimkt auf G, im Widcrspruch zu der Wahl von G. 
Also sind A und B die einzigcu Fixpunkte von p auf U . Da B beliebig gewahlt 
war, folgt mit 7.10, dass Aa,g die von A verschiedenen Punkte von U transitiv 
permutiert. 

Enthalt A eine von 1 verschiedene Elation mit der Achse U und dem Zentrum 
B ^ A, so folgt wiederum |E(t/)| > n+1, so dass n nach 7.7 Potenz einer 
Primzahl ist. Wir diirfen daher annehmen, dass alle von Eins verschiedenen 
Elationcn aus A, dcren Achse U ist, das Zentrum A haben. Nun enthalt A nach 
7.2 eine von 1 verschiedene Elation mit der Achse U. Somit ist A(A, U) ^ {1}, 
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so dass A cin Fixpunkt von A ist. Es sci P cin von A verschiedener Punkt 
auf G und B sei ein von A verschiedener Punkt auf U. Nach a) gibt es eine 
involutorische Streckung a e A mit P'^ = P und (P + By = P + B. Dann ist 
aber A"^ = A und B"^ = B. Weil U nicht die Achse von a scin kann, P ware ja 
sonst Zentrum, sind A und B die einzigen Fixpunkte von a auf U. Mit Hilfe von 
7.10 folgt wiederum, dass Aa,p auf der Menge der von A verschiedenen Punkte 
von U transitiv opericrt. Ist B das Zentrum von cr, so ist G = A + P die Achse 
von a und aus der Transitivitat von Aa,p auf der Menge der von A verschiedenen 
Punkte von U folgt, dass |A(j4, G)| = n ist. Ist B nicht das Zentrum von a, 
so ist A das Zentrum und P + B die Achse von a. Die Transitivitat von Aq p 
auf der Menge der von A verschiedenen Punkte von U impliziert auch in diesem 
Falle, dass — A^^d = n ist. Nun ist aber A{A,U) ^ {1}, wie wir bereits 
bemerkten, so dass |A(A)| > n+1 ist. Aus 7.7 folgt somit, dass auch im letzten 
Falle n Potenz cincr Primzahl ist. Damit ist der Satz bcwicscn. 

9.7. Satz. Ist E eine endliche projektive Ebene, ist U eine Gerade von E 
und ist K eine Kollineationsgruppe von Eu, so sind die folgenden Aussagen 

dquivalent: 

a) K operiert auf der Menge der Geraden von Eu transitiv. 

b) K operiert auf der Menge der Punkte von Eu und auch auf der Menge der 

Punkte von U transitiv. 

c) K ist transitiv auf der Menge der Fahnen von Eu . 

Beweis. a) impliziert b): Dass die Geradentransitivitat von K auf Eu die 
Transitivitat von K auf der Menge der Punkte nach sich zieht, ist unmittelbar 
einsichtig. Dass K auch auf der Menge der Punkte von Eu transitiv ist, folgt 
aus 5.5. 

b) impliziert c): Es seien {P,G) und {Q,H) zwei Fahnen von Eu. Auf 
Grund der Transitivitat von K auf der Menge der Punkte von Eu diirfen wir 
annehmen, dass P = Q ist. Es ist dann G = P+{Gr\U) und H = P + {Hr\U). 
Die Anzahl der Punkte von Eu ist und die Anzahl der Punkte von U ist 
n + 1. Weil und n+1 teilcrfrcmd sind, ist Kp nach 8.1 transitiv auf der 
Menge der Punkte von U. Es gibt also ein k€ Kp mit (G ("1 U)'^ = HnU. Es 
folgt P« = P und G« = H. 

c) impliziert a): Banal. 

Eine unmittelbare Folgerung ist 

9.8. KoroUar Es sei E eine endliche projektive Ebene der Ordnung n. Ferner 

sei U eine Gerade von E und K eine Kollineationsgruppe von Eu , die die 
Geraden von Eu transitiv permutiert. Ist dann (P, G) eine Fahne von Eu und 
A ein Punkt auf U und setzt man k := |iV'p,G|; so ist \K\ = n?{n + l)k, 
\Ka\ = n^k, \Kg\ = nk, \Kp\ = {n + l)k und \Ka,p\ = k. 

Ferner gilt 

9.9. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene, U sei eine Gerade von E 
und K sei eine Kollineationsgruppe von Eu ■ Genau dann ist K auf der Menge 
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der Punkte von Eu transitiv, wenn Ka fur jeden Punkt A auf U auf der Menge 
der mit A inzidierenden Geraden von Eu transitiv ist. 

Beweis. Es sei s die Anzahl der in U enthaltenen Punktbahnen von K. 

Es sei K transitiv auf dor Mcngc dor Punkte von Eij. Dann hat K genau 
s + 1 Punktbahnen in E und daher nach 3.4 auch genau s + 1 Geradenbahnen. 
Weil {U} eine dieser Geradenbahnen ist, zerfallt die Menge der Geraden von 
Ejj unter K in genau s Bahnen. Es seien Hi, Ilg die in U enthaltenen 
Punktbahnen von K. Wir setzen 

Ti := {G I G ist Gerade von Eu miiGf\U e nj 

fiir i := 1, . . . , s. OfFensichtlich ist jedcs Pj invariant untcr K und somit 
Vereinigung von Geradenbahnen von K. Weil K in Eu genau s Geradenbahnen 
hat, folgt, dass die Fj allesamt Geradenbahnen von K sind. Es sei schliefilich A 
ein Punkt auf U und G und H seien zwei mit A inzidiercndc Geraden von Eu- 
Es gibt ein i mit ^ e Ilj. Es folgt G, H G Ti. Es gibt daher ein k G K mit 
G« = H. Es folgt 

A'^ = {Gnur = GT\U'' = Hnu = A, 

so dass sogar k g Ka gilt. 

Wir nehmen umgekehrt an, dass Ka fiir alle A<U die Menge der Geraden 
von Eu, die durch A gchen, transitiv permutiert. K zerlegt dann offcnsichtlich 
die Menge der Geraden von Eu in s Bahnen, so dass K genau s + 1 Geraden- 
bahnen in E hat. Folglich hat K auch genau s + 1 Punktbahnen in E. Da s 
von diesen Punktbahnen in U enthalten sind, besteht die restliche Bahn aus den 
Punkten von Eu- Damit ist der Satz bewiesen. 

9.10. Korollar. Es sei E endliche projektive Ebene, U sei eine Gerade von 
E und K sei eine Kollineationsgruppe von Eu , die auf der Menge der Geraden 
von Eu transitiv ist. Sind A und B Punkte von U und sind G und H durch B 
gehende Geraden von Eu, so ist \Ka,b,g\ = \Ka,b,h\- 

Beweis. Wegen ggT(n^,n + 1) = 1 folgt aus 9.7 und 8.1, dass Ka auf der 
Punktmcngc von Eu transitiv opcricrt. Aus 9.9 folgt daher die Transitivitat 
von Ka^b auf der Menge der durch B gehenden Geraden von Eu. Hieraus folgt 
die Behauptung. 

Die nachsten drei Satze sind die Hohepunkte dieses Abschnitts. 9.12 wurde 
von Ostrom & Wagner vor dem von Wagner stammenden nachsten Satz be- 
wiesen, aus dem cr wiedcrum sehr einfach folgt. 

9.11. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene und U sei eine Gerade von 
E. Ist K eine Kollineationsgruppe von Eu, die die Geraden von Eu transitiv 
permutiert, so ist E eine Translations ebene bez. U und E(r/) ist in K enthalten. 

Beweis. Es sei n die Ordnung von E. Ist {P,G) eine Fahne von Eu, so 
setzen wir k := \Kp^g\- 

1. Fall: n ist gerade. Es sei 2°' die hochste in n aufgehende Potenz von 2. 
Dann ist a > 1. Es sei E eine 2-Sylowgruppe von K. Nach 9.8 ist |E| = 2^"+''. 
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Schlicfilich sei a cine Involution aus dcm Zcntrum Z{T,) von S. 1st cr cine 
Perspektivitat, so ist a, da n gerade ist, eine Elation. Nach 9.1 ist a daher 
entweder eine Elation oder aber die Fixpunkte von a sind die Punkte einer 
Bacruntcrcbcnc F von E. Hat F die Ordnung r, so ist = n nach 9.3. 
Sind die Fixpunkte von a die Punkte einer Baerunterebene, so hat a genau 
r^+r + l = n + r + 1 Fixpunkte. Wegen = U ist U eine Gerade von F, 
so dass auf U genau r + 1 Fixpunkte von a liegen, dh., gcnau n der Fixpimktc 
von cr liegen in Eu- 1st a eine Elation und ist U nicht die Achse von a, so hat 
cr genau n + 1 Fixpunkte, von denen wiederum genau n in i^j/ liegen. Es gilt 
also, dass genau n der Fixpunkte von a in Eu liegen, wenn wenigstens einer der 
Punkte von Eu ein Fixpunkt von a ist. 

Es sei S die Menge der in Eu liegenden Fixpunkte von a. Dann ist 5 = 
oder \S\ = n, wie wir gerade geschen habcn. Wir nchmcn an, dass |5| = n ist. 
Wegen a S Z{Yi) ist S unter S invariant. Folglich ist S Vereinigung von Bahnen 
von S. Nach 8.2 ist die Lange jeder Bahn von E durch 2^" teilbar, da K ja auf 
der Menge der Punkte von Eu transitiv operiert. Also ist 2^° Teller von 
l^l = n. Hieraus folgt 2a < a, was wegen a > 1 ein Widerspruch ist. Also ist 
5 = 0, was wiederum besagt, dass a eine Elation mit der Achse U ist. Weil K 
auf der Menge der Punkte von U transitiv operiert, sind die Gruppen K{P, U) 
mit P <U in K konjugiert und haben daher alle die Ordnung h> 2. Nach 7.9 
ist folgUch /i = n und K{P, U) = E{P, U) fiir alle P <U. Damit ist der Satz 
im Falle, dass n gerade ist, bewiesen. 

2. Fall: n ist ungerade. Wir zeigen zunachst, dass dann n Potenz einer 
Primzahl ist. 

Es sei F eine Unterebene von E mit den beiden Eigenschaften: 
j) Es gibt cine 2-Untc'rgruppc von K, so dass die Fixpunkte dieser Untergruppe 

gerade die Punkte von F sind. 
ij) Es gibt keine echte Unterebene von F, so dass die Punkte dieser Unterebene 

gerade die Fixpunkte einer 2-Untorgruppc von K sind. 
Weil die Gruppe, die nur aus der 1 besteht, eine 2-Untergruppe von K ist, hat E 
die Eigenschaft j). Weil E endlich ist, folgt daher, dass E auch eine Unterebene 
F besitzt, die die beiden Eigenschaften j) und ij) hat. 

Es sei E eine 2-Untergruppe von K, die maximal ist beziiglich der Eigen- 
schaft, dass die Fixpunkte von E gerade die Punkte von F sind. Ferner sei 2" 
die hochstc in n + 1 und 2^ die hochste in k aufgehende Potenz von 2. Schliefilich 
sei |E| = 2'^. Weil n ungerade ist, ist n + 1 gerade und daher o > 1. 

a) Ist (P, G) eine Fahne von Fy, so gibt es eine involutorische Streckung 7 
von Fu mit P'' = P und G'^ = G, die von einer KoUineation aus K induziert 
wird. 

E ist eine Untergruppe von Kp,Q. Wegen [i^p^Gl = k ist die Ordnung 2'^ 
von E ein Toiler von 2^. Nun ist 2°+'' die Ordnung einer 2-Sylowgruppc von K 
und es ist a < 1. Daher ist E keine 2-Sylowgruppe von K. Es gibt folglich eine 
2-Untergruppe E* von K, die E enthalt und fiir die |E* : E| = 2 ist. Hieraus 
folgt, dass E ein Normaltcilcr von E* ist, was wiederum implizicrt, dass F von 
E* invariant gelassen wird. Aus der Maximalitat von E folgt, dass E* eine 



266 



Kapitel IIII. Endliche projektive Geometrien 



KoUincationsgnippc dcr Ordnung 2 in _F induzicrt. Axis dcr Minimalitat von F 
folgt weiter, dass das erzeugende Element a dieser Gruppe eine Perspektivitat 
ist. 1st m die Ordnung von F, so ist n nach 9.3 eine Potenz von m, so dass 
mit n auch m ungeradc ist. Dahcr ist a cine Streckung von Fij. Hieraus folgt 
wiederum die Existenz einer Fahne {Q, J) von Fu mit Q'^ = Q und J" = J. 
Also ist S* C Kq^j, so dass wegen IJ^q.jI = k die Ungleichung 2'^ < 2^ gilt. 
Dies impliziert, dass S keine 2-Sylowgruppe von Kp^a ist. Es gibt daher bereits 
in Kp^G eine Gruppe E* mit IS* : S| = 2. Dann gibt es aber, wie wir gesehen 
haben, eine involutorische Streckung von Fu, die die Fahne {P,G) invariant 
lasst und die von einer KoUineation aus K induziert wird. 

b) A und B seien zwei auf U liegende Punkte von F und G und H seien zwei 
Geraden von Fu mit B < G, H. Gibt es dann eine involutorische Streckung 

von Fjj mit den Fixclcmcntcn A, B und G, die von cincr KoUineation aus K 
induziert wird, so gibt es eine ebensolche Streckung mit den Fixelementen A, B 
und H. 

Es sei A der Stabilisator von F in K und A sei die Untergruppe von A, die F 
elementweise festlasst. Dann ist E C A und A ist ein Normalteiler von Aa,b,g- 
Aufgrund unserer Annahme enthalt Aa,b,g/^ ein Element der Ordnung 2. We- 
gen Aa,b,g C Ka,b,g ist somit S keine 2-Sylowgruppe von Ka,b,g- Nach 9.10 
ist \Ka.b,g\ = \Ka,b,h\, so dass S auch keine 2-Sylowgruppe von Ka,b,h ist. 
Es gibt folglich eine 2-Untergruppe S* von Ka,b,h mit jS* : Sj = 2. Wie der 
Beweis von a) zeigt, induziert S* eine Kollineationsgruppe der Ordnung 2 in Fy, 
deren erzeugendes Element eine involutorische Streckung mit den Fixelementen 
A, B und H ist. Damit ist auch b) bewiesen. Die Giiltigkeit von a) und b) 
impliziert mm nach 9.6, dass m Potenz einer Primzalil ist. Weil schlicBlich n, 
wie wir bereits bemerkten, Potenz von m ist, ist auch n Potenz einer Primzahl. 

Wir sind nun in der Lage den Beweis von 9.11 zu beenden. Wie wir gesehen 
haben, ist n = mit einer Primzahl p. Es sei p^ die hochste in k aufgehende 
Potenz von p. Ist dann IT eine p-Sylowgruppe von K, so ist |n| = p^'""*"". Weil 
K auf der Menge der p"^^ Punkte von Eu transitiv ist, ist auch 11 nach 8.2 
auf der Menge der Punkte von Eu transitiv. Andererseits hat 11 auf U einen 
Fixpunkt A, da die Anzahl n + 1 der Punkte auf U niclit durch p teilbar ist. 
Wegen |n| = p^''"'"** > p'^ gibt es einen von A verschiedenen Punkt B auf U mit 
lis ^ {1}. Der Punkt B sei so gewahlt, dass IIIbI > IIIqI ist fiir alle von A 
verschiedenen Punkte Q auf U. Es sei C ein von A verschiedener Fixpunkt von 
Hb. Wegen ILb = n^.c Q T^c und \ILb\ > \lic\ ist dann Hb = He- Weil H auf 
der Menge der Punkte von Eu transitiv ist, ist IIb auf der Menge der durch C 
gehendcn Geraden von Eu nach 9.9 transitiv. Es sei 11 cine j;-Sylowgruppc von 
Kb, die Ub enthalt. Dann ist C n^. Weil \Kb\ = n^k ist, ist 11 sogar eine 
p-Sylowgruppe von K. Daher sind 11 und n konjugiert. Aus der Maximalitat 
von Ub folgt dahcr Ub = Ha, so dass IIb auch auf der Menge der durch A 
gehenden Geraden von Eu transitiv ist. 

Es sei 1 7^ T G Z{I1b)- Weil t zwei Fixpunkte hat, namlich A und B, hat 
T nach 3.2 auch zwei Fixgeraden. Es gibt daher eine Gcrade G von Eu mit 

= G. Gibt es ein Element ij.€ILb mit {GnUy j^Gn U, so ist G n G'* ein 
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Punkt von Eu- Wegen r e Z(ns) ist 

(G n G")^ = n G"^ = G n G^" = G n G". 

Daher ist A + (G (1 G^) eine Fixgerade von r, die [/ in cincm Fixpunkt von 
Ub, namlich A, schneidet. Wir diirfen daher annchmen, dass C := GdU ein 
Fixpunkt von IIb ist. Aus der Transitivitat von Ub auf der Menge der durch C 
gehenden Geraden von Eu, folgt, dass r alle Gcradcn durch C cinzchi invariant 
lasst, so dass r zentral mit dem Zentrum C ist. Ist A die Anzahl der Fixpunkte 
von Ub auf U, so ist A = 1 mod p und A > 2. Daher ist sogar A > 3. Somit 
hat T auf U mindestens drei Fixpunkte, so dass U die Achse von r ist. Also 
ist K{C, U) ^ {!}. Hieraus folgt wiederum genauso wie im Falle eines geraden 
n, dass E eine Translationsebene bez. U ist und dass in K enthalten ist. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir bcnutzcn nun den gerade bewiesenen Satz, nra den folgenden von Os- 
trom & Wagner stammenden Satz zu bewiesen, der, wie schon gesagt, der altere 
der beiden Satze ist. 

9.12. Satz. Ist E eine endliche projektive Ebene und ist K eine Kollineations- 
gruppe von E , die auf der Menge der Punkte von E zweifach transitiv operiert, 
so ist E desarguessch und K enthdlt die Heine projektive Gruppe von E. 

Beweis. Nach 3.5 ist K auch auf der Menge der Geraden von E zweifach 
transitiv. Ist U eine Gerade von E, so ist also Ku auf der Menge der Geraden 
von Eu noch transitiv. Nach 9.11 ist Eu folglich eine Translationsebene und 
E{U) ist in Ku enthalten. Somit ist E eine Moufangebene und K enthalt die 
kleine projektive Gruppe von E. Weil E endlich ist, ist E nach 6.1 desarguessch. 

9.13. Satz. Es sei E eine endliche projektive Ebene und K sei eine Kol- 
lineations gruppe von E. Ist K auf der Menge der nicht inzidenten Punkt- 
Geradenpaare von E transitiv, so ist E desarguessch und K enthdlt die kleine 
projektive Gruppe von E. 

Beweis. Es sei {P. G) eine Fahne von E. Dann ist Kq auf der Menge der 
Punkte von Eq transitiv, so dass Kp^q nach 9.9 auf der Menge der von G 
verschiedenen Geraden durch P transitiv ist. Weil durch P mindestens drei 
Geraden gehen und G cine beliebige Gerade durch P ist, folgt, dass Kp auf der 
Menge aller Geraden durch P transitiv operiert. Weil Kp nach Voraussetzung 
auch auf der Menge der nicht durch P gehenden Geraden transitiv operiert, 
hat Gp gcnau zwei Geradcnbahnen. Nach 3.4 hat Gp dann auch genau zwei 
Punktbahnen. Eine davon ist {P}. Dies besagt, dass K auf der Menge der 
Punkte von E zweifach transitiv operiert. 9.13 ist daher eine Folge von 9.12. 

10. Endliche projektive Raume 

Es sei T ein 2-(v, k, A)-Blockplan. Sind P und Q zwei verschiedene Punkte von 
T und sind ci , .... c\ die mit P und Q inzidierenden Blocke, so definieren wir 
die Gerade P + Q durch 



P + Q:={X\Xlcu Ca}. 
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Da durch zwci vcrschicdcnc Punktc von T stcts gcnau A Blockc gchen, ist jede 
Gerade durch irgend zwei auf ihr liegende Punkte eindeutig bestimmt. 

Sind P, Q und R drei nicht kollineare Punkte von T, so definieren wir die 
durch P, Q und R bestimmte Ebene P + Q + R durch 

P + Q + R:={X \XIci, a}, 

wobci ci, . . . , Ci die mit P, Q und R inzidicrcndcn Blockc sind. Ist i = 0. so 
ist P + Q + R die Menge aller Punkte von T. Sind P' , Q' und R' drei nicht 
koUineare Punkte in P + Q + R, so ist P' + Q' + R' C P + Q + R und es kann 
vorkommen, dass P' + Q' + R' echt in P + Q + R enthalten ist. 

10.1. Satz. Ist T ein 2-Blockplan mM den Parametem v, b, k, r und X, so 

sind die folgenden Bedingungen dquivalent: 

a) Es gibt einen endlichen projektiven Verband L mit Rg{L) > 3, so dass T und 

^i.Rg(L)-i isom,orph sind. 

b) Es ist V > k + 2 und jede Gerade von T hat mit jedem Block von T einen 
Punkt gemeinsam. 

c) Es ist V > k + 2 und aufjeder Geraden von T liegen genau Punkte. 
Beweis. In jeder projektiven Geometric, deren Rang mindestens 3 ist, trifft 

jede Gerade jede Hyperebene und aufierhalb jeder Hyperebene liegt mehr als 
ein Punkt. Dahcr ist b) cine Folge von a). 

Um die Aquivalenz von b) und c) zu beweisen, sei g eine Gerade von T. 
Durch jeden Punkt P von g gehen r Blocke, von denen A die Gerade g enthalten. 
Die restlichen r — A Blocke treffen g nur in P. Die Zahl der g treffenden Blocke 
ist daher 

|5|(r-A) + A. 
Also trifft g genau dann jeden Block, wenn 

\g\{r-\) + X = b 

ist, dh. genau dann, wenn 



ist. Dies zeigt die Gleichwertigkeit von b) und c). 

Wir setzen jetzt die Giiltigkeit von b) und c) voraus. Als erstes zeigen wir, 
dass die aus den Punkten und Geraden von T bestehende Inzidenzstruktur eine 
irreduzible projektive Geometric ist. Durch zwei verschiedene Punkte von T 
geht natiirlich genau eine Gerade. Auf jeder Geraden liegen mindestens drei 
Punkte. Andernfalls ware namlich = 2, so dass jede Gerade genau zwei 
Punkte triige. Dann gabe es aber wegen v > k + 2 eine Gerade, die einen 
gegebenen Block nicht trifft. 

Es seien P, Q und R drei nicht kollineare Punkte und p sei die Anzahl der 
Blocke, die P, Q und R enthalten. Dann ist r — p die Anzahl der Blocke durch 
P, die P + Q + R nicht enthalten. Wegcn b) trifft jeder dieser Blocke die Gerade 
Q + i? in genau einem Punkt. Somit ist 



r-p=\Q + R\{X-p), 
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so dass p wegen |Q + i?| = von dcr Auswahl von P, Q und R unabhangig ist. 
Daher ist jede Ebene durch irgend drei in ihr liegende, nicht koUineare Punkte 
eindeutig bestimmt. 

Um zu zeigen, dass auch das Vcblcn- Young- Axiom gilt, gcniigt es zu zeigen, 
dass zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, einen Schnittpunkt haben. Es seien 
also g und h zwei Geraden, die in einer Ebene E und T liegen. Wegen p < A gibt 
es einen Block c mit h C c und E % c. Weil eine Ebene durch irgend drei ihrer 
Punkte eindeutig bestimmt ist, folgt dass Er\c = h ist. Wegen b) gibt es einen 
Punkt P G g mit Pic. Wegen g C E ist daher P G E n c = h. Somit haben 
g und h den Punkt P gemeinsam. Damit ist gezeigt, dass die Inzidenzstruktur 
aus den Punkten und Geraden von T eine projektive Geometric ist. 

Die Blocke von T sind offensichtlich Unterraume der eben konstruierten pro- 
jektiven Geometric L und da die Hypercbenen von a die einzigen Unterraume 
von L sind, die von alien Geraden getroffen werden, folgt, dass die Blocke von 
T Hyperebenen von L sind. Nun besagt die fisher'sche Ungleichung, dass v < b 
ist, well andererseits nach 1.7.7 die Anzahl der Hyperebenen von L gleich der 
Anzahl der Punkte von L ist, ist b < v. Also ist b = v, so dass T in der Tat zu 
Li^r-i isomorph ist, wenn r der Rang von L ist. Schliefilich folgt aus v > k + 2, 
dass r > 3 ist. Damit ist dcr Satz bewiescn. 

Wenn man in 10.1 nur v > k + 1 voraussctzt, so erhalt man als weitere 
Beispiele nur noch die Blockplane (M, P|m|-i(^)) g) mit einer endlichen Menge 
M, wic der Beweis von 10.1 klar zeigt. Dabei ist P|m|-i(-^) die Menge der 
(|M| - 1)-Teilmengen von M. 

10.2. Satz. Ist T ein projektiver Blockplan mit v > k + 2, so sind die folgenden 

Bedingungen dquivalent: 

a) Es gibt einen Vektorraum V des Ranges r > 3, so dass T und i(l^)i,r-i 
isomorph sind. 

b) T besitzt eine auf der Menge der geordneten Tripel nicht kollinearer Punkte 
transitive Kollineationsgruppe. 

c) T besitzt eine auf der Menge der nicht inzidenten Punkt- Geradenpaare tran- 

sitive Kollineationsgruppe. 

Bewcis. Es gelte a). Da die Geraden von L{V) gleich dcni Schnitt dcr 
sic umfasscndcn Hyperebenen sind, bcclcutct Kollincaritiit in T dassclbc wic 
KoUincaritiit in L{V)i^r-i- Daher folgt aus dcr Transitivitiit dcr Kollineations- 
gruppe von L{V) auf der Menge der Rahmen von L{V) die Transitivitat dicscr 
Gruppe auf der Menge der geordneten Tripel nicht kollinearer Punkte. Aus a) 
folgt also b). 

c) folgt trivialerweise aus b). 

Um zu zeigen, dass a) von c) impliziert wird, zeigen wir zunachst, dass jcdc 
Gerade von T jcden Block von T trifft. Es sei G eine Geradc von T und F sei 
der Stabilisator von G in der Kollineationsgruppe von T. Dann ist F auf der 
Menge der nicht mit G inzidierenden Punkte transitiv. Zerlegt F die Menge der 
Punkte auf G in s Bahnen, so hat F insgesamt s + 1 Punktbahnen und daher 
nach 3.4 auch genau s + 1 Blockbahnen. Sind c und d Blocke, die G trcffen, 
jedoch nicht enthalten, so gibt es genau zwei Punkte P und Q auf G mit Pic 
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und Q 1 d. Licgcn P und Q in vcrschicdcncn Punktbahncn, so licgcn c und d 
in verschiedenen Blockbahnen von F. Somit zerfallt die Menge der Blocke, die 
G treffen, aber nicht enthalten, in mindestens s Bahnen unter F. Da die Menge 
dcr Blockc, die G enthalten, ebcnfalls unter F invariant ist, zerfallt die Menge 
der Blocke, die G treffen, in mindestens s + 1 Bahnen unter F. Da F aber genau 
s + 1 Blockbahnen hat, trifft die Gerade G jeden Block von T. Nach 10.1 gibt 
es daher einen endlichen projektiven Verband L mit Rg(i) = r > 3, so dass T 
und -Li,r-i isomorph sind. Ist r = 3, so ist T eine projektive Ebene, die nach 
9.13 desarguessch ist. Also ist L in jedem Fall eine desarguessche projektive 
Geometric. Nach II. 6.1 gibt es somit einen Vektorraum, so dass L und L{y) 
isomorph sind. Damit ist alles bewiesen. 

11. Ein Satz von N. Ito 

Eine KoUineation eines Blockplanes T heifit ZentralkoUineation von T mit Zen- 
trum P, wenn sic jeden Block durch P invariant lasst. 

11.1. Satz. Es sei T ein Blockplan mit der Eigenschaft, dass zwei verschiedene 
Bloeke von T hochstens k — 2 Punkte gem,einsam hahen. Ist dann a eine Zen- 
tralkoUineation von T und hat a zwei verschiedene Zentren, so ist a = I. 

Beweis. a habe die beiden Zentren P und Q. Ist G eine Gerade durch P 
oder Q, so ist G'^ = G, da. a ja alle Blocke durch P bzw. Q festlasst. Ist R 
ein Punkt mit i? ^ P + Q, so ist R = {P + R) n {Q + R), woraus R"^ = R 
folgt. Ist i? < P + <3, so gibt es einen Block c mit i? = {P + Q) D c. Nun 
enthalt c mindestens k—1 Fixpunkte, so dass c und c'^ mindestens A; — 1 Punkte 
gemeinsam haben. Auf Grund unserer Annahme ist daher c'^ = c. Also ist 

R'' = {{P + Q)n cy = {P + Qync'' = {P + Q)nc = R. 

Damit ist gezeigt, dass a alle Punkte von T festlasst, woraus a = 1 folgt. 

11.2. Satz. Es sei G eine aufCl zweifach transitiv operierende, endliche Per- 
mutationsgruppe. Ist U eine Untergruppe von G mit \G : U\ < so ist U 
transitiv aufil. 

Beweis. U sei intransitiv. Weil U 7^ {1} ist, gibt es dann eine Bahn c von 
U mit 2 < |c| < Es sei B die Menge aller Bilder von c unter G. Wegen der 
zweifachen Transitivitat von G auf fl ist dann T := (0,5, e) ein 2-Blockplan 
mit A; = |c| < \n\ = v. Nach 2.4 ist daher v < \B\. Nun ist \B\ = \G : H\, wobei 
H der Stabilisator von c in G ist. Weil c eine Bahn von U ist, ist U C H. Somit 
ist \G:H\<\G: U\ und daher 

v<\G:H\<\G:U\<v, 

q. e. a. 

Nun haben wir alles beisammen, um den folgenden Satz von Ito zu beweisen. 

11.3. Satz. Es sei H eine Menge von v Punkten und G sei eine aufll zweifach 
transitive Permutations gruppe. Ferner sei c eine Teilmenge von 11 mit 2 < 
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|c| < V und es sei B := {c^ \ 7 € G}. 1st dann c Bahn einer Untergruppe A 
vom Index v in G und operiert A auf c nicht treu, so besteht T := (Il,B,€z) 
aus den Punkten und Hyperebenen einer desarguesschen projektiven Geometrie 
L{V) mit Rg{L{V)) > 3 und es ist PSL(y) C G C PrL(y). 

Beweis. Weil G auf 11 zweifach transitiv operiert, ist T ein Blockplan. Ist A 
der Stabilisator von c in G, so ist A C A und somit 

\B\ = |G: A| < |G : A| =u. 

Hieraus folgt mittcls dcr fishcrschen Ungleichung, dass |S| = w ist. Folglich ist 
A = A und der Blockplan T ist projektiv. 

Es sei N die Untergruppe von A, die c punktweise festlasst. Da A auf c 
nicht trcu operiert, ist N 7^ {1}. Hieraus folgt, dass |n — c| > 2 ist. Sctzt man 
k := \c\, so ist also v > k + 2. Es sei A die Anzahl der mit zwei verschiedenen 
Punkten inzidierenden Blocke. Sind dann d und c zwei verschiedene B15cke von 
T, so ist nach 2.6 aucli |(in e| = A. Nun ist k{k — 1) = X{v — 1), so dass wcgen 
k < V — 1 auch A < A; — 1 gilt. Wir konnen daher im Folgenden 11.1 anwenden. 

G ist eine Gruppe von Kollineationen von T, die auf 11 zweifach transitiv 
operiert. Nach 3.5 operiert G folglich auch zweifach transitiv auf B. 

Wir zeigen nun, dass N auf 11 — c transitiv ist. Dazu nehmen wir an, dass 
dies nicht der Fall sei. Wir zeigen dann 

a) A'' operiert regular auf 11 — c. 

Es ist A = Gc, so dass A wcgcn dcr zweifachen Transitivitat von G auf B 
zwei Blockbahnen hat. Nach 3.4 hat A auch genau zwei Punktbahnen. Folglich 
ist A auf 11— c transitiv. Weil A'' in A normal ist, haben alle in 11 — c enthaltenen 
Bahnon von N die gleiche Lange. Die all diesen Bahnen gemcinsame Lange sei 
t. Es sei 1 7^ G N. Ferner sei P e 11 — c und es gelte P" = P. Ist d ein Block 
durch P, so ist |c fl d| = A. Daher enthalt d mindestens A + 1 Fixpunkte von 
ly. Weil zwei verschiedene B15cke nur A Punkte gemeinsam haben, folgt d" = d. 
Somit ist P Zentrum von u. Weil ^ 1 ist, folgt nach 11.1 welter, dass P der 
einzige Fixpunkt von i/ in 11 — c ist. Es sei $ die Bahn von N, die P enthalt. 
Dann ist [<!>[ = t und <S>'^ = Weil j^* fiir alle natiirliche Zahlen i zcntral mit 
dem Zentrum P ist, folgt mit 11.1, dass die Ordnung von f Teller von f — 1 ist. 
Es gibt eine von $ verschiedene, in 11 — c enthaltene Bahn ^ von N. Wegen 
I'I'I = t und ggT{t,t — 1) = 1 folgt, dass cinen Fixpunkt in ^ hat. Wegen 
$ n * = ist P ^ Q, so dass doch = 1 ist. Dieser Widerspruch zeigt die 
Giiltigkeit von a). 

Setze t := \N\. Nach a) ist dann {v — k)t~^ die Anzahl der Bahnen von N 
in n — c. Daher ist k + {b — k)t~^ die Anzahl dcr Punktbahnen von N. 

Die Gruppe A ist auf der Mengc dcr von c verschiedenen Blocke transitiv. 
Weil A^ in A normal ist, zerlegt A^ daher diese Menge in lauter Bahnen gleicher 
Lange. Ist d ein von c verschiedener Block und ist u := \N : N^], so ist u 
die Lange einer solchen Bahn. Daher ist {v — l)u~^ die Anzahl der von {c} 
verschiedenen Blockbahnen von A. Insgesamt ist also l + {v — l)u~^ die Anzahl 
der Blockbahnen von N. Wegen 3.4 gilt somit 
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b) Es ist k + {v- k)t-'^ = 1 + (u - 

Unser nachstes Ziel ist zu zeigen, dass N eine p-Gnippc ist. Dazu sei p 
ein Primteiler von und p°' sei die Ordnung einer p-Sylowgruppe S von N. 
Schlicfilicli sei Nj^CE) der Normalisator von E in A. Weil N ein Normalteiler 
von A ist, liegen alle Konjugierten von S in N. Daher gilt 

|A:iVA(S)| = |A^:7VA(i;)n7V|. 

Hieraus folgt, 

|A^A(S)||Ar| |7Va(S)||A| 



|iVA(E)iV| 



|7VA(S)n7V| |7Va(S)| 



und damit A = Na{'E)N. (Dies ist das sogcnanntc Frattiniargunicnt.) Hieraus 
folgt, dass A^a(S) auf der Menge der von {c} verschiedenen Blockbahnen von 
A'' transitiv operiert, da A, wie wir schon bemerkten, auf der Menge der von 
c verschiedenen Blockc transitiv ist. Es sei x die Anzahl der in einer von {c} 
verschiedenen Blockbahn von N enthaltenen Bahnen von E, so folgt daher, dass 
{v — l)xu~^ die Anzahl der von {c} verschiedenen Blockbahnen von E ist. Also 
hat n genau 1 + (v — l)xu~^ Blockbahnen. Weil E auf 11 — c regular operiert, 
ist k + {v — k)p^'^ die Anzahl der Punktbahnen von 11. Nach 3.4 gilt daher 

c) k+ (v — k)p^'^ = !-{■ (v — l)xu~^. 

Es sei t = p'^t', u = p^u' mit ggT(p, u') = 1, sowie \Nd\ = \N\u~^ = y = p'^y' 
mit ggT(p, y') = 1. Dann ist t = | A''] = uy und daher 

d) a = b + c und f = u'y' ■ 
Aus a), b) und c) folgt nun 



k + t'{v - k)t-^ = l+{k + {v- k)t-^ - 1) 



x. 



Daher ist 

e) {v - k){t' - = (A: - l){x - 1). 

Ist P ein Punkt von c, so gibt es A; — 1 von c verschiedene Blocke durch P. 
Da die Menge dieser Blocke unter N invariant bleibt, ist 

f ) A; — 1 = du, 

wobei d eine natiirliche Zahl ist. Aus b) und f) folgt 

{v - k)t-^ -{v- k)u-^ = -{k -l) + {k-l) + {k- 1)^"^ = -du + d. 

Mit Hilfe von d) erhalten wir daher 

g) {v-k){y-l)t-^ = d{u-l). 

Multipliziert man die Gleichung g) mit t' — x, so erhalt man mit Hilfe von e) 
und f) 

d{u - l){t' -x) = {v- k){t' - x)t-\y - 1) 
= {k - l){x - l){y - 1) 
= du{x-l)iy-l). 
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Also ist 

h) (U-I)(t'-X)=7i(x-I)(j/-1), 

SO dass t' — X = mod u' ist. Wegen d) gilt daher 

i) X = mod u'. 

Es sei r eine von {c} verschiedene Blockbahn von N und Fi, . . . jFj^ seien 
die in F enthaltenen Blockbahnen von S. Ferner sei Ci ein Block aus F^ und 
Ni bzw. sei der Stabilisator von Ci in TV bzw. S. Wie wir wissen, ist |A'' : 
Ni\ = u = p^u'. Weil Sj in einer p-Sylowgruppe von Ni liegt, folgt, dass pb ein 
Teller von |E : Sj| ist, dh., es ist |S : E^l = p^Ui mit einer natiirlichen Zahl Uj. 
Schliefilich gilt wegen 

|Fi| = |S :Fi| = Ai 

die Gleichung 

X 

^Ai = |r| = w. 

i: = l 

Also ist Wi = u', woraus wegen Ui > 1 folgt, dass x < u' ist. Zusammen 

mit i) crgibt das u' = x. Hieraus, aus h) und d) folgt nun die Gleichung 

{u - l){u'y' - u') = p''u'iu' - l)iy - 1). 

Daher gilt 

j) {u-l){y' -l)=p\u' -l){y-l). 

Ware m = 1, so ware nach b) auch t = 1, dh., es ware N = {!}. Dieser 
Widerspruch zcigt, dass m > 1 ist. Ware y = 1, so ware t = u und aus b) folgtc 
wiederum t = 1. Also ist auch y > 1. Daher folgt aus j), dass genau dann y' = 1 
ist, wenn u' = 1 ist. Also folgt t' = 1 sowohl aus y' = 1 als auch aus u' = 1, da 
ja t' = y'u' ist. Wir diirfen daher annehmen, dass u' , y' ^1 ist. Dann ist aber 

k) ip'u' - l)(a' - = p\py - l)iy' - 

Ware 6 = 0, so folgt aus k) auch c = 0, woraus mit d) der Widerspruch = 
b + c = a> 1 folgte. Also ist 0. Wegen u' > 1 ist 

p'-l>{p''-l){u'-l)-\ 

Daher ist 

2/ - 1 > 6* + (p*- - l){u' - = (A' - l){u' - 
Wegen k) ist also 

2/-l>/(A-l)(2/'-l)"'- 

Folglich ist 

2 > (A - - 1)-' =p^ + iP' - - 1)-' > 



so dass c = ist. Aus j) folgt wcitcr, dass p^u' — 1 = p''{u' — 1) ist. Hieraus folgt 
schliefilich der Widerspruch —1 = mod p, so dass also doch u' = 1 = y' ist. 
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Dies besagt wiederum, dass t = p" ist, womit gezeigt ist, dass A'' eine p-Gruppe 
ist. 

Die Formel b) erhalt nun die Gestalt 

V) k + {v- k)p-'' 1 + (u - l)p-'>. 
Weil T ein projektiver Blockplan ist, ist k{k — 1) = A(w — 1). Ferner ist nach 1) 

X{v - 1) = A/ {k + {v- k)p-°- - 1) , 

so dass also k{k 1) = \p^{{v — k)p~°- + fc — 1) ist. Somit ist X{v — k)p~°- und 
wegon c < a dann auch X{v — k)p'''^ durch k — 1 teilbar. Wir definieren e durch 

in) X{v — k)p~'^ = e{k — 1). 
Multiplizicrt man 1) mit Xp^ und beachtet man, dass X{v — 1) = k{k — 1) ist, 
so erhalt man 

k{k - 1) = Xp\k - 1) + A(^; - k)p-''. 
Hieraus und aus m) erhalt man nun 

n) fc = A/ + e. 
Aus f) folgt schliei31ich, dass 

e-l = k-l- Xp'' = du- Xp'' = p^{d - A) 

ist. Folglich ist / := d — A eine nicht negative ganze Zahl. Uberdies ist 

o) e = pV + l. 

Aus k{k—l) = X{v—1) folgt X{v — k) = (fc — A)(fc — 1). Mit m) erhalt man daher 
k = ep'^ + X. Hieraus und aus o) folgt k = fp"' +p'' + X. Ware / = 0, so ware 
d = X, dh., es ware e = 1. Aus m) und n) folgtc dahcr X{v — k) = p'^Xp^ und 
somit V — k = p"" = \N\, so dass N auf 11 — c transitiv ware. Dieser Widerspruch 
zeigt, dass / 7^ ist. Dann ist aber 
p) > p". 

Weil y = p^ > 1 ist, ist c dcr cinzigc Fixblock von N . Sind nun P und Q 
zwei verschiedene Punkte auf c und sind c = Ci, C2, ■ ■ ■ , c\ alle Blocke durch 
P und Q, so folgt, da die Stabilisatoren von ci, c\ alle in G konjugiert 
sind, dass es p-Gruppen Ni gibt, die und nur Cj zum Fixblock haben. Wcgcn 
Ni C Gp^Q fiir alle i ist Gp,Q nach 7.10 auf {ci, . . . , cx} transitiv. Hieraus folgt 
die Gleichung 

\Gp,Q : Gp^Q n A| = A, 

da ja A = Gc ist. Somit ist 

\Gp : Gp,Q n A| = \Gp : Gp,q\\Gp,q : Gp,q n A| = Xiv - 1) = k{k - 1). 

Weil Gp genau zwci Punktbahncn hat, hat Gp nach 3.4 auch genau zwci Block- 
bahnen. Folglich ist Gp auf der Menge der Blocke durch P transitiv. Also ist 
\Gp : Gp (1 A\ = k. Hieraus folgt wiederum 

k{k-l) = \Gp : Gp^Q nA\ 

= \Gp : Gp n A||Gp n A : Gp,q n A| 
= A;|GpnA:Gp,QnA|. 
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Also ist \Gpr\A : Gp,Qr\A\ = k-1, so dass Gp n A auf c - {P} transitiv ist. 
Weil P ein beliebiger Punkt von c ist, operiert A auf c zweifach transitiv. Es sei 
nun 1 ^ f G N und Z sei der Zentralisator von v in G. Weil die Fixpunkte von 
1/ gerade die Punktc von c sind, ist = c, dh., es ist Z C A. Nun ist C N, 
da iV ein Normalteiler von A ist. Also ist 

\A:Z\< \N\ =p\ 

so dass nach p) die Unglcicliung \A : Z\ < k gilt. Nach 11.2 ist Z folglich 
transitiv auf c. Nun hat v genau k Fixpunkte. Daher hat ly nach 3.2 auch 
genau k Fixblocke. Es seien ci := c, C2, . . . , Cfc diese Fixblocke. Weil Z auf c 
transitiv operiert, ist (c, {ci, . . . , c^,}, e) cine linksseitige taktische Konfiguration 
mit k Punkten. Weil nach 2.6 die Gleichung |ci ncj| = A gilt fiir i := 2, 3, . . . , fc, 
folgt aus 1.2 a) die Kongruenz k + \{k — 1) = mod k. Hieraus folgt wiederum 
A = mod fc, so dass wcgcn 1 < A < A; sogar k — X gilt. Dann ist abcr wcgen 
A:(A: — 1) = A(ti — 1) auch k = v. Dieser letzte Widerspruch zeigt schliei31ich, dass 
N doch auf 11 — c transitiv operiert. 

Wir zcigcn nun, dass G auf dor Menge dcr nicht inzidenten Punkt-Gcradcn- 
paare von T transitiv operiert. Weil G zweifach transitiv ist, geniigt es zu zeigen, 
dass der Stabilisator Gh einer Geraden h auf H — h noch transitiv ist. Es seien 
Ci, . . . , ca die Blocke, die h cnthaltcn. Ist dann A'^; die Untergruppe von G, die 
Ci punktweise festlasst, so ist Ni auf 11 — c transitiv. Aui3erdem ist Ni C G^- 
Weil 

A 

n - /i = U (n - c) 

ist, folgt, dass H — h eine Bahn von Gh ist, es sei denn, es gibt zwei Indizes i und 
j mit (n — Ci) n (n — Cj) = 0. Dann ist aber 11 = Ci U Cj und daher v = 2k — X. 
Aus 

k{k - 1) = X{v - 1) = A(2A: - A - 1) 

folgt die Gleichung (fc — A)^ — k — X. Wcgen fc > A ist somit fc = A + 1, woraus 
wiederum v ~ k + 1 folgt. Wie wir jedoch schon friihcr bemerkten, ist u > fc + 2, 
so dass H — h doch eine Bahn von Gh ist. Nach 10.2 gibt es folglich einen 
Vektorraum V mit r := Kg{V) > 3, so dass T und L{V)i,r-i isomorph sind. 

Nun ist N auf 11 — c transitiv. Hieraus folgt mit 7.1, dass N allc Elationen 
mit der Achsc c enthalt, was wiederum impliziert, dass G allc Elationen von 
T = L{V)i,r-i enthiih. Somit gilt auch PSL(y) QGC PrL(y). Damit ist der 
Satz von Ito bewiesen. 



V. 



Polaritaten 

Von besonderem Interesse unter den Korrelationen projektiver Raume sind 
die involutorischcn Korrelationen. Sie wcrden gcmcinhin Polaritaten gcnannt. 
Ihrem Studium und dem Studium ihrer Zentralisatoren ist das vorliegende Kapi- 
tel gewidmet. Dieses Studium werden wir in diesem Kapitel jedoch noch nicht 
beendcn. Den ortliogonalen Gruppen, die in diesen Kontext gehoren, werden 
wir ein eigenes Kapitel widmen.^ 

1. Darstellung von Polaritaten 

Es sei V ein ^fT-Vektorraum mit Rg^^ (V) > 3. Eine Korrelation tt von L{V) 
heifit Polaritdt, falls tt^ = 1 ist. 

Wenn wir sagen, dass tt eine Korrelation von L{V) sei, so beinhaltet das 

implizit, dass der Rang von V endlich ist, da L{V) ja hochstens in diesem Fall 
cine Korrelation gestattet, wie wir friihcr sahcn. 

1.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Rg(V^) > 3 und tt 
sei eine Korrelation von L(V^). Ferner werde tt durch die a-Semibilinearform f 
dargestellt. Genau dann ist w eine Polaritdt, wenn aus u, v & V und f{u, v) = 
stets f{v,u) = folgt. 

Beweis. Wir definieren g durch g{u,v) := f{v,u)" \ Dann ist g nach 
II. 8. 7 eine a^-'^-Semibilinearform und diese Form stellt tt^^ dar. Nach II. 8. 8b) 
gilt daher genau dann tt~^ = tt, dh. tt^ = 1, wenn es ein k € K* gibt mit 
kg{u,v) = f{u,v) fiir alle u, v €V. Ist tt^ = 1, so folgt also f{v,u) = aus 
f{u,v)=0. 

Folgt andererscits f{v,u) = aus f{u,v) = 0, so ist offensichtlich U < 
fiir alle U € ^{V). Weil V endlichen Rang hat, folgt U = , so dass tt^ = 1 
ist. Damit ist alles bewiesen. 

1.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit Rg^(V) > 3. Wird die 
Polaritdt tt von h{V) durch die a-Semibilinearform f dargestellt und gibt es 
einen Vektor w G V mit f{w,w) = 1, so ist = 1 und f(u,v) = f{v,u)°' fiir 
alle u, V & V. 

Bewcis. Wie wir bcim Bewcise von 1.1 gesehen haben, gibt es ein k € K* 
mit f(u,v) = kf{v,u)°' fiir alle u, v €V. Es folgt 

1 = f{w,w) = kf{w,w)" = k, 
^Anmerkung der Herausgeber: Dieses Kapitel iiber orthogonale Gruppen fehlt. 
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so dass also tatsachlich f{u,v) = f{v,u)°' ist fiir alio m, v G V . 

Weil f{u,v) = f{v,u)"' ist fiir alle u und v, ist auch f{v,u) = f{u,v)°' fiir 
alle u, V gV. Somit ist f{u, v) = f{u, v)" fiir alle u, v gV. Hieraus folgt 

X = f{w,'w)x = /{WjWx) = /{wjWx)" = f{w,w)" x"' = x" , 

so dass = 1 ist. Damit ist alles bewiesen. 

Wir nennen die a-Scmibilincarform f symmetrisch, falls f{u,v) = f{v,u)'^ 
fiir alle u, v £ V gilt. Wie wir gerade gcschcn haben, ist dann f{u,v) = 
f{u,v)" . Gibt es Vektoren u, v mit f{u,v) ^ 0, so gibt es auch Vektoren u, v 
mit f{u,v) = 1. Dann ist aber 

X = f{u, v)x = f{u, vx) = /('U, i'.t)" — f{u, w)" x" = x" 

fiir alle x G K, so dass = 1 ist. Ist also / nicht die Nullform und ist / 
symmetrisch, so ist = 1. 

In Abschnitt 4 von Kapitcl II liattcn wir die BegrifFc absoluter Punkt und 
absolute Hyperebene in Bezug auf eine Korrelation definiert. Wir wiederholen 
hier diese Definition fiir den Fall, dass tt eine Polaritat des projektiven Verbandes 
L ist. Ist P cin Punkt von L, so hcifit P absoluter Punkt von tt, falls P < P'^ 
ist. Analog hciBt die Hypcrcbcnc H von L absolut, falls < iJ ist. 

1.3. Satz. Es sei V ein K-Vektorraum mit Rg^(V) > 3 und tt sei eine 
Polaritat von V. Sind nicht alle Punkte von L{V) absolut, so Idsst sich it durch 
eine symmetrische a-Semibilinearform darstellen. 

Beweis. Nach dem dritten Struktursatz (II. 8. 3) gibt es eine /3-Semibilinear- 
form g, welche tt darstellt. Da nicht alle Punkte absolut sind, gibt es ein w gV 
mit g{w,'w) ^ 0. Setze k := g{w,w) und definiere / durch f{u,v) := k~^g{u,v). 
Dann stellt auch / nach II. 8. 7a) die Polaritat tt dar. Wegen f{w,w) = 1 ist / 
nach 1.2 und dcr dcm Bcwcisc von 1.2 nachfolgcndcn Definition symmetrisch. 

Der nachste Satz gibt Auskunft, was geschieht, wenn alle Punkte der Po- 
laritat TT absolut sind. 

1.4. Satz. Es sei V ein K-Vektorraum mit Rgj^(y) > 3. Ferner sei tt eine 
Korrelation von h{V) und f eine tt darstellende a-Semibilinearform. Sind alle 
Punkte von L(y) absolut beziiglich tt, so gilt: 

a) Es ist f{v, v) =0 fiir alle v gV. 

b) Es ist ,f{u,v) = —f{v,u) fiir alle u, v gV. 

c) TT ist eine Polaritat. 

d) Es ist a = 1. Insbesondere ist K kommutativ. 

Beweis. a) Ist = 0, so ist f{v, v) = 0. Ist u ^ 0, so ist vK ein Punkt und 
daher vK < {vKY . Es folgt f{v,v) = 0. 
b) Nach a) ist 



= f{u + v,u + v) = f{u, u) + f(u, v) + f{v, u) + f{v, v) = f{u, v) + f{v, u), 
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woraus f{u,v) = —f{v,u) folgt. 

c) Wegen f{u,v) = —f{v,u) ist f{v,u) = eine Folge von f{u,v) = 0. 
Daher ist tt nach 1.1 eine Polaritat. 

d) Weil / nicht ausgeartct ist, gibt es Vektoren u und v mit f{u,v) ^ 0. 
Setze k := f{u,v). Ist x £ K, so folgt 

kx = f{u, v)x = f{u, vx) = —f{vx, u) = —x°'f{v, u) = x°'f{u, v) = x°'k. 

Somit ist x" = kxk~^, so dass a cin Automorphismus von K ist. Weil a an- 
dererseits auch ein Antiautomorphismus von K ist, ist K kommutativ. Hieraus 
folgt schliefilich x" = x, so dass a die Identitat ist. 

Ist K eine Korrelation des projektiven Verbandes L, so ist k, nichts anderes 
als ein Isomorphismus von L auf L^. Daher ist Rg{X) = KoRg(X«), dh. es ist 

Rg(L) = KoRg(X«) + Rg(X«) = Rg{X) + Rg(X«) 

fiir alle X £ L. Aus dieser Bemerkung folgt unmittelbar der nachste Satz. 

1.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum und k sei eine Korrelation von L(y). Ist 
X g L(F), so sind die folgenden Bedingungen dquivalent: 

a) Es ist XnX'' = 0. 

b) Es ist X + X'' = V. 

c) Es ist y = xex«. 

Eine a-Semibilinearform mit a = 1 nennen wir Bilinearform. 

1.6. Satz. Es sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber K mit Kgj^{V) > 2 
und f sei eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V . Ist f{v,v) = fiir alle 
V gV, so ist Rgj^{V) = 2n und es gibt eine Basis b\, . . . , b^n von V mit 

2n 2n n 

/(X] X] ^J'^j) ^ '^i^2i-iy2i - X2iy2i-l) 

i:=l j'-=l i:=l 

fiir alle n-Tupel x und y iiber K. 

Beweis. Weil / nicht ausgeartet ist, gibt es Vektoren u,v€:V mit f{u, v) ^ 
0. Es gibt daher auch Vektoren 6i, 62 € F mit /(6i,62) = 1- Waren 61 und 62 
linear abhangig, so ware 62 = 61 A; mit einem k G K und daher 

i = f{bi,b2) = f{bMk = o. 

Dicscr Widerspruch zeigt, dass 61 und 62 linear unabhangig sind. Gilt nun 
Rgj^{V) = 2, so ist {61, 62} eine Basis von V und es ist, da ja offenbar f{u, v) = 
-f{v,u) ist, 

f{bixi + b2X2, 612/1 + 622/2) = xiy2 - X22/1. 

Wir konnen daher annehmen, dass Rgj^{V) > 2 ist. Weil / nicht ausgeartet ist, 
induzicrt / nach II. 8. 4 eine Korrelation tt in L(y), die wcgcn /(it, v) = —f{v, u) 
nach 1.1 sogar eine Polaritat ist. Es sei U := b\K + b2K. Ist e t/ fl , so ist 
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V = bixi + b2X2 und = v) = X2 und = f{b2, v) = xi, so dass v = ist. 
Somit ist UnU"" = {0}. Nach 1.5 ist folglich V = U(BU''. Weil t/'^' = U ist, 
ist die Einschrankung von / auf nicht ausgeartet. Nach Induktionsannahme 
ist daher Rgj^{U"^) = 2(n — 1) und es gibt eine Basis 63, 64, . . . , b2n-i, von 
W mit 

Daher ist Rg^^ (V) = 2n und 

/(E?:ll ^iS^i, = E»"=l(a^2i-iy2i - X2^y2^-l)■ 

Damit ist alles bewiesen. 

Ist TT eine Polaritat von L{V) und ist jeder Punkt von L{V) absolut, so 
nennen wir tt symplektisch. 

1.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K und es gelte Rg^^ (T^) > 3. Genau 
dann besitzt L(y) eine symplektische Polaritat, wenn K kommutativ und der 
Rang von V endlich und gerade ist. Sind tt und tt' symplektische Polaritaten 
von L(y), so gibt es ein 7 G PGL(F) mit 7~^7r7 = tt'. 

Beweis. Besitzt L(F) eine symplektische Polaritat, so folgt mit 1.5.7, dass 
der Rang von V endlich ist. Aus 1.4 folgt die Kommutativitat von K und aus 
1.6, dass Rg^(y) gerade ist. 

Es sei umgekehrt Rg^(V") = 2n und K sei kommutativ. Ist 61, . . . , b2n eine 
Basis von V und definiert man / durch 

/(Ei:ll &ia;i,Ej"=l bjyj) ■= E"=l(a^2i-l2/2i - X2iy2i-l), 

so verifiziert man leicht, dass / eine nicht ausgeartete Bilinearform mit f{v, v) = 
fiir alle v gV ist, so dass L{V) nach II. 8. 4 und 1.4 eine symplektische Polaritat 
besitzt. 

Es seien schliei31ich tt und tt' symplektische Polaritaten von L(F). Ferner 
seien / und /' Bilinearformen, die n bzw. n' darstellen. Nach 1.4 und 1.6 gibt 
es dann Basen 61 , . . . , b2n bzw. b'l, . . . , von V mit 

/(Ei~i f>iXi,T,'^^^i bjVj) := E"=i(^2i-i2/2i - X2iy2i-i) 

bzw. 

/'(Ei~i b'iXu b'jVj) ■■= E"=i(a;2i-i2/2i - X2iy2i-i)- 

Es gibt ein j3 e GLiV) mit fef = 6^ fiir i := 1, . . . , 2n. Dann ist aber f{u, v) = 
f'{u^,v^) fiir alle u,v gV. Daher ist genau dann v <E If^ , wenn G C/^'^ ist. 
Andererseits ist genau dann v G If^ , wenn G U^^ ist. Folglich ist (7'^'' = U^'^ 
fiir alle [/ G L(F). 1st 7 die von /3 in L(F) induzierte KoUineation, so ist 
also 7r7 = -fir' . Es folgt tt' = 7~^7r7, womit auch die letzte noch ausstehende 
Behauptung bewiesen ist. 
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Der gcradc bewiesene Satz gibt Anlass fiir cine Definition. 1st tt cine sym- 
plektische Polaritat von L{V) und ist / eine n darstellende Bilinearform, ist 
ferner bi, . . . , b2n eine Basis von V mit 

f{Y.1?=l hXi,Y.%i ^jVj) = T,i:=liX2i-iy2i - X2iy2i-l), 

SO nennen wir hi, . . . , b2n eine symplektische Basis von V. 

1.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit Rgj^(y) > 3. Genau dann 
besitzt L(V) eine Polaritat, wenn Rgj^{V) endlich ist und wenn K einen Anti- 

autoiv,orphismus a mit = 1 besitzt. 

Beweis. Es sei n eine Polaritat von V. Nach 1.5.7 ist dann Rg^(F) we- 
gen Kgj^{V) = Rg{L{V)) endlich. Ist tt eine symplektische Polaritat, so ist 
K kommutativ, und die Identitat ist ein Antiautomorphisnius von K. 1st tt 
nicht symplektisch, so lasst sich tt nach 1.3 mittels einer symmetrischen a- 
Semibilinearform darstellen. Nach der Bemerkung vor 1.3 ist dann = 1. 

Es sei umgekehrt Hgj^lV) = n endlich und a sei ein Antiautomorphisnius 
von K mit = 1. Ist 6i, . . . , 6„ eine Basis von V , ist u = Y^^i—i ^i^i und 
^ = S"=i bnVn, so setzen wir 

fiu,v) := ELi<yi- 

Man verifiziert miihelos, dass / eine symmetrische, nicht ausgeartete a-Scmibi- 
linearform ist, so dass L{V) nach II. 8. 4 und 1.1 eine Polaritat besitzt. 

Aus 1.8 folgt insbesondere, dass alle projektiven Geometrien endlichen Rang- 
es, deren Koordinatenkorper kommutativ ist, Polaritaten besitzen, da ja in 
diesem Falle die Identitat die Rolle des Antiautomorphismus a mit = 1 
spielen kann. 

Es sei TT eine Korrelation und / eine tt darstellende a-Semibilinearform. Ist 
g eine ebenfalls tt darstellende /3-Semibilinearform, so gibt es nach II. 8. 7 ein 
Element k G K* mit = k^^x"k fiir alle x G K. 1st nun a = 1, so ist K 
kommutativ, so dass auch /3 = 1 ist. Hieraus folgt, dass jede tt darstellende 
Semibilinearform eine Bilinearform ist, falls nur eine von ihnen es ist. Ist dies 
der Fall, so nennen wir die Korrelation tt projektiv. Symplektische Polaritaten 
sind also stets projektiv. Nicht projektive Polaritaten heil3en unitar. 

Wie wir gesehen haben, lasst sich jede nicht symplektische Polaritat tt durch 
eine symmetrische a-Semibilinearform darstellen und im Falle, dass tt projektiv 
ist, folgt aus II. 8. 7, dass alle tt darstellenden Bilinearformen symmetrisch sind. 
Fiir unitare Polaritaten gibt es noch eine Darstellungen durch eine antisym- 
metrische Semibilinearform, die gelegentlich von Nutzen ist. Hier die genaue 
Formulierung. 

1.9. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit Rg^(y) > 3. Ferner sei n 
eine unitare Polaritat von L{V) und f sei eine w darstellende, symmetrische 
a- Semibilinearform. Es sei I € K und es gelte P ^ I. Setze k := I — I" und 
definiere j3 durch := kx°'k~^. Setze schliefllich 



g{u,v) := kf{u,v) 
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fiir die u, v e V. Dann ist g eine n darstellende P-Semibilinearform und es 
gilt 

g{u,v) = -g{v,uY 

fiir alle u, v €:V . Aufierdem gilt = 1. 

Bcwcis. Dass g cino /3-Somibilincarform ist, die tt darstellt, folgt mit II. 8. 7a). 
Dass = 1 ist, ist einfach nachzurechnen. 
Es ist 

k'^ = r -r^ = r -1 = -k 

und 

— hh"h^^ — —hhh~^ — —h — h°' 
rxi — rv r\j rv — r\ji\ii\i — rv — ^ 

so dass auch k^ = —k gilt. Sind nun u, w e so ist also 

g{u,v) = kf{u,v) = kf{v,urk-^k = -f{v,ufk^ = -{kf{u,v)f = -g{v,uf. 

Damit ist alles bewiesen. 

2. Zentralisatoren von Polaritaten 

Von groiJem geometrischem und algebraischem Interesse sind die Zentralisatoren 
von Polaritaten. Das gcomctrischc Interesse an diesen Gruppen riihrt daher, 
dass man mit ihrer Hilfe viel iiber die Struktur eines projektiven Raumes mit 
vorgegebener Polaritat herausfinden kann, wahrend das Interesse der Alge- 
braiker an diesen Gruppen dalicr kommt, dass viele unter den Zentralisatoren 
von Polaritaten einfach sind, bzw. groi3e einfache Untergruppen enthalten. In 
diesem Abschnitt beginnen wir das Studium dieser Gruppen. 

2.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit Rg^(y) > 3 und k sei eine 
Korrelation von 1j{V), die durch die a-Semibilinearform f dargestellt werde. 
Schliefilich sei a eine Kollineation von L(y) und /3 sei der begleitende Automor- 
phismus von u. {Wir interpretieren hier a einmal als Kollineation und einmal 

als die sie induzierende semilineare Abbildung.) Genau dann ist na — an, wenn 
es ein r £ K* gibt, so dass f{x'',y"') = rf{x,y)^ ist fiir alle x, y eV. 

Beweis. Es sei Ka = an. Wir definieren g durch g{x,y) := f{x'^,y'^)^ fiir 
alle x,y gV. Dann ist g eine ^a/3~^-Semibilinearform. Weil / nicht ausgeartet 
ist, ist auch g nicht ausgeartet. Daher stellt g nach II. 8.4 eine Korrelation k' 
dar. Nun ist 

U'^' ^ {v \ V e V, g{u, v) = Q fiir alle u e U] 
= {v\v€V, f{u'', v") = fiir alle wet/}. 

Ersetzt man in dem letzten Ausdruck u und v durch u"^ ^ bzw. v"^ ^, so folgt 
weiter 



= {v'' ^ \ v&V, f{u, v)=0 fiir alle u^U") 

= {v\ve V,f{u,v) = fiir alle u e U"}"'' = U"' 
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Hieraus folgt schlicfilich, da cr mit k vcrtauschbar ist, dass = f/" ist. Da 
dies fiir alle U gilt, ist k' = k. Weil k also auch durch g dargestellt wird, gibt 
es nach II. 8. 7b) ein s G K* mit g{x, y) = sf{x, y) fiir alle x, y gV. Setzt man 
schliefilich r := s^, so folgt f{x'^,y'^) = r f{x,y)^. 

Es sei umgekehrt r G K* und es gelte f{x'^, y'^) = rf{x, yY . Dann ist genau 
dann f{x,y) = 0, wenn f{x'^,y'^) = ist. Hieraus folgt 

U"" = {v'' \ vGV, f{u, v)=0 fiir alle ueU} 
= {v" \veV, = fur alle ueU} 

= {v\v €V, fiu", v) = fiir alle iu e U} 
= {v\v€V, f{u, v)=0 fiir alle u€U''} = U"", 

so dass K(T = an ist. Damit ist alles bewiesen. 

Ist TT eine Polaritat von L{V), so bezeichnen wir mit PC* {it) den Zentrali- 
sator von tt in PGL{V) und mit C*(7r) das voile Urbild von PC*{'k) in GL{V). 

2.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher K mit Hgj^{V) > 3 und tt sei eine 
Polaritat von L(y), die durch die a-Semibilinearform f dargestellt werde. Ist 
a e C*{'jt), so gibt es ein r^ € K* mit 

f{x^,yn = r.fix,y) 

fiir alle x, y € V . Die Abbildung r ist ein Homomorphismus von C*(7r) in 
Z{K*), der von der Wahl von f unabhdngig ist. 

Beweis. Es sei a G K. Dann ist 

a"r,f{x,y) = a"f{x-',y'') = f{x''a,y-) 

= f{{xaY,y'') = r„f{xa,y) = r„a°'f{x,y). 

Weil / nicht ausgeartet ist, folgt a^r^ = r^a" fur alle a G K,so dass € Z{K*) 
ist. Hieraus folgt welter, dass 

r<TTf{x,y) = fix"'' ,y'^'') = rrr„f{x,y) = rarrf{x,y). 

Wiederum wcil / nicht ausgeartet ist, folgt r^r = r^rT, so dass r in der Tat ein 
Homomorphismus von C*(7r) in Z(K*) ist. 

Es bleibt zu zeigen, dass r nicht von / abhangt. Es sei also g eine zweite, tt 
darstellende Semibilinearform. Nach II. 8. 7b) gibt es ein k G K* mit g{x,y) = 
kf{x,y) fur alle x, y gV. Ist a G C*{it), so ist also, da ja G Z{K) gilt, 

gix^.y") = kf{x'^,y'') = kraf{x,y) =rakf{x,y) =r„g{x,y), 

so dass r in der Tat nicht von der Darstellung von tt abhangt. 

Den Kern der Abbildung r bezeichnen wir mit C{tt). Er besteht aus alien 
Abbildungen a G GL{V) mit f{x'^,y'^) = f{x, y) fiir alle x,y GV. Die Elcmente 
aus C(7r) heifien auch Isometrien des Paares (V, tt). Die von C{-k) in L(V') 



2. Zentralisatoren von Polaritaten 



283 



induzierte KoUineationsgruppe bezeichnen wir mit PC{it). Sie ist normal in 

PC*{n). 

2.3. Satz. Es sei V ein Vektorraum uber K und tt sei eine Polaritdt von L(y). 
Femer sei r der in 2.2 beschriebene Homomorphismus von C*{n) in Z{K*). 
Wird TT durch die a-Semibilinearform f dargestellt und ist a G C*{7r), so ist 

= ra- 

Beweis. Ist a = 1, so ist nichts zu beweisen. Es sei also a ^ 1. Dann ist tt 
nach Satz 1.4d) nicht symplektisch. Nach 1.3 gibt es folglich eine symmetrische 
/3-Semibilinearform g, die tt darstellt. Fiir g und (3 gilt daher, da im Zentrum 
von K liegt, 

g{x, y)r^ = r„g{x, y) = gix"^ ,y'^) = g{y'' , x^ f 

= {rag{y,x)Y =g{y,xfr^ = g{x,y)r^. 

Weil g nicht ausgcartct ist, folgt = r^. Nun untcrschcidcn sich a und (3 nach 
II. 8. 7a) nur um einen inneren Automorphismus von K, so dass auch r^^ = 
gilt, da ja im Zentrum von K liegt. 

2.4. Satz. Ist IT eine Polaritdt des projektiven Verbandes L(y), so ist der 

Quotient PC* (tt) / PC{Tr) eine elementarabelsche 2-Gruppe. 

Beweis. Es sei a £ C* (tt) und / sei eine tt darstellende a-Semibilincarform. 
Wir definieren p durch v'' := vr~^ fiir v G V. Dann ist, da ja r^ — & Z{K) 
gilt, 

= r-^f{u^\v'^")r-' = r-\lf{u,v) = f{u,v). 

Somit ist a^p G ^(Tr). Weil und a'^p in L(y) die gleiche Kollineation in- 
duzicrcn, folgt, dass PC* (t:) / PC (tt) cine elementarabelsche 2-Gruppe ist. 

In einigen Fallen kbnnen wir noch weitergchende Aussagcn machcn. 

2.5. Satz. Ist V ein Vektorraum mit Rg^(F) > 3 iiber dem endlichen Korper 
K und ist tt eine unitare Polaritdt von L(y), so ist PC*{'k) = PC{'jt). 

Beweis. Weil tt nicht symplektisch ist, gibt es eine symmetrische a-Semi- 
bilinearform /, die tt darstellt. Insbesondere ist dann = 1 jedoch a ^ 1. 
Hieraus folgt, dass K = GF(g^) ist und dass fiir alle k G K die Gleichung 
k" = fc« gilt. 

Es sei a e C*{tt). Dann ist f{u'^,v'') = r„f{u,v) fiir alle u,vGV. Wegen 
r" = To- ist ra e GF(g) und aus K'i+'^ = GF(q) folgt die Existenz eines aG K* 
mit r<j = a^+^ = a"+^. Wir definieren p durch v'' := va~^ fiir alle v & Dann 
ist 

J{u^p,v-p) = a-"f{u^,v'')a-^ = a""" V,/(m, t;) = 

so dass ap S C{-k) ist. Weil a und ap in \j{V) die gleiche Kollineation induzieren, 
folgt PC*{-k) = PCin), q. o. o. 

2.6. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K mit Rg^^ (V) > 3. Ist n eine 
symplektische Polaritdt von L(V'), so ist der in 2.2 definierte Homomorphismus 
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r surjektiv. Insbesondere ist also C*{n)/C{Tv) = K* und PC*{'k)/PC{-k) = 
K*/K*'^. 

Beweis. Es sei / eine tt darstellende Bilinearform. Nach 1.7 ist Rg^^ (F) = 2n 
und nach 1.6 bcsitzt V eine symplektische Basis 5i, h2n- Fiir a E K* 
definieren wir die Abbildung a € GL(V') vermoge 621-1 •= ~^2i und 63^ := 
h2i-\a fiir i := 1, . . . , n. Eine leichte, wenn auch langliche Rechnung — man 
nehme ein Blatt in Querformat zoigt, dass f{u'^,v'^) ~ af{u,v) ist. Folglich 
ist a € C*{tt) und = a. Dies zeigt die Surjektivitat von r. Hieraus folgt 
unmittelbar die vorletzte Aussage des Satzes. 

Um die Ictztc Aussage zu bcwciscn, sei tr G C* (tt) und TV bezeichne den 
Kern des Homomorphismus P von C*{tt) auf PC*(7r). Wir setzen 

cp{aN) := uK*^. 

Ist T € (tN, so ist v'^'^ ^ = va fiir alle v G V mit einem von v unabhangigem 
a€K*. Es folgt 

rar~^f{u,v)=r^r--^f{u,v) = f{u'''' \v'''' ^) = f{ua,va) = f{u,v) 

Also ist r^r = rrO?, so dass r wohldefiniert ist. Nach dem bereits Bewiesenen ist 
surjektiv. 

Genau dann ist (p{(TN) = K*^, wenn = k"^ ist mit einem k e K* . Ins- 
besondere ist also PC{tt) C Kern((p). Es sei aN € Kern((^). Dann ist = fc^. 
Definiere r durch v'^ := v'^k~^. Dann ist 

f{u\v^) = k-^f{u'',v^) = k-\„f{u,v) = f{u,v) 

fiir alle u, v gV. Es folgt aN — tN e PC {it). Damit ist alles gezeigt. 

2.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n > 3 ilher dem kommu- 
tativen Korper K. Ferner sei tt eine Polaritdt von L(F), die durch die a- 
Semibilinearform f dargestellt werde. Ist a G C*{'k), so gibt es ein a G K* mit 

Beweis. Es sei 61, . . . , 6„ eine Basis von V und F sei die durch Fij := f{bi, bj) 
definierte Matrix. Ferner sei c die durch b^ := J2^-=i definierte Matrix. 
Schliefilich sei a := det(F). Dann ist 

(n n \ n n 

r:=l 5: = 1 ^ r:=l 5:=1 

Also ist r^F = c"*Fc — t bedeutet transponieren. Daher ist 

Cdet(F) = det(c")det(c)det(i^). 

Nun ist / nicht ausgeartet, woraus folgt, dass det(i^) ist. Somit ist = 
det(c)«det(c) = a"+S q. e. d. 

2.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem kommutativen Korper K mit 
Rgjf(V') > 3, und-K sei eine Polaritat vonL{V), die von der a-Semibilinearform 
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/ dargestellt werde. 1st der Rang von V ungerade, so ist C* {w) / C (n) = {K*y~^" 
und daher PC* (it) = PC{tt). 

Beweis. Setze n := Rgj^iV). Dann ist n = 2fc + 1. Nach 2.7 gilt = a"+'^ 
mit einem a G K* . Wir setzen b := r"*^. Nach 2.3 ist dann = b. Folglich ist 

= rf+H'' = a^+h'^b = {abr+\ 

Dies besagt, dass r ein Homomorphismus von C*{-k) in {K*Y^°' ist. Weil an- 
dererseits {K*y+'^ im Bild von r enthalten ist, folgt, dass r ein Epimorphismus 
von C*(7r) auf {K*)°'+^ ist. Ist mm a e C*(7r), so gibt cs also ein c e K* 
mit To- = c""*"^. Definiert man p vermoge := vc~^ fiir alle v & V, so folgt 
ap G C{n). Weil a und ap die gleiche Kollineation in L{V) hervorrufen, ist 
daher PC*{-k) = PC{-k). Damit ist alles bewiesen. 

2.9. Satz. Es sei K ein endlicher Korper und Q sei die Menge der Quadrate 
von K. Sind a und b zwei von verschiedene Elemente von K, so ist K = 
aQ + bQ. 

Beweis. Ist die Charaktcristik von K glcicli 2, so ist if = Q und weiter nichts 
zu bewciscn. Es sei also die Charaktcristik von K von 2 vcrschicdcn. Dann 
enthalt K* gcnau ^{q — 1) Quadrate, so dass Q wegen 0^ = genau ^{q + 1) 
Elemente enthalt. Ist nun k G K, so gelten wegen a, b^O die Gleichungen 

\aQ\ = ^{q+l) = \-bQ + k\. 

Somit ist 

q> \{aQ)L\{-bQ + k)\ = \aQ\ + \ - bQ + k\ - \{aQ) n {-bQ + k)\ 
= q + l-\{aQ)n{-bQ + k)\. 

Hieraus folgt, dass {aQ) fl {—bQ + k) ^ $ ist. Es gibt also Elemente g, h G Q 
mit ag = —bh + k, so dass k = ag + bh ist. 

2.10. Satz. Es sei V ein Vektorraum, geraden Ranges iiher dem, endlichen 
Korper K. Ist it eine projektive Polaritdt von L(y), so ist C*{tt)/C{'k) = K* 
und daher PC* {it)/ PC {tt) ^ K*/K*'^. 

Beweis. Dies ist nach 2.6 richtig, falls tt symplektisch ist. Ist die Charak- 
tcristik von K glcich 2, so ist jcdcs Element von K ein Quadrat. Weil das 
Bild von r die Gruppe der Quadrate umfasst, folgt auch in diesem Falle, dass 
C*{-k)/C{-k) S K* ist, was wiederum PC*{'k)/PC{-k) S K*/K*'^ nach sich 
zieht. Wir diirfen daher annehmen, dass tt nicht symplektisch ist und dass die 
Charaktcristik von K von 2 verschieden ist. 

Weil TT nicht symplektisch ist, gibt es einen Punkt P mit P ^ P'^ . Nach 1.5 
ist daher V = P ® P^ ■ Es sei / eine tt darstellende symmetrische Bilinearform. 
Ware f{u, u) = fiir alio u ^ P^ , so ware 



= /(w + u', u + u') = 2f{u, u') 



286 



Kapitel V. Polaritaten 



fiir alle u, u' € P'^. Weil die Charakteristik von K von 2 verschicden ist, ist 
daher f{u, u') = fiir alle u, u' G P'^ . Ist v G V, so ist v = p + u mit p G P und 
u e P''. Ist a; e P'^, so folgt 

/(x, w) = fix,p + u) = f{x,p) + f{x, u) = 0. 

Da dies fiir alle v £ V gilt, folgt x = 0, da / ja nicht ausgeartet ist. Also 
ist P^ = {0} und somit V = P. Dieser Widerspruch zeigt, dass es einen 
Punkt Q < P"" gibt. dcr nicht absolut ist. Es sei G := P + Q und P = pK 
sowie Q = qK. Indem man / notfalls mit einem Skalarfaktor abandert — 
Hier benutzen wir, dass r nicht von der Auswahl von / abhangt — , kann man 
erreichen, dass f{p,p) = 1 ist. Ist x := pk + ql £ G Ci , so ist = f{p, x) = k 
und = f{q,x) = f {q,q)l, so dass fc = / = ist. Also ist G n C = {0} und 
daher F = G 8 G'^. 

Es sei s G K* und s sci kcin Quadrat. 

1. Fall: Es sei f{q,q) kein Quadrat. Dann ist sf{q,q) ein Quadrat. Es gibt 
also Elemente b, c G K* mit s = (? f{q, q) und sf{q, q) = 6^. Setze ferner o := 
und d := 0. 

2. Fall: Es sei f{q,q) ein Quadrat. In diesem Falle diirfen wir annehmen, 
dass f{q, q) = 1 ist. Nach 2.9 gibt es Elemente a, c G K mit s = + c^. In 
diesem Fallc sctzcn wir b :~ c und d := —a. 

Wir definieren nun eine Abbildung a' auf G vermoge p"^ := pa + qc und 
q'^ := pb + qd. Dann ist, wie leicht nachzurechnen, f{g'^ , /i<^ ) = sf{g, h) fiir 
alle g, heG. Wcgcn RgxiV) 2+Rg^(G'') ist auch Rgi^iV) gcrade. Es gibt 
daher nach Induktionsannahme eine Abbildung a" G GL(G'^) mit /(tt'^ ,v'^ ) = 
sf{u, v) fiir alle u, v G . 1st schliefilich v gV und v = x + y mit x G G und 
y G G^ und definiert man a durch v'^ := x'^ + x" , so zcigt cine trivialc 
Rechnung, dass f{u'^,v'^) = sf{u, v) fiir alle u,vGV ist. Da die Quadrate stets 
im Bilde von r liegen, ist damit gezeigt, dass r surjektiv ist. 

3. Symplektische Polaritaten und ihre Zentralisatoren 

Ist TT eine symplektische Polaritat von Lk{V), so setzen wir Sp(V') := G(7r) und 
PSp(F) := PG(7r). Soli der Rang aus irgendeinem Grunde erwahnt werden, so 
schreiben wir statt Sp(V) und PSp(V') auch Sp{n,K) bzw. PSp(n,_ft'). Dicsc 
Bezeichnungsweisen sind gerechtfertigt, da die Struktur von Sp(y) und PSp(F) 
nach 1.7 nur von V abhangt. Ist / eine Form, die tt darstellt, so ist / also 
eine nicht ausgeartete, alternicrcndc Bilinearform und Sp(y) ist die Gruppe 
aller a G GL{V) mit f{u'^,v'^) = f{u,v) fiir alle u, v G V. Wir nennen beide 
Gruppen, Sp(F) und PSp(y) symplektisch. 

3.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum geraden Ranges iiber dem kommutativen 
Korper K. Ist a € GL{y), so sind die folgenden Aussagen dquivalent: 

a) Es ist a G Sp{V). 

b) Symplektische Basen werden von a auf symplektische Basen abgebildet. 

c) Es gibt eine symplektische Basis, die von a auf eine symplektische Basis 
abgebildet wird. 
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Ferner ist die Gruppe Sp(y) auf der Menge der symplektischen Basen scharf 
transitiv. 

Beweis. Ist 61, ... , 62,1 cine Basis von V, so ist 

/(&2i-l,&2j) = 1 = -f{b2i,b2t^l) 

fiir i := 1, . . . ,n und f{bi,bj) = fiir alle iibrigen Indexpaare kennzeichnend 
dafiir, dass 61,..., 62^ eine symplektische Basis von V ist. Dabei ist / eine 
Bilinearform, die eine symplektische Polaritat darstellt. Ist a E Sp{V), so ist 
also mit 61, ... , 62^ auch 6f , . . . , 62n ^ine symplektische Basis. Es ist also b) eine 
Folge von a). 

Da es nach 1.6 stcts symplektische Basen gibt, ist c) eine Folge von b). 
Es sei a £ GL{V) und 61, ... , 62^ und . . . , 62n seien symplektische Basen 
von V. Ist u = biXi und v = Yld?=i biUi-, so ist folglich 

n 

f{u,v) = '^{X2i-iy2i - X2iy2i-l) 
i~l 

und 

n 

f{u'^,v'') = ^{X2i-iy2i - X2iy2i-l), 
i~l 

so dass f{u'^ ,v'^) = f{u,v) ist. Dies besagt aber gerade, dass a ein Element der 
symplektischen Gruppe ist. Also ist a) eine Folge von c). 

Sind schliefilich 61, ... , 62^ und ci, . . . , C2n zwei symplektische Basen von V, 
so gibt es genau ein a G GL(y) mit b^ = Ci fiir alle i, so dass Sp(y) nach dem 
bereits Bewiesenen auf der Menge der symplektischen Basen scharf transitiv 
operiert. Damit ist allcs bewiesen. 

3.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem kommutativen Korper K und 
f sei eine nicht ausgeartete, alternierende Bilinearform auf V. Sind dann 
{61, 63, ... , 62r+i} und {62, 64, • • • , b2s} Mengen von linear unabhdngigen Vek- 
toren mit 

f{b2i-l,b2i) = 1 = -f{b2i,b2z-l) 

fiir i := 1,. . . , min{r, s} sowie f{bi, bj) = fiir alle iibrigen Indexpaare, so gibt 
es eine symplektische Basis ci, . . . , C2n 'mit C2i-\ = 621-1 fUr i := 1, . . . , r und 
C2i = b2i fiiri := 1, . . . ,s. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass weder {61, . . . , 62r+i} noch {62, • • • , &2s} 

leer ist. Sind namlich beide Mengen leer, so besagt der Satz nichts andcres als 
die Existenz von symplektischen Basen. Ist eine der beiden Mengen, etwa die 
zweite, leer, so ist 

baK + b^K + ... b2r+iK < biK + h^K + . . . b2r+iK, 

so dass also 



{bxK + hzK + ... b2r+lKY < {bzK + b5K+... b2r+lKY 



288 



Kapitel V. Polaritaten 



ist. Dabci bczcichne tt die von / induzicrtc syniplcktischc Polaritat. Es gibt 
also einen Vektor y e {bsK + . . . + b2r+iKY , der nicht in {h\K + . . . b^r+iKY 
liegt. Setze 62 := f{b\,y)~^y- Dann ist f{b\,b'2) = 1 und /(62i+i,62) = fiir 
i := 1, . . . , r. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. 

Ist nun Rg^(F) = 2, so ist 61,62 eine symplektische Basis von V, so dass 
der Satz in diesem Falle bewiesen ist. Es sei also Rgj^(F) > 2. Nun ist G := 
biK + b2K eine Gcradc von L(V) mit V = G ® G^, wie wir schon einmal 
bemerkten. Auf Grund unserer Annahmc gilt 

{63,...,62r+l}U{64,...,62.} C G". 

Wegen Rg^(G) = Rg^(y) — 2 fiihrt Induktion zum Ziele. 

Statt Sp(2n, GF(g)) bzw. PSp(2n, GF(g)) schrcibcn wir im Folgenden auch 
Sp(2n, g) bzw. PSp(2n, (7). Man beachte, dass der Rang eines projektiven Geo- 
metrie mit einer symplektischen Polaritat stets gerade ist. 

3.3. Satz. Es ist 

n 

|Sp(2n,g)| =q"' Hiq''-!) 

und 

|PSp(2n,,)| = ^^^^^|^_^^ |Sp(2n,,)|. 

Beweis. Weil Sp(2n, q) auf den symplektischen Basen des zugehorigen Vek- 
torraumes scharf transitiv operiert, ist |Sp(2n, q) \ gleich der Anzahl dieser Basen. 
Ist 61, 62, ... , b2n eine symplektische Basis von V , so ist 63, ... , 62™ eine symplek- 
tische Basis von {biK + 62-K')'^, so dass die Anzahl der symplektischen Basen 
von V gleich der Anzahl der Paare 61,62 mit /(6i,62) = 1 mal der Anzahl der 
symplektischen Basen eines Vektorraumes vom Range 2n — 2 ist. Ist nun 61 ein 
vom NuUvektor verschiedener Vektor und ist xK ein Punkt, der nicht in {biK^ 
liegt, so ist /(6i,x) 7^ 0. Es gibt also genau ein 62 € xK mit /(6i,62) = 1. Die 
Anzahl der Vektoren 62 mit /(61, 62) = 1 ist somit gleich der Anzahl der Punkte 
von L(y), die nicht in der Hypcrebene (6i_ftr)^ liegen, dh. gleich Folglich 
ist die Anzahl der Paare 61, 62 gleich (g^" — Daher ist die Anzahl der 

symplektischen Basen von V gleich 

n-l 

(^2n _ lyn-l^(n-l)^ [] (g^^ - 1). 

Also ist 

n 

|Sp(2n,g)|=g"'[](g2«-l). 

i:=l 

1st a im Kern des Homomorphismus von Sp(2n, q) auf PSp(2n, q), so ist w'^ = vk 
fiir alle v & V und einem geeigneten k € K*. Es folgt f{u,v) = f{u'',v'^) = 
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f{u,v)k'^ und wcitcr k"^ = 1. Also ist fc = 1 oder k = —1. Hieraus folgt auch 
noch die Ictztc Bchauptung dcs Satzcs. 

Es sei TT eine Polaritat von h{V). 1st U € h{V) und gilt U ^ {0}, 

so heifit U isotrop. Ist sogar U < W^, so heifit U vollstdndig isotrop. 1st U 
voUstandig isotrop, so ist 

2Rg^([/) < Rg^(f/) + RgKiU^) = RgKiV) 

und daher Rg^^ (f/) < iRg^(y). 

3.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 2n uber dem kommutativen 
Korper K und it sei eine symplektische Polaritat von L(V). Ist U G L(^) 
vollstdndig isotrop, so gibt es einen vollstdndig isotropen Unterraum W von V 
mitU <W und W = W, dh. mit RgxiW) = n. 

Beweis. Es sei Rg^(?7) = r + 1 und bi, 63, . . . , b2r+i sei eine Basis von 
U. Weil U vollstandig isotrop ist, erfiillcn dann {&i, &3, . . . , &2r+i} und die 
Voraussetzungen von 3.2. Es gibt daher eine symplektische Basis Ci, C2, - 
C2n von V mit 621+1 = C2i+i fiir i := 0, . . . , r. Setze W := C2i-iK- Dann 

istU <W und W = W^, q. e. d. 

3.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum und tt sei eine symplektische Polaritdt 
von L(F). Ferner seien U, W £ L(l^)- Genau dann gibt es ein a G Sp(y) mit 
U" = W, wenn Rg^(C/) = Rg^W) und Rg^(C/ n U"") = Rg^iW n W^) ist. 

Beweis. Ist a G Sp(V^) und ist = W, so folgt aus an = na, dass 
jjTTa ^ i^TT Folglich ist auch (U n = W nW, so dass in der Tat 

Rg^([/) = RgKiW) und RgiiiU n U"") = RgKiW n W) ist. 

Es sei umgekehrt RgxiU) = RgxiW) und RgK^U n U"") = RgxiW n 
W). 1st mm U = UqQ) {U n U") und W = Wq (B {W n W), so ist also 
Rgj^{Uo) — Rgjf(VFo) und Uq und Wq sind beide nicht isotrop. Es gibt also 
symplektische Basen 61, . . . , 625 von Uq bzw. b'l, . . . , von Wq- Es sei ferner 
b2s+i,b2s+3,---,b2r+i eine Basis von U D W und ^2s+3> • • ■ : ^2r+i eine 

solche von W (1 W" . Dann erfiillen {61, 63, . . . , 62r+i} und {&2, 64, ■ • ■ , 62s} bzw. 

63, ... , 62r+i} und {&2, ^^4, • • • , 62s} die Voraussetzungen von 3.2, so dass aus 
diesem Satz und aus 3.1 die Existenz eines a G Sp(y) mit = W folgt. 

3.6. Satz. Ist V ein Vektorraum des Ranges 2 iiher dem kommutativen Korper 
K, so ist Sp(F) = SL(y) und somit auch PSp(y) = PSL(1/). 

Beweis. Es sei 61, 62 eine symplektische Basis von V und a G GL(y). 1st 
bf = biaii + 62^21, so ist 

f{bi,b2) = 011022 - 012021 = det(c7). 

Folglich ist 6f , 62 genau dann eine symplektische Basis von V, wenn det (cr) = 1, 
dh. wenn a G SL{V) ist (Satz III.1.12b)). Aus 3.1 folgt daher die Behauptung. 

3.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem kommutativen Korper K und f 
sei eine nicht ausgeartete, alternierende Bilinearform auf V. 
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a) Ist a e V und k e K, so liegt die durch := x -\- af{a,x)k definierte 
Transvektion r in Sp(y). 

b) Ist (f eine lineare Abbildung von V in K, ist ferner a G Kern(</j) und liegt 
die durch x'^ := x + aip{x) definierte Transvektion r in Sp(y), so gibt es ein 
k € K mit ip{x) = f{a, x)k fiir alle x € V. 

Beweis. a) Es ist klar, dass die Abbildung x f{a,x)k linear ist, da K ja 
kommutativ ist. Wegen /(a, a) = ist r folglich eine Transvektion. SchlieiSlicli 
ist 

fix'', 2/"") = fix, y) + fix, a)fia, y)k + /(a, y)/(a, x)k + /(a, a)/(a, a;)/(a, y)k'^, 

so dass wegen /(a, a) = und /(a, x) = — fix, a) fiir alle x,y gV die Gleichung 
fix'^,y^) = fix,y) gilt. Folglich ist t G Sp{V). 

b) Wir diirfen annehmen, dass t ^ 1 ist. Dann ist aK das Zentrum der von 
T induzierten Elation. Ist n die von / induzierte symplektische Polaritat, so 
folgt aus TTT = TIT, dass iaK)'^ die Achse von r ist. Daher ist 

Kern((^) = (aii')'' = {a; | a; e V, /(a, a;) = O}. 

Hieraus folgt, dass es ein k G K gibt mit ip{x) = f{a,x)k fiir alle x gV. Damit 
ist der Satz bewiesen. 

3.8. Satz. Die Gruppe Sp(2r7,, K) wird von Transvektionen erzeugt. Insbeson- 

dere ist dct((T) = 1 fiir alle a E Sp{2n, K). 

Beweis. Es sei T die von alien in Sp(2n, K) liegenden Transvektionen er- 
zeugte Untergruppe von Sp(2n, K). Wir zeigen zunachst, dass T auf der Menge 
der von vcrschicdcncn Vcktorcn von V transitiv opcricrt. Es scicn also a, b 
zwei von verschiedene Vektoren aus V. Ist /(a, 6) ^ 0, so gibt es ein k G K 
mit fia,b)k = —1. Die durch 

v'^ :~ V + [b — a)f{b — a, v)k 

definierte Transvektion liegt nach 3.7a) in T. Ferner ist 

a"^ = a + (6 — a) fib — a, a)k = a + (6 — a) fib, a)k = b 

In diesem Falle gibt es also sogar eine Transvektion, die a auf b abbildet. Ist 

/(a, b) = 0, so gibt es cinen Vektor c mit /(a, c) 7^ 7^ f(b, c). Nach dem eben 
Bewiesenen gibt es dann zwei Transvektionen a, t G T mit a"^ = c und = b, 
so dass es auch in diesem Falle ein Element in T gibt, namlich err, welches a auf 
b abbildet. 

Es seien nun a, b und a', b' zwei Paare von Vektoren mit /(a, 6) = 1 und 
/(a', b') = 1. Wir zeigen, dass es ein p gT gibt, mit = a' und b^ = b'. Weil 

T auf V — {0} transitiv operiert, diirfen wir a = a' annehmen. Ist f{b', b) 7^ 0, 
so gibt es ein k G K mit /(&', = 1. In diesem Falle definieren wir r durch 



a;^ —x + ib' -b)fib' -b,x)k. 



3. Symplektische Polaritaten und ihre Zentralisatoren 



291 



Dann ist 



a^ = a+{b'-b){f{b\a)-f{b,a))k 
= a' + {b'-b){f{b',a')-f{b,a))k 
= a' + {b' -b){-l + l)k = a' 



und 



b- = b+{b'- b){f{b', b) - fib, b))k = b'. 



Ist f{b' ,b) = 0, so betrachten wir die beiden Paare a, b und a, a + b sowie a, 
a + b und o, b' . Dann ist a + 6) = -1 7^ und /(a + &, 6') = /(a, &') = 
f{a',b') = 1 0, so dass es zwei Trans vektionen a, t E T gibt mit a"' = a = 
und 6'" = a + 6 und (a + by = b'. Es folgt a""^ = a' und b'^^ = b' . 

Ist nun n = 1, so ist 3.8 wegen 3.6 richtig. Es sei also n > 1 und 7 e 
Sp(2n, K). Es gibt a, b G V mit /(a, 6) = 1. Dann ist auch f{a^, b'') = 1, so dass 
es ein p £T gibt mit a''^ = a und b^^ = b. Wegen /(a, b) = 1 ist aiC + bK nicht 
isotrop. Ist TT die durch / induzierte symplektische Polaritat und U := aK+bK, 
so ist also V" = C7 ® 17'' und W'^'' = V , da ja 7/9 € Sp(2n,ii'). Wegen 
Rg;j-(I7'^) = 2(n — 1) gibt es dann Transvektionen Ai, . . . , S Sp(2n — 2, iiT) 
mit x^'' = x'^ fiir alle x gU^, wobei := Ai • • • Ar gesetzt wurde. Definiert man 
nun Ti durch 



so ist Ti eine Transvektion aus Sp(2n, K) und es ist 7P = n • • • r^, so dass also 
7 e T gilt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Zur Erinnerung: Ist G eine Gruppe, so bezeichnen wir mit G' die Kommu- 
tatorgruppe von G. 

3.9. Satz. Ist K ein kommutativer Korper und n eine natiirliche Zahl, so ist 
Sp{2n,K) = Sp{2n, K)' , es sei denn, es ist n = 1 und \K\ < 3 oder n = 2 und 
\K\ = 2. 

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall \K\ > 3. Es gibt dann ein k G K 
mit fc^ 7^ 0, 1. Es sei ^ a G Es gibt dann ein a G Sp(2n, K) mit a'^ = ak. 
Es sei r die durch x'^ := x + af{a, x)l mit I G K definierte Transvektion. Dann 



[u + xY^ := u + X 



ist 




= {x- a" fia^x" ')iy 
= (^x — akf(a,x'^ )^)^ 
= a;^ - a'kf{a,x'^'^)l 



= x + af{a,x)l~ak'^f{a'^ \ x'^ 
Weil cr e Sp(2n,K) ist, ist f{a'''\x''~^) = f{a,x). Also ist 

x"'"'"''''' = x + af{a,x){l - k'^)l. 



Da a irgendein Vcktor ist imd weil 1 — k^ 7^ ist, folgt mit 3.7, dass jede 
Transvektion aus Sp(2n, K) ein Kommutator ist. Weil Sp(2n, K) nach 3.8 von 
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ihrcn Transvcktionen erzeugt wird, ist Sp(2n, K) also in diesem Falle gleich ihrer 
Kommutatorgruppe. 

Als Nachstes betrachten wir den Fall j/i'l = 3 und n > 2. Dann ist Rg^(y) > 

4. Jede symplektische Basis hat also mindestcns vicr Vektoren. Es seien vi, 
V3, V4 die ersten vicr Vektoren einer solchen Basis. Setze U := (X]i-=i '^i-^)^ ■ 
Dann ist V = {J2t=i ^i-^) ® Ferner ist auch vi, V2 + vs, V3, vi + V4 eine 
symplektische Basis von J2t=i ^'i^- Es gibt zwei Abbildungen cr, t € GL(y) 
mit = W2, V2 = ""^1: ^3 = ^^4 = "^4 ^iid u" = u fiir alle u & U, 
bzw. vl ^ V2 + W3, (w2 + v^y = -vi, W3 = W3, (wi + v^y = vi + V4 und 
wiedcrum ~ u fiir alle u G U. Mit 3.1 erschlicBcn wir, dass cr und t in 
Sp(2n, K) liegen. Man rechnet ferner leicht nach, dass cr^ = = 1 ist. Nun 
wird Sp(2n, K) von Transvektionen erzeugt, die wegen \K\ = 3 alle die Ordnung 
3 habcn. Dahcr ist Sp{2n, K) /Sp{2n, K)' eine elemcntarabclschc 3-Gruppe, 
so dass wegen cj^ = = 1 die Abbildungen a und r in Sp{2n,Ky liegen. 
Wir betrachten die Abbildung (tct)^. Es ist, wie eine einfache Rechnung zcigt, 

v^' = t;, fiir i := 1, 2, 3. Ferner ist — hier benutzen wir, dass wegen \K\ = 3 
die Gleichung —V3 = 2v3 gilt — , 

= {v^ +V4- Vi)^^^^" = {Vi +V4-V2- V^y^^ 

= {V2 +V4 + V1- = {V2 + Vs + Vi + V4 + Vsy^ 

= {-Vl +V1+V4 + Vsy =Vs + V4. 

Schliefilich ist u^'^'^^ = u fiir alle u G U. Definiert man p durch x'' := x + 
^3/(^3)2;), so ist p eine Transvektion. Ferner sieht man, dass p mit (rcr)^ auf 
der Menge {tii, f2) ■l'35 ^^4} U U iibereinstimmt, so dass p = {ray ist. Also ist 
peSp{2n,Ky. 

Es sei nun r eine Transvektion ungleich 1 aus Sp{2n,K). Nach 3.7 gibt es 
ein a G V und ein k G K mit x'^ = x + af{a,x)k fiir alle x G V. Wegen 

r 7^ 1 ist a 7^ und k ^ 0. Es gibt also ein A G Sp{2n,K) mit = V3. 
Es folgt x^^'^^ = X + V3f{a,x)k. Wegen k ^ und \K\ = 3 ist fc = 1 odcr 
— 1. Dies bcsagt, dass t zu p oder p^^ konjugiert ist. Weil Sp(2n,i4r)' ein 
Normaltciler von Sp(2n, K) ist, folgt p G Sp(2n, K)'. Hieraus folgt wieder, dass 
Sp{2n,K) = Sp{2n,Ky ist. 

Schliefihch sei | if] = 2 und n > 3. In diesem Falle ist Rgx(^) > 6. Es gibt 
daher sechs Vektoren vi, wg, die den Anfang einer symplektischen Basis 
bilden. Wir setzen wieder U := (ELi ^'t^y ■ Es folgt V = {J2l.=i ^iK) ® U. 

Wir definieren cine Abbildung p G Sp(2n, K) vermoge :— Vi fiir i :— 1, 
2, 5, 6 und Ug := + V4 und V4 := ^3 sowie u'' := u fiir alle u G U. (Dass 
p tatsachlich in Sp{2n,K) liegt, erschliefit man wieder mit Satz 3.1.) Dann ist 
p3 — I Weil Sp{2n,K) von Transvektionen erzeugt wird, die wegen \K\ = 2 die 
Ordnung 2 haben, ist Sp{2n,K)/Sp{2n,Ky eine elementarabelsche 2-Gruppe. 
Folglich ist p G Sp(2n, if)' 

Wir definieren eine weitere Abbildung a G Sp(2n, K) vermoge vf := fiir 
i := 1, 5, 6 sowie {v2 + V4y = V2 + ^4, ('-'i + ^3)'^ = V4 und V4 = vi + V3 + V4 
sowie u'^ = u fiir alle u G U. Dann ist = 1, so dass auch a G Sp(2n, Ky gilt. 
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Folglich ist /Ui := pa G Sp(2n, K} 



]' . Man rechnet leicht nach, dass 



und 



V^^ =Vi+V'2 + Vz, V^^ =Vi+ Vi, V^^ = V6 



sowic u''! = u fiir allc u U ist. Ersctzt man hicrin dor Rcihc nach Vi, V2, fs, 
V4, V5, va durch t'l, V2, fs, ve, V3, V4, so sieht man, dass es auch eine Abbildung 
H2 e Sp(2n, K)' gibt mit 



sowie u'^^ = u fiir allc u G [/ ist. Ersetzt man wicdcrum in der ersten Gruppe 
von Gleichungen vi, V2, v^, V4, V5, vq der Reihe nach durch vi, V2, Vs+v^, V4, 
V5, V4 + ve, so folgt, dass es ein /X3 € Sp(2n, K)' gibt mit 



sowic «/'■■' = u fiir alle u € U ist. Sctzt man nun /i := /ii/i2M3, so zeigen einfache 
Rechnungen, dass fiir i ^ 2 die Gleichung v!^ = Vi gilt, dass V2 = Vi + V2 
und dass = u fiir alle w e ?7 ist. Folglich ist /x eine in Sp(2n, ii')' liegende, 
von 1 verschicdcnc Transvcktion. Weil die Charaktcristik von K glcich 2 ist, 
sind alle Transvektionen aus Sp{2n,K) konjugiert, so dass auch in diesem Falle 
Sp{2n,K) = Sp{2n,Ky gilt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Gruppen SL(2,2) und SL(2,3) sind auflosbar, so dass im Falle \K\ < 3 

und n = 1 tatsachlich Sp(2,if)' ^ Sp{2,K) ist. Dass auch Sp(4,2)' 7^ Sp(4, 2) 
ist, werden wir am Ende dieses Abschnitts sehen, wo wir zeigen werden, dass 
Sp(4, 2) und Sq isomorph sind. 

3.10. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K und n sei eine symplektische 
Polaritdt von L(y). Ist G := PSp(y) die zugehdrige projektive symplektische 
Gruppe, so gilt: 

a) G ist auf der Menge der Punkte von L{V) transitiv. 

b) Ist P ein Punkt von L(T^), so hat Gp genau drei Punktbahnen, namlich: 
{P}, die Menge der von P verschiedenen Punkte von P^ (diese Menge ist 
im Falle Rgj^{V) = 2 leer) und die Menge der Punkte von L{V)p^ . 

c) G operiert auf der Menge der Punkte von L(V^) primitiv. 

Beweis. a) folgt aus der Transitivitat von Sp(V) auf der Menge der von Null 
verschiedenen Vektoren von V. 

b) Es sci P = pK. Ferncr scion uK und vK zwei Punkte von P"^ . Dann 
ist f{p,u) = = f{p,v). Aus 3.2 und 3.1 folgt die Existenz einer Abbildung 




und 




und 



= + ^2 + t^s + W5, V^^ =Vi+ V4, =Vi+V(i 
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p e Sp(F) mit pP = p und uP = v, so dass die von P verschiedenen Punkte von 
eine Bahn von Gp bilden. 

Es seien uK und vK zwei Punkte, die nicht in liegen. Dann ist f{p,u), 
f{p,v) 7^ 0. Wir diirfcn dahcr, indcm wir ggf. u und v durch skalarc Vielfachc 
ersetzen, annehmen, dass f{p,u) = 1 = f{p,v) ist. Wiederum mit 3.2 und 3.1 
erschliefien wir die Existenz eines a e Sp(y) mit p'^ = p und u'' = v, so dass 
auch die Punkte auiBcrhalb von P'^ cine Bahn von Gp bilden. 

Angenommen G sei imprimitiv. Ist A ein Imprimitivitatsgebiet von G, so 
ist also |A| > 2, jedoch enthalt A nicht alle Punkte von L{V). Es sei P G A. 
Ist H := Gp, so ist A^ = A. Folglich zcrfaht A in gcnau zwei Bahncn von 
H. Aus b) folgt somit, dass A entweder aus den Punkten von P'^ oder aus 
P und den Punkten des affinen Raumes L(y)p7r besteht. Beides fiihrt aber 
auf cincn Widcrspruch. Nach a) ist G ja auf den Punkten von L(y) transitiv. 
Weil nun jede Hyperebene von V von der Form P'^ ist, wobei P ein Punkt 
ist, ist G auch auf der Menge der Hyperebenen transitiv. Folglich waren alle 
Hypcrcbcncn Imprimitivitatsgcbictc. Dies kann aber nicht sein, da Hyperebenen 
stets Punkte gemeinsam haben, Imprimitivitatsgebiete aber disjunkt liegen. Da 
es andererseits zu zwei verschiedene Hyperebenen stets einen Punkt gibt, der auf 
keiner der beiden Hyperebenen liegt, kann auch der zweite Fall nicht eintreten. 
Damit ist auch c) bcwicsen. 

3.11. Satz. Die Gruppe PSp{2n, K) ist einfach, es sei denn es ist n = I und 
\K\ < 3 Oder n = 2 und \K\ = 2. 

Beweis. Setze G := PSp(2n, K). Es sei P ein Punkt der zugrunde liegenden 

Geometric. Die in G liegenden Elationen mit dem Zentrum P bilden einen 
abelschen Normalteiler Ap von Gp. Ist Q ein weiterer Punkt, so folgt mit 3.10a), 
dass Ap und Aq in G konjugiert sind. Nach 3.8 wird G von seinen Elationen 
erzeugt. Nach 3.10c) operiert G auf der Punktmenge von L(y) primitiv und 
nach 3.8 ist G = G' , falls nicht einer der drei im Satz erwahnten Ausnahmefalle 
auftritt. Folglich ist G, von den Ausnahmefallen abgesehen, nach Satz III.2.1, 
dem Satz von Iwasawa, einfach. 

Die Gruppen PSp(2, 2) und PSp(2, 3) sind, wie wir schon bemerkten, auf- 
losbar. Dass auch PSp(4, 2) nicht einfach ist, zeigt der folgende Satz. 

3.12. Satz. Die Grappen PSp(4, 2) und Sq sind isomorph. 

Beweis. Wir betrachten die Menge M := {1, 2, 3, 4, 5, 6} und bezeichnen mit 
n die Menge ihrer 2-Teilmengen. Ist P e H, so sei bp die Menge aus P und den 
2-Teilmengen von M - P. Schhei31ich sei F := {bp \ P € U}. Wir betrachten 
die Inzidenzstruktur 

A:= (n,r,€). 

Die nachste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition. 

a) Sind P, Q gH, so ist genau dann P Gbg, wenn P = Q oder P n Q = ist. 

Aus a) folgt, dass die Anzahl rp der Blocke durch den Punkt P gleich 1 + 
(2) = 7 und dass die Anzahl kb von Punkten auf einem Block ebenfalls gleich 
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1 + (2) =7 ist. Also ist A eine taktische Konfiguration mit den Parametern 

V = b = (l) = 15 und r = k = 7. 

b) Es sei P := {a, b} und Q := {a, c} und b ^ c. Es sei ferner X e 11. Genau 
dann ist P,Q G Bx, wenn P D X = <D = Q D X ist. 

1st P n X = Q n X = (b, so ist P, Q € bx nach a). Es scicn P, Q e bx- 
Ware P = X,so folgte a G QnX. Mit a) folgt weiter Q = X und damit Q = P 
im Widerspruch zu c ^ 6. 

c) Sind P, Q e n und ist P n Q = 0, so sind bp, bQ und bp-(^puQ) die einzigen 

Blockc, die glcichzcitig mit P und Q inzidieren. 

Dies folgt unmittelbar aus a). 

Aus b) und c) folgt, dass zwei verschiedene Punkte von A mit genau drei 
Blockcn inzidieren. A ist also ein 2-(15,7,3)-Blockplan. 

Es seien P und Q zwei verschiedene Punkte von A. Mit P + Q bezeichnen 
wir ihre Verbindungsgerade, das ist der Schnitt iiber die drei Blocke, die P und 
Q cnthalten. Ist P n Q 7^ 0, so gilt nach b) genau dann Y E P + Q, wenn 
F n A = ist fiir alle 2-Teilmengen X von M — (PHQ), dh. genau dann, wenn 

Y eine 2-Teilmenge von P U Q ist. In diesem Falle ist also \P + Q\ = 3. 1st 
P O Q ^ so folgt aus c), dass P, Q und Af — (P U Q) die einzigen Punkte auf 
P + Q sind. Also gilt auch in dicscm Fallo |P + Ql = 3. Nun ist 

6-A_15-3_ 

so dass (n,r, e) nach IIII.lO.l die Geometrie aus den Punkten und Ebenen der 

projcktivcn Geometric L des Ranges 4 iibcr GF(2) ist. Ferner folgt. dass Sq 
eine Kollineationsgruppe von L ist. Wir definieren nun tt durch P^ := bp und 
bp := P. Weil genau dann P G bq gilt, wenn P = Q oder P n Q = ist, und da 
dies mit Q = P und QnP = % glcichbedcutcnd ist, gilt genau dann P S 6q, wenn 
Q G bp gilt. Daher ist tt eine Polaritat, die wegen P G bp = P'^ symplektisch 
ist. Es folgt Se C PC*{tt). Weil L eine projektiver Raum iiber GF(2) ist, 
gih PC*(tt) = PC{tt) = PSp(4,2) nach 2.6. Also ist sogar Se C PSp(4,2). 
Aus 3.3 folgt schliel31ich, dass |PSp(4, 2)| = 6! = \Sq\ ist, so dass in der Tat 
56 = PSp(4,2) gilt. 

4. Polaritaten bei Charakteristik 2 

Die Zentralisatoren von Polaritaten operieren in der Regel irreduzibel auf den 
zugrunde liegenden Vektorraumen. Ausnahmen treten nur bei Charakteristik 2 
auf. Einen der zwei moglichen Ausnahmefalle wollen wir in diesem Abschnitt 
betrachten. Der hier nicht behandelte Fall ist der einer unitaren Polaritat tt von 

L(y). 

Im Folgenden sei V ein Vektorraum iiber dcm Korper K der Charakteristik 

2 und es sei Kgj^{V) > 3. Ferner sei tt eine projektive Polaritat von L(y) und 
/ sei eine tt darstellende Bilinearform. Wie wir wissen, ist / symmetrisch. Sind 
u,v€iV, so ist 



f{u + v,u + v)= f{u, u) + 2/(u, v) + f{v, v) = f{u, u) + f{v, v). 
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Hieraus folgt, dass die Menge 

H :={v\ve V,f{v,v)=0} 

ein Unterraum von V ist. Wir nehmen weiterhin an, dass tt nicht symplektisch 
ist. Dann ist also H ^V. 

4.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges mindestens 3 iiber dem kom- 
mutativen Korper K der Charakteristik 2. Ferner sei it eine projektive Polaritdt 
von L(V"), die nicht symplektisch sei. Ist dann f eine tt darstellende Bilinear- 
form und setzt man 

H:={v\ V e V,f{v,v) = 0}, 

so ist 1 < Rgj({V/H) < [K : K"^]. Insbesondere ist H eine Hyperebene, falls K 
perfekt ist. 

Beweis. Weil H von V verschieden ist, ist der Rang von V/H mindestens 1. 
Die Abbildung v — > f{v, v) ist cine semilineare Abbildung des if-Vektorraumcs 
V in den if^.yektorraum K. Daher ist Rg^(y/ff) < [K : K\ Ist K perfekt, 
so ist K = K"^, so dass in diesem Falle Rgj({V/H) = 1 ist. Damit ist alles 
bewiesen. 

Wir setzen Hq := HCiH'' . Ferner seien Hi, H2, H3 e L{V) mit H = Ho®Hi, 
H'^ = Ho® H2 und H^nH^ =Ho® H3. Dann ist 

und somit 

n {Hi + H2Y = Ho. 
Wegen Hq = H + H^ ist daher nach dem Modulargesetz 

Ho = {Ho + {Hi + H2)) n {Hi + H2Y 
= Ho+ {{Hi + H2) n {Hi + H2Y) 

Also ist 

{Hi+H2)r\{Hi+H2Y <Ho. 

Hieraus folgt 

{Hi + H2) n {Hi + H2Y <Hon {Hi + H2) = {0}, 

so dass also 

{Hl+H2)f^{Hl+H2Y = {'^} 

ist. Nach 1.5 ist daher 

V = Hi®H2®{Hi + H2Y 
= Hi®H2®Ho®H3 
= {H + H'') e H^. 
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Es ist fl"o + F2 + F3 < , so dass V = Hi+H^ ist. Mit 1.5 crhaltcn wir dahcr 
Hi DHi = {0}. Folglich induziert / in Hi eine nicht ausgeartete, alternierende 
Bilinearform. Mit Sp(i?i) bezeichnen wir die zu der von / in Hi induzierten 
Form gehorige symplektische Gruppe. 

4.2. Satz. Es sei V ein Vektorraurn, des Ranges mindestens 3 ilher dem kommu- 
tativen Korper K der Charakteristik 2. Ferner sei n eine projektive Polaritdt 
von L(F), die nicht symplektisch sei. Ferner sei f eine w darstellende Bi- 
linearform. Schliefilich haben H, Hq, Hi, H2 und H3 die oben eingefiihrten 
Bedeutungen. Ist a € C{'k), so gibt es Abbildungen a G Honiif (iJa, ifo); 
(3 e Homif(iJ3, _ffi), 7 e Sp(77i) und 5 € Homx(i?i, Hq), so dass 
(j) fiy, 2") + /(y", ^) + = fiir alle y, z G und 

(ij) f{x^, h^) + /(a;*, /i) = fur alle x ^ Hi und alle h G H^ sowie 
(iij) {ho + hi + h2 + hsY = ho + hj + hf + h2 + ha + + fur alle hi e Hi 
gilt. 

Ist umgekehrt a G Honiif (ifa, i?o)) /3 G Hom/f (i?3, Jfi), 7 G Sp(ffi) Mnd 
5 G Honi2<-(ffi, ifo) wnrf gelten (j) wnd (ij) /ar diese Abbildungen, so liegt die 
durch (iij) erkldrte Abbildung a in C(7r). Die Zuordnung a (a, /3, 7, (5) ist 
bijektiv. 

Beweis. Es sei a G C{n). Dann ist ofFenbar H'^ = H und damit auch 

jjTTcT _ jjTT jja _ jj^ _ gj^j y E H2+ H^ . Es gibt dann Homomorphismen 

77 G HomK(iJ2+^f3, H2+H3) und C e Homx(if2+-ff3, Hq+Hi) mit y*" = 
Daher ist 

/(y, y) = fiy", y") = f{y\ y") + (/(/, y^)- 

Weil Ho + Hi = H ist, ist f(y^,y^) = 0. Somit ist /(2/,y) = f{y'',y'>), was 
wiederum /(y'' + y,y^ + y) =0 nach sich zieht. Daher ist 

y^ + yeHn{H2 + H3) = {0}, 

so dass fiir alle y E H2 + Hs die Glcichung y'' = y gilt. 

Es sei y & H2. Nacli dem soeben Bewiesenen ist dann y'^ = y + y^ mit 
G if. Wegen H2 < H"" = H""" ist daher 

yi =y'' + yGiH^+H2)nH<H''nH = Hq. 

Mit M G i/3 folgt somit 

/(«, y) = /(^i^ y^) = /(u + y + /) 

= /(u, y) + f{u, y'^) + f{u'^, y) + f{u^, y«). 

Nun ist & H und y £ H2 < H^ , so dass f{uf',y) = ist. Ebenso folgt 
f{u'^,y<) = 0. Folglich ist 

f{u,y) = f{u,y) + f{u,y^), 
so dass auch f{u,y^) = ist fiir alle u € H^ und alle y G H2. Hicraus folgt 
y'^ &H^nHQ = H^nHnH'' = {H3 + H + H^'f = V'' = {0} 
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fiir alle y € H^. Somit ist y'^ = y fiir alle y € H2. 
Es sei y G Ho und x G H3. Dann ist 

f{y, x) = f{y\x'') = f{y'^,x + x^) = f{y^, x) + f{y% x^). 

Nun ist y'^ e Hq = Hq und x^ G H, so dass f{y^,x^) = ist. Hieraus folgt 

/(y-^/^ar) = 

fiir alle y £ Hq und alle x G H^}. Folglich ist 

y-y''€H^nHo = {0}. 

Also induziert a auch in Hq die Identitat. Wegen H'^ = Ho + H2 ist y^ = y fiir 
alle yGH''. 

Bevor wir den Beweis zu Ende fiihren, machen wir noch die folgende Bemer- 
kung: ist H = {0}, so ist — V und daher C(7r) = {1}. Dicser Fall kann 
durchaus eintreten. Ist namlich K nicht perfekt und ist [K : K"^] = n > 3, ist 
ferner fci , . . . , fc„ eine Basis von K bez. K"^ und V ein Vektorraum iiber K mit 
3 < Rgx{V) = m < n, ist schlieiJlich 61, . . . , 6^ eine Basis von V iiber K und 
definiert man / vermoge 

/ m m \ m 

fi^hx,,^b,yA ■=^kiXiyi, 

i:=l / 

SO ist / eine nicht entartete Bilinearform auf V, fiir die genau dann f{x, a;) = 
gilt, wenn a; = ist. 

Es sei X £ H3. Dann ist x'' £ H = Hq (B Hi. Es gibt daher ein a G 
HomK(i?3, Ho) und ein P G HomK(i?3, Hi) mit x'^ =x°'+x'^. 

Es sei X e Hi. Dann ist x^ = x"^ + x^ mit 7 G lIomK{Hi,Hi) und 6 G 

E.omK{Hi,Ho), da ja 

x" GHl <H'' = H = Hq(B Hi 

ist. Sind a;, y e -ffi, so ist also 

f{x, y) = f{x\ f) = fix'' + x\ + y') = f{x\ y'<). 

Ist a;'*' = 0, so ist f{x,y) = fiir alle y £ Hi. Weil /, wic wir gcschen haben, 
in Hi eine nicht ausgcartotc, alternierende Bilinearform induziert, folgt welter, 
dass X = ist. Folglich ist 7 injektiv und wegen der Endlichkeit von Rg^(i7i) 
dann auch bijektiv. Hieraus und aus fix'', y^) = fix, y) fiir alle x, y G Hi folgt 
schliei31ich 7 e Sp(i?i). 

Ist nun hi G Hi fiir i := 0, 1, 2, 3, so ist also 

iho + hi + h2 + ha)" = + + + 

= ho + hJ + hi + h2 + h^ + hl 
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Damit ist (iij) nachgewiesen. Um (j) zu beweisen, seien y, z G H^. Dann ist 

f{y, Z) = fiv", = f{y + y-+y^,z + z" + Z^) 

= f{y, z) + f{y, z") + f{y, z^) + f{y", z) + f{y^, z") 
+ f{y", z^) + f{y^ z) + f{y^ z'^) + f{y^, z^). 
Wegen H^, < ist 

/(2/,z^)=0 = /(/,z). 
Ferner ist Hq < Hq , iJf , so dass auch 

/(2/",z")=0 = /(2/",z^)=/(/,^") 

ist. Aus obiger Gleichung fiir f{y,z) folgt somit 

f{y,z") + f{y",z) + f{y^,z^) = 0, 

dh. (j). 

Schliei31ich sei x & Hi und h e H^. Wegen < iJf ist dann f{x, h) = = 
/(a;^, h). Daher ist 

= /(x, h) = fix", h") = fix'* +x^,h + h°' + h^) 
= f{x\ h) + f{x\ /i") + f{x\ h^) + fix', h) + fix', h'^) + fix', h^). 

Wegen h" e Ha ist fix^,h'^)=0 = fix',h°'). Ferner ist x' € Hq und h^^ £ Hi, 
so dass auch fix' , /i^) = ist. Daher gilt 

= fix\h^) + fix',h), 

dh. (ij). 

Es bleibe dem Leser iiberlassen zu verifizieren, dass umgekehrt jedes Quadru- 
pel (a, /3,j,S), welches (j) und (ij) crfiillt, vermoge (iij) ein a € C(7r) liefert und 
dass die Zuordnung a — > (a,/3,7, 5) injcktiv ist. 

4.3. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges mindestens 3 iiber dem kom- 
mutativen Korper K der Charakteristik 2. Ferner sei n eine projektive Polaritdt 

von h{V), die nicht symplektisch sei. Ferner seien p, a £ C'(7r). Gehort zu p 
gemdfi ^.2 das Quadrupel (a,/3,7, (5) und zu a das Quadrupel (a', /?', 7', 5'), so 
gehort zu pa das Quadrupel 

ia + a' + pS', /?' + /37', 77', jS' + S). 

Beweis. Es sei (a",/3",7",(5") das zu pa gehorende Quadrupel. Ist hi G Hi, 
so ist hi = hj + h'. Daher ist 

hP'' = hY + h'Y = hi'' + hf + h'l. 

Somit ist 7" = 77' und S" = 7^' + 6. Ist h^ £ H3, so ist 

/if = h^ + h^" + h^" = /13 + h^' + h( + /i? + h^i'' + hf . 
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Also ist a" = a + a' + pS' und /3" = 0' + ^7'. Damit ist alles bewiesen. 

4.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges mindestens 3 iiher dem kommu- 
tativen Korper K der Charakteristik 2. Ferner sei tt erne projektive Polaritdt 
von L(F), die nicht symplektisch sei. Ferner sei p G C{'k) und zu p gehdre 
gemdfl 4-2 das Quadrupel (a, /?, 7, 5). Genau dann liegt p im Zentrum von C{'jt), 
wenn /3 = 0, 7 = 1 und S = ist. 

Beweis. Es sei a G C{'jt) und (a', /?', 7', 5') sei das zugehorige Quadrupel. 
Nach 4.3 ist genau dann pa = ap, wenn 



ist. Nach 4.3 entspricht jcdcm Quadrupel der Form (0, 0,7',0) cin <t G ^(Tr). 
Ist nun p e Z{C{tt)), so ist also (3Y = (3, 77' = 7'7 und 6 = j'd fiir alle 
7' e Sp{Hi). Hieraus folgt /3 = und ^ = sowie 7 e Z(Sp(7r)). Weil die 

Charakteristik von K gleich 2 ist, ist Z{Sp{Hi)) = {1}, so dass 7 = 1 ist. 
Ist umgckchrt (a, l3, 7, 6) — {a, 0, 1, 0), so ist p G Z(Sp(7r)). 

4.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges mindestens 3 iiber dem kom- 
mutativen Korper K der Charakteristik 2. Ferner sei tt erne projektive Polaritdt 

von L(y), die nicht symplektisch sei. Dann enthdlt C(7r) einen Normalteiler M 
mit Z{C{-k)) CMC C{tt) mit Sp(iJi) C{tt)/M und M' C Z{C(tt)). 

Beweis. Es sei M die Mange aller p G C(7r), fiir die das zugehorige Quadrupel 
die Form {a,/3, 1,6) hat. Aus 4.3 folgt, dass M ein Normalteiler von C(7r) ist. 
Ist ferner G die Menge aller p G C{tt), deren zugehoriges Quadrupel die Form 
(0,0,7,0) hat, so ist G eine zu Sp(-ffi) isomorphe Untcrgruppc von C{n) mit 
C{tt) = GM und Gn M = {1}. Also ist C{t:)/M zu Sp(i?i) isomorph. Aus 4.4 
folgt Z{C{tt)) C M und mit 4.3 folgt schliefihch M' C Z{C{tt)). 

4.6. Satz. Die Voraussetzungen seien wie in 4-5. Ist K perfekt, so gilt: 

a) Ist Rgjf(V) = n ungerade, so ist M = {1} und C{-k) = Sp(n — l,K). 

b) Ist Kgj^{V) = n gerade, so ist Z{C{n)) zur additiven Gruppe von K und 
M/Z{C{'k)) zu IIomx(i?3, isomorph. 

Beweis. Weil K perfekt ist, ist H nach 4.1 eine Hyperebene. Folglich ist 
H'" cin Punkt. Wegen Hq < folgt daher, dass Rg^(ifo) < 1 ist. Ferner ist 

^&k{Hi) gerade. 

a) Ist Rgj^{V) ungerade, so ist Rg^^ (iJ) gerade. Wegen 



ist dahcr auch Rg^-(i7o) gerade, so dass Rg^(_ffo) = und damit Hq = {0} ist. 
Also ist H = Hi und = H2. Hieraus folgt mit 



a + a' + 136' 

li 

7(5' +(5 



a' + a + 13' 6, 

ii-, 

7'<5 + 6' 



H3®Ho = H^r\H^ = H''r\H = Ho = {0}, 
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dass auch = {0} ist. Dahcr ist Homx(ff3, Hq) = {0} und Honi/f (iJa, Hi) = 
{0}. Wegen Hq = {0} ist auch Homif(ifi, ffo) = {0}- Dies impliziert wiederum 
M = {1}. Wegen Hi = H ist daher 

C{tt) ^ Sp(Fi) ^ Sp(n - 1, iif). 

b) Ist Rgj^{V) gerade, so ist Rg j^{H) ungerade. Wegen 

Rgj,{Ho)=RgK{H)~RgK{Hi) 

ist dann auch Rg^(i/o) ungerade. Weil der Rang von Hq hochstens Eins ist, 
ist also Rgj^{HQ) = 1. Insbcsondere ist dann Rg^(77i) = n — 2, was seinerseits 
Rg{H^) = 2 impHziert. Weil Rg^l-ffo) = 1 = RgKiH"") ist, ist H"" = Hq, so 
dass H2 = {0} ist. Dies besagt wiederum i/J = V. Also ist 

so dass 

RgK{Hs) = RgKm - RgK{Ho) = 2-1 = 1 

ist. Wegen 

V = Ho(BHi(SH3=Hi® HI 

ist HI nicht isotrop. Es gibt daher Vektoren p und q mit = pK und iTs = qK 
und f{p,q) = 1. Es sei nun a e Homx(i?3, -ffo) und /9 € Honiif (iJs, Ifi). Sind 
y, z G Hs, so sind y und z linear abhiingig. Dann sind aber auch und 
linear abhangig, so dass f{y^,z^) = ist. Es sei = pr und y = qs sowie 
2; = g't. Dann ist 

fiy, z") + /(y", z) + fiy^ z^) = .f{q,p)srt + f{p, q)srt = 0, 

so dass die Bedingung (j) von 4.2 stets erfiillt ist. 
Es sei h = qr G H3. Genau dann ist 

= f{x^, q^)r + f{x6, q)r 

fiir alle r G K, wenn 

= f{x\q^) + f{x',q) 

ist. Definiert man nun ip durch = p^p{x), so ist <p € Hom^ , -?!') und es 
gilt 

= f{x\ /) + f{p, qMx) = f{x\ /) + ^{x), 
so dass ^{x) = f{x'^,q^) ist. Dies zeigt, dass 

x'=pf{x'',q^) 

ist. 

Sind umgekehrt a, /3, 7 gegeben und definiert man 6 durch 

x' :=pf{x\q% 

so erfiillt das Quadrupel {a,l3,j,6) die Bedingung (j) sowieso und auch die 
Bedingung (ij), wie man leicht nachrechnet. Hieraus folgt alles Weitere. 
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5. Quadratische Formen 

Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem kommutativen Korper K. 
Eine Abbildung Q von V in K nennen wir, wie schon in Kapitel IIII, Abschnitt 4, 
quadratische Form auf V, falls Q die beiden folgenden Bedingungen erfiillt: 

1) Es ist Q{xk) = Q{x)k^ fiir alle x eV und alle kG K. 

2) Die durch f{x, y) := Q{x + y) — Q{x) — Q{y) erklarte Abbildung / von V xV 

in K ist eine Bilinearform. 
Es ist 

f{x,x) = Q{2x) - 2Q{x) = 4g(x) - 2Q{x) = 2Q{x), 

so dass / alternierend ist, falls Char(if) = 2 ist. Ferner ist klar, dass f{x,y) = 
f{y,x) ist, so dass / also in jedem Fall symmetrisch ist. Man nennt / die zu Q 
assoziierte Bilinearform. Ist Char(if) ^ 2, so ist Q{x) = \f{x,x). Die quadra- 
tische Form Q heifit nicht ausgeartet, falls die zu Q assoziierte Bilinearform / 
nicht ausgeartet ist. Ist Char(isr) = 2, so ist / alternierend, so dass Q hochstens 
dann nicht ausgeartet ist, wenn Rg^ (^) gerade ist. 

Ist Q eine quadratische Form auf V und ist / die zu Q assoziierte Bilinear- 
form, so heifit die Menge 

Kern(Q) :={x\xeV, Q{x) = und f{x, y)=Q fiir alle y &V} 

Kern von Q. Offenbar ist Kern((3) ein Unterraum von V. Ist namlich x G 
Kevn{Q) und k G K, so ist 

Q{xk) = Q{x)k'^ = 

und 

f(xk,y) = f{x,y)k = 
fiir alle y &V. Also ist xk e Kein{Q). Sind x, x' e Kem{Q), so ist 

Q{x + x') = fix, x') + Q{x) + Q{x') = 

und 

f{x + x',y)^f{x,y)+f{x',y)=Q 

fiir alle y & V. Daher ist auch x + x' € Kern((5). 

Die quadratische Form Q heifit singular, falls Kern((5) ^ {0} ist. 

5.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem kommutativen 

Korper K und Q sei eine quadratische Form auf V . 

a) Ist Q singular, so ist Q ausgeartet. 

b) Ist Char(ii') ^ 2 und ist Q ausgeartet, so ist Q singular. 

Bcwcis. a) Es sci Q singular. Es gibt dann cincn von verschicdcncn Vektor 
X e Kern((5). Fiir diesen Vektor gilt f{x,y) = fiir alle y £ V, so dass Q 
ausgeartet ist. 

b) Q sei ausgeartet. Es gibt dann cincn Vektor x € V mit x ^ und 
f{x,y) = fiir alle y GV. Insbesonderc ist dann auch 



= f{x,x) = 2Q{x). 
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Weil Char(ii') ^ 2 ist, folgt Q{x) = 0, so dass x G Kern((3) ist. Folglich ist Q 

singular. 

Dass es im Falle der Charakteristik 2 ausgeartete quadratische Formen gibt, 
die nicht singular sind, zeigt folgendes Beispiel. Es sei K ein Korper der Charak- 
teristik 2 und V sci cin Vcktorrauni dcs Ranges 3 fiber K und bi, b^, 63 sei eine 
Basis von V. Ist v = b\k\ + 62^2 + ^3^3, so setzen wir 

Q{v) := kl + k2k3 + kl. 

Ist dann auch noch w = bih + 62^2 + &3^3, so ist — hier wird benutzt, dass 
Char(i^) = 2 ist — , 

f{v,w) = hk^ + kih- 

Hieraus folgt, dass f{v,w) = fiir alle w & V genau dann gilt, wcnn v G b\K 
ist. Also ist Kern((5) < hiK. Nun ist Q{bi) = 1, so dass Kern((3) = {0} ist. 

Ist Q cine quadratische Form auf dem Vcktorraum V und ist / die zu Q 
assoziierte Bilincarform, so definieren wir das Radikal rad((5) von Q durch 

rad((5) := {x\x gV, f{x, y) = fiir alle y gV}. 

Offenbar ist va,d{Q) ein Unterraum. 

5.2. Satz. Es sei K ein perfekter Korper der Charakteristik 2. Ferner sei V 
ein Vektorraum iiber K und Q sei eine quadratische Form auf V . Dann ist Q 
sicker dann singular, wenn Rg^^ (rad(Q)) > 2 ist. 

Bcweis. Es scien a und b zwci linear unabhiingige Vcktoren aus rad((5). Ist 
Q{a) = oder Q{b) = 0, so ist Q singular. Wir konnen daher annehmen, dass 
Q{a), Q{b) ^ ist. Es gibt dann, da K perfekt ist, ein k G K mit 

,2 _ Q{<^) 



k' = 



Q{h)' 



Weil a und b linear unabhangig sind, ist a + bk ^Q. Ferner ist a + bk G vaA{Q), 
da rad(Q) ja ein Unterraum von V ist. Schliefilich gilt 

Q{a + bk) = f{a, b)k + Q{a) + Q{b)k'^ = 0, 

so dass a + bk G Kern((5) ist, q. e. d. 

5.3. Satz. Es sei K ein perfekter Korper der Charakteristik 2 und V sei ein 

Vektorraum, geraden Ranges iiber K . Ist Q eine quadratische Form auf V, so 
ist Q genau dann nicht singular, wenn Q nicht entartet ist. 

Beweis. Ist Q nicht entartet, so ist Q nach 5.1 a) nicht singular. 

Ist Q entartet, so ist rad{Q) 7^ {0}. Weil die zu Q assoziierte Bilinearform 
/ alternierend ist, induziert / in V/vad{Q) eine alternierende Bilinearform, die 
iiberdies nicht ausgeartet ist. Nach 1.6 ist somit Rg^(y/rad((5)) gerade. Weil 
Rgj^{V) gerade ist, ist auch Rg^(rad((5)) gerade. Wegen rad(Q) 7^ {0} ist somit 
Rg^f (rad(Q)) > 2, so dass Q nach 5.2 singular ist. Damit ist alles bewiesen. 
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Es sei Q eine quadratische Form auf V und U sei der Kern von Q. 1st v Q V 

und u G U, so ist 

Q{v + u) = f{v, u) + Q{v) + Q{u) = Q{v). 

Definiert man Q' auf V/C/ durch Q'{v+U) := Q{v), so ist also Q' eine Abbildung 
von V/U in K. Ferner ist 

Q'{vk + U) = Q{vk) = Q{v)k^ = Q'{v + U)k'^. 

Definiert man /' durch 

f{v + U,w + U):= Q'{v + W + U)- Q'{v + U) - Q\w + U), 

so folgt 

f'{v + U,w + U) = f{v,w). 

Dies implizicrt, dass auch /' eine Bilinearform ist. Folglich ist Q' cine quadra- 
tische Form auf V/U. 1st f{v + U,w + U) = fiir alle w + U e V/U und 
ist Q'{v + U) = 0, so ist f (v,w) = fiir ahc w e V und Q{v) = 0. Also ist 
V G U. Somit ist Q' nicht singular. Hieraus folgt, dass man eine Ubersicht iiber 
alle quadratischen Formen hat, wenn man alle nicht singularen quadratischen 
For men kennt. 

Ein Vektor v G V heifit singular, falls v und Q{v) = ist. Ist v singular, 
so ist vk singular fiir alio k E K* . Fcrncr ist /(w, w') = fiir alle w, w' £ vK. 
Ist U € L(^) und ist Q{u) = und f{u,'w) = fiir alle u, w G U, so heifit U 
vollstdndig singular. Die von singularen Vektoren aufgespannten Punkte sind 
also vollstandig singular. 

Die Menge der zu Q gehorenden vollstandig singularen Punkte nennen wir 
die zu Q gehdrende, bzw. die durch Q definierte Quadrik. Ist Q nicht singular, 
so nennen wir die zugehorige Quadrik, auch wenn sie leer sein soUte, nicht 
ausgeartet. 1st Q singular, so nennen wir die zugehorige Quadrik, die dann 
niemals leer ist, auch Kegel. 1st U der Kern von Q, so ist der durch Q definierte 
Kegel offensichtlich die Projcktion der zu Q' gehorenden Quadrik in L{V/U) 
aus U. Dies rechtfertigt den Namen Kegel. 

Sind E und E' Quadriken in L{V), so heiiSen E und E' projektiv dquivalent, 
falls es eine projektive Kollineation von L(y) gibt, welche E auf E' abbildet. 
Sind Q und Q' quadratische Formen, so heii3en sie projektiv dquivalent, falls 
es ein k e K* und ein a e GL(T/) gibt mit Q{x) = kQ'ix") fiir alle x e V. 
Sind E und E' projektiv aquivalente Quadriken und wird E durch die quadra- 
tische Form Q dargestellt, so definieren wir die quadratische Form Q' durch 
Q'{x) := Q{x^ ) fiir alle x gV, wobei 7 e GL{V) so gewahlt sei, dass E''' = E' 
ist. Nun ist genau dann Q'{x) = 0, wenn Qlx"^ ) = ist- Hieraus folgt, 
dass E' durch Q' dargestellt wird. Damit ist gezeigt, dass projektiv aquivalente 
Quadriken durch projektiv aquivalente quadratische Formen dargestellt wer- 
den. Die Umkehrung, dass projektiv aquivalente quadratische Formen projek- 
tive aquivalente Quadriken darstellen ist ebenso einfach zu zeigen. 
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5.4. Satz. Es sei Q eine quadratische Form auf dem Vektorraum V . 1st U ein 
Teilraum von V, dessen Punkte alle auf der durch Q definierten Quadrik liegt, 
so ist U vollstdndig singular. 

Beweis. Es seien x, y G U. Dann ist Q{x) = Q{y) = Q{x + y) = 0. Daher 

ist 

fix, y) = Qix + y)- Qix) - Q{y) = 0. 
Damit ist bereits alles bewiesen. 

6. Die wittsche Zerlegung 

Es sci / cine symmctrischc a-Scniibilincarform auf V . Die Form / heiiJt spur- 
wertig, falls es zu jedem x GV ein k G K gibt mit f{x, x) = k + k". 

1st die Charakteristik von K ungerade, so gilt wegen f{x,x)°' = f{x,x) die 
Gleichung 

f{x,x) = ^f{x,x) + (^f{x,x) 

so dass / spurwertig ist. 

Ist / alternierend, so ist f{x,x) = + 0", so dass / auch in diesem Falle 
spurwertig ist. 

Ist Cliar(ii') = 2 und induziert a auf Z{K) nicht die Identitat, so gibt es 
nach III.6.3b) ein z e Z{K) mit z + z" = 1. Dann ist 

f{x, x) = fix, x){z + z") = fix, x)z + ifix, x)z)°', 

so dass / auch in diesem Falle spurwertig ist. Dieser Fall liegt insbesondere 
dann vor, wenn K kommutativ und a ein involutorischer Automorphismus von 
K ist. 

Ist / die zu eincr quadratischen Form assoziiertc Bilinearform, so ist / eben- 
falls spurwertig. Dies ist fiir Cliar(iir) ^ 2 nach obigem selbstverstandlich und 
folgt fiir Char(if ) — 2 daraus, dass / in diesem Falle alternierend ist. 

Dass es auch nicht spurwertige symmetrische Bilinearformen gibt, zeigcn die 
Beispiele von projektiven Polaritaten, die wir in Abschnitt 4 betrachtet habcn. 

Wir setzen im Folgenden stets voraus, dass / eine spurwertige, symmetrische 
a-Semibilinearform auf V ist, wobci wir statt a-Semibilinearform auch kurz a- 
Form sagen werden. Nach obiger Bemerkung kann / also auch die zu einer 
quadratischen Form assoziierte Bilinearform sciin. Sind x und y zwei Vektoren 
aus V und ist fix,y) = 0, so nennen wir x und y orthogonal. Ist U G L(y), so 
bezeichnen wir mit U'^ die Mengc allcr zu alien Vektoren aus U orthogonalen 
Vektoren. Zwei Unterraume U und W heifien orthogonal, falls W < U-^ ist. 
Weil / symmetrisch ist, ist auch die Orthogonalitatsrelation symmetrisch. 

Ist U n f/^ 7^ {0}, so heifit U, wie schon zuvor, isotrop. Riihrt / von einer 
quadratischen Form Q her, so heiBt U singular, falls U isotrop ist und aufierdem 
Qiu) = ist fiir alle u G U Ci [/-"-. Wir nennen U vollstdndig singular, falls U 
vollstfindig isotrop und singular ist. Diesen Begriff liatten wir schon friiher 
definiert. Man beachte, dass nicht isotrope Raume nicht singular sind. 
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6.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber K und f sei entweder eine spurwertige 
a-Form oder die zu der quadratischen Form Q auf V assoziierte Bilinearform. 
Femer sei U ein von {0} verschiedener, vollstdndig isotroper, bzw. vollstdndig 
singuldrer Unterraum von V . 1st x E V und x ^ [/"*", ist ferner k € K, so gibt 
es ein y € U mit f{x + y,x + y) = k + A;", bzw. mit Q{x + y) = k. 

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass / eine a-Form ist. Da / 
spurwertig ist, gibt es ein I G K mit f{x,x) = 1 + 1°'. Ist y G U, so ist 
/(j/) y) = 0, da ja < U-^ ist. Daher ist 

f{x + y,x + y) = f{x, x) + /(.t, y) + f{y, x) + f{y, y) 
= l + l- + f{x,y)+f{x,yr 
= l + f{x,y) + il + fix,y)r. 

Wegen x ^ U-^ ist die Abbildung y — >■ /(a;, y) eine von Null verschiedene lineare 
Abbildung von U in und damit auf K. Es gibt also ein y G U mit /(x, y) = k — l, 
womit der Satz im vorliegenden Falle bewiesen ist. 

Es sei nun / die zu der quadratischen Form Q assoziierte Bilinearform. Wir 
setzen I := Q{x). 1st y G U, so ist Q{y) = 0, da (7 ja vollstandig singular ist. 
Es folgt also, dass 

Qix + y) = Qix) + Q{y) + f{x, y) = l + f{x, y) 

ist. Es ist wieder f{x,y) ^ 0, so dass wir wie im ersten Fall die Existenz eines 
y G U erschlieBen, welches f{x,y) = k — I erfiillt. Dann ist Q{x + y) = k, so 
dass die Behauptung auch im zweiten Falle bewiesen ist. 

6.2. Satz. Es sei f eine spurwertige, nicht entartete, symmetrische a-Form 
auf dem K- Vektorraum V, bzw. die zu einer nicht entarteten quadratischen 
Form Q assoziierte Bilinearform. Femer sei X ein vollstdndig isotroper, bzw. 
vollstdndig singuldrer Unterraum von V . 

a) Ist Y e L( V) ein vollstdndig isotroper, bzw. vollstdndig singuldrer Unterraum 

mit Rg|f (F) = RgA-(^) =r undY f]X^ = {Q}, so ist X + Y nicht isotrop 
und zu jeder Basis bi, . . . , br von X gibt es eine Basis C\, . . . , Cj. von Y 
mit f{bi, Cj) = Sij fiir i, j :=l, ... , r. 

b) Ist U ein vollstdndig isotroper bzw. vollstdndig singuldrer Unterraum mit 
^Ek{U) < ^gxiX) und UnX^ = {0}, so gibt es einen vollstdndig isotropen 
bzw. einen vollstdndig singuldren Unterraum Y mit U < Y, Rg^(F) = 
Rg^(X) undYr\X^ = {0}. 

Beweis. a) Weil / nicht entartet ist, ist die Abbildung _L eine Polaritat von 
L{V). Daher ist 

{x + Y)n{x + Y)-^ = (X + F) n n y-^. 

Wcgcn X < X^ gilt daher auf Grund des Modulargesetzes, und well X n Y-^ = 

{0} vorausgcsctzt ist, 



(X + y) n n = (X + (y n x-^)) n y-^ = x n y-^. 
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Nun ist X-^ nY = {0} und dahcr X + = V. Weil / nicht cntartet 
ist, ist Rg^(y) + Rgif (r^) = RgiiiV) und wegen Rg^(xj = Rg^(y) ist 
Rg^(X) + Rg^(y-L) = Rg^(y). Hieraus folgt, dass V = X ®Y-^ ist. Dies 
bcsagt wicdcrum X nY-^ = {0}. Also ist {X + Y)n{X + Y)-^ = {0}, so dass 
X + Y nicht isotrop, bzw. nicht singular ist. 

Wir definieren fiir i := 1, . . . , r die Abbildung (pi G HomxiY, K) durch 

fi{y) ■■= f{bi,y) 

fiir alle y GY. Ferner setzen wir Hi := Kern(<^j). Dann ist 

r 

f]Hi<X^nY = {0}. 

Daher ist 

r 

Pj:= n Hi 

i: = l. «7^i 

ein Punkt, da ja Rg^(y) = r ist. Ist y € Pj, so ist f{bi,y) = fiir i ^ j und 
f{bj,y) ^ 0. Es gibt daher auch ein Cj G Pj mit f{bi,Cj) = dtj. Offenbar ist ci, 

. . . , Cr eine Basis von Y. Damit ist a) bcwicscn. 

b) Ist Rgj^{U) = r, so ist nichts zu bcwoisen. Es sei also 

Rg^(C/) < r. 

Wegen U n X-^ = {0} ist V = U-^ + X . Dahcr ist 

RgKiV) = RgKiX) + RgKiU^) - RgAx n U^) 

= RgAX) + RgKiV) - RgKiU) - RgjiiX n u^) 

Hieraus folgt 

RgAX) = Rg^U) + Rg^iX n u^), 

so dass wegen 

Rgif (t^) < RgK(^) die Ungleichung XnU^ {0} gilt. Ware 

U-^ <U + X^, so ware U >U^ r\ X und folglich ware 

{Q} = u r\ x^ >u^ r\ X f] x^ ^ r\ X ^ {o}. 

Dieser Widerspruch zeigt, dass es ein y e U-^ gibt mit y ^ U + X-^. 1st 
X e U-^ nX, so ist y + x e U-^ und wegen X < X^ auch y + x (^U + X^. Weil 
r\ X ^ {0} und auficrdcm vollstandig isotrop bzw. voUstandig singular ist, 
gibt cs nach 6.1 ein x G U-^dX, so dass y + x isotrop, bzw. singular ist. Wegen 
y + X ^ U + X^ ist y + X ^ Q. Setze 

U' ■.= U®{y + x)K. 

Dann ist Rg^iU') = Rg^(C/) + 1. Ferner ist U' vollstandig isotrop, bzw. 
vollstandig singular. Wegen y + x ^ U + X-^ ist 

RgKiU' + X^) = Rg^iU + X^) + 1 

= RgK{U) + RgK{X^) + l 
= RgK{U') + RgK{X^), 
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so dass RgKiU' n X-L) = ist. Folglich ist U' n X-^ = {0}. Vollstandige 
Induktion licfcrt mm die Bchauptung untcr b). 

6.3. KoroUar. Ist X ein vollstdndig isotroper bzw. vollstdndig singuldrer Un- 
terraum von V, so gibt es einen vollstdndig isotropen bzw. vollstdndig singuldren 
Unterraum Y von V mit Rg^(F) = Rg^(X) und X (lY = {0}, so dass X + Y 
nicht isotrop bzw. nicht singuldr ist. 

Dies folgt mit U := {0} aus 6.2. 

Aus 6.3 folgt wiederum, dass 2Rgj^(X) < Rg^(F) ist, falls X ein voUstandig 
isotroper bzw. voUstandig singularer Unterraum von V ist. 

6.4. Satz. Es sei f eine spurwertige, nicht entartete, symmetrische a-Form auf 
dem K- Vektorraum V , bzw. die der nicht entarteten quadratischen Form Q auf 
V assoziierte Bilinearform. Ferner seien Xi und X2 zwei m,axim,ale vollstdndig 
isotrope bzw. vollstdndig singuldre Untcrrdume von V . Setze X := Xi D X2. 
Es seien Si und S2 Unterrdume mit X,i = X ® Sj . Schliefllich setzen wir 
S := Si + 82. Es gibt dann zwei Unterrdume U und W von V mit: 

a) Die Unterrdume U+X, S und W sind nicht isotrop und paarweise orthogonal, 
h) Es istV X ® S (SU (SW. 

c) Es gibt keinen von verschiedenen isotropen bzw. singuldren Vektor in W. 

d) U ist vollstdndig isotrop bzw. vollstdndig singuldr. 

Dariiber hinaus ist Rg^(Xi) = Rg^(X2), Rgj^iU) = Rgji{X), Rg^(S'i) = 
Rg^(52) und RgKiW) = RgKiV) - 2Rg^(Xi). 

Beweis. Ist M ein maximaler voUstandig isotroper bzw. voUstandig sin- 
gularer Unterraum, ist x G und ist x isotrop bzw. singular, so ist x E M, 
da andernfalls M + xK ein voUstandig isotroper bzw. voUstandig singularer Un- 
terraum von V ware, der M edit umfasste. Ist also x e X^ und ist x isotrop 
bzw. singular, so ist x E Xi. 

Ist y G Si n 5^, so ist y G , da ja < Xi < X^ ist. WeU X < Xi gilt, 
ist also y G X-^. Somit ist 

y&X^C^S^ ^{X + 82)^ = x^. 

Da y isotrop bzw. singular ist, ist also y G X2. Also ist 

y G Si n X2 = 5i n Xi n X2 = Si n X = {o}. 

Somit ist 5i n 5^ = {0}. Ebenso folgt 8208^ = {0}. 

Weil / nicht entartet ist, ist also, da ja 5i fl 5^ = {0} ist, ^ = ® 5^. 
Also ist 

Rgj,{8i) + Rgj,{8^) = Rgj,{V). 

Andererseits ist 

Rgj,{82) + RgK{S^) = RgKiV), 

so dass 

RgK{8l) = RgK{S2) 
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ist. Hicraus und aus 5*1 n S2 = {0} folgt nach 6.2 a), dass S = Si + S2 nicht 
isotrop ist. Aus 1.5 folgt weiter, dass S-^ nicht isotrop ist. Es ist X < S-^. 
Nach 6.3, angewandt auf X und S-^, gibt es daher einen voUstandig isotropen 
bzw. vollstandig singularen Unterraum U < S-^ mit Rg^(X) = Iigj({U) und 
X nU = {0}, so dass X + U nicht singular ist. Wir setzen 

W := {x + u)^ns^. 
Weil S nicht isotrop ist, istV = S®S-^. Daher ist, da ja 5 < (X + U)-^ gilt, 
(X + ?7)^ = {X + U)^n{S®S^) 

= s® {{x + u)^ns^) 
= s®w. 

Weil X + U und damit (X + f/)-*- nicht isotrop sind und dies auch von S gilt, ist 

auch W nicht isotrop. Weil ferner S < {X + U)-^ , W < S-^ nad X + U < W-^ 
gilt, ist a) erfiillt. Ferner ist 

V = X®U®{X®U)^ = X®U®S®W, 

so dass auch b) gilt 

Es sei w £W und w sei isotrop bzw. singular. Dann ist 

wG{X + S)^< X^, 

so dass nach unserer Bemerkung zu Anfang des Beweises w G Xi gilt. Daher 
ist 

w€Xinw<{x + S)nw = {o}. 

Damit ist auch c) bewiesen. 

Wir haben bereits gezeigt, dass 

Rg;^(5i) = Rg^(52) 

und 

Rg^iX) = Rg^iU) 

ist. Alle iibrigen Rangaussagen folgen aus diesen. 

Es sei V ein Vektorraum und / sei eine spurwertigc Q-Form auf V oder 
die einer quadratischen Form assoziierte Bilinearform. Sind X, Y und Z Un- 
terraume von V und ist V = X (BY (B Z, so nennt man diese Zerlegung von V in 
eine direkte Summc wittsche Zerlegung von V , falls X und Y vollstandig isotrop 
bzw. vollstandig singular sind, falls Z nicht isotrop ist und falls Z < {X + Y)-^ 
gilt. 

6.5. Satz. Es sei f eine spurwertige, nicht ausgeartete symmetrische a-Form 
auf dem K- Vektorraum V bzw. die der nicht ausgearteten quadratischen Form 
Q auf V assoziierte Bilinearform. Dann gilt: 
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(a) Sind X und Y zwei maximale voUstdndig isotrope bzw. vollstdndig singuldre 
Teilrdume von V, so ist Kgj({X) = Rg^(y). 

(b) Ist X ein maximaler vollstdndig isotroper bzw. vollstdndig singuldrer Teil- 
raum, von V , so gibt es einen maximalen voUstdndig isotropen bzw. vollstdn- 
dig singuldren Teilraum Y von V mit X DY = {0}. 

(c) Sind X und Y maximale vollstdndig isotrope bzw. vollstdndig singuldre Teil- 
rdume mit X OY = {0} , so ist X + Y nicht isotrop und {X + Y)^ enthdlt 
keinen von verschiedenen isotropen bzw. singuldren Vektor. Insbesondere 
ist X, Y, [X + Y)-^ eine wittsche Zerlegung von V . 

(d) V besitzt eine wittsche Zerlegung. 

Dies folgt unmittelbar aus 6.4 und 6.3. 

Ist v der Rang cincs maximalen voUstandig isotropen bzw. cines maximalen 
voUstandig singularen Teilraumes von V, so ist v nach 6.5a) der Rang eines 
jeden maximalen voUstandig isotropen bzw. singularen Teilraumes. Die Zahl v 
heifit Index von / bzw. von Q. Nach 6.5b) ist 21^ < Rg^^ (F). Ist = ligj^{V), 
so heifit / bzw. Q von maximalem Index. Formen von maximalem Index gibt 
es also hochstens dann, wenn der Rang von V gerade ist. In diesem Falle gibt 
es aber auch immer eine. Genauer gilt: 

6.6. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 2u. Dann gibt es bis auf 

Isometrie genau eine quadratische Form des Index v aufV. 

Beweis. Es sei Q eine quadratische Form vom Index v auf V und / sei 
die zugehorige Bilinearform. Nach 6.3 gibt es dann zwei voUstandig singulare 
Unterraume X und Y des Ranges v mit X DY = {0}, so dass X -\-Y nicht 
isotrop ist. Dann ist 



da ja Rgji{V) = Rgj^{X) + Rg^(r) ist. Es sei v eV. Es gibt dann x G X und 
y gY mit V = x-\-y. Es folgt 



Wegen X = X-^ ist X-^ n F = {0}, so dass es nach 6.2 eine Basis 6i, . . . , 
von X und eine Basis ci,...,Cv von Y gibt mit Cj) = 6ij fiir alle i und 
j. Hieraus und aus Q{v) = f{x,y) folgt, dass Q his auf Isometrie eindeutig 
festliegt. 

Es seien umgekehrt X und Y Unterraume des Ranges v von V und es gelte 
V = X (BY. Ist 5i, . . . , 6y eine Basis von X und ci, . . . , Ci, eine solche von Y, 
so definieren wir / durch 



V = X®Y, 



Q{v) = Q{x) + Q{y) + fix, y) = f{x, y). 




falls x = Yl'i—i ^i^i und y = Xli'-=i '^iVi ^^t' weitcr durch 



f{x + y,x'-\-y') = f{x,y')-{-f{x',y) 



7. Der Satz von Witt 
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fiir alle x, x' G X und alle y, y' G Y. Dann ist 

f{y, x) = f{0 + y,x + 0) = /(0, 0) + fix, y) = f{x, y). 

Ferner ist 

Q{{x + y)k) = f{xk, yk) = f{x, y)^ = Q{x + y)k^ 

und 

Q{x + y + x' + y') - Q{x + y)- Q{x' + y') 

= fix + x',y + y') - fix, y) - fix', y') 
= fix, y') + fix', y) = fix + y,x' + y'). 

Damit ist gezeigt, dass Q eine quadratische Form ist, die iiberdies nicht aus- 
geartet ist. Weil X und Y vollstandig singular sind, ist u der Index von Q. 
Damit ist alles bewiesen. 

7. Der Satz von Witt 

Der Satz von Witt, den wir in diesem Abschnitt beweisen werden, ist von grofier 
Wichtigkcit bcim Studium der Zcntralisatorcn von Polaritatcn. Bcvor wir ihn 
formulieren, jedoch noch einige Bemerkungen. Zunachst erweitern wir den Be- 
griff der Isometrie etwas. 

Ist / cine a-Form auf dcm /C-Vcktorraum V und /' eine a-Form auf dem 
if-Vektorraum V , ist a eine bijektive lineare Abbildung von V auf V und gilt 
f'ix^, y'^) = fix, y) fiir alle x,y gV, so heifit a Isometrie von V auf V. Ferner 
nennen wir a auch dann cine Isometric von V auf V , wenn Q eine quadratische 
Form auf V und Q' eine quadratische Form auf V ist und wenn fiir alle x gV 
die Gleichung Q'ix") = Q(x) gilt. 

Es sci / cine nicht entartcte a- Form auf V und /' sei eine a-Form auf V . 
Ferner sei a eine lineare Abbildung von V in V mit fix" , y'^) = fix,y) fiir alle 
X, y gV. Ist y'^ = 0, so ist 

/(x,y) = /'(.T^y-) = /'(x^O) = 

fiir alle x E V, so dass y = ist, da / als nicht entartet vorausgesetzt wurdc. 
Also ist a injektiv. Ist Rgj^iV) = Rgj^iV), so ist a also eine Bijektion und 
damit eine Isometrie. 

7.1. Satz. Ist f eine symmetrische a-Form aufV bzw. die zu einer quadrati- 

schen Form Q assoziierte Bilinearform, sind ferner Xi und X2 Teilrdume von 
V sowie ai und Isometrien von Xi bzw. X2 in V, gilt 

XinX2 = {0} = x^' n x^^ 

und 

fixl\X2^) = fixi,X2) 
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fiir alle xi € Xi und alle X2 G X2 {dies ist eine zusdtzliche Eigenschaft zu den 
Isometriebedingungen) , so ist die durch 

{xi + X2Y ■■= xi' + x^' 

definierte lineare Abbildung v von Xi © X2 auf X^' © ^ eine Isometrie von 
Xi ® X2 in V. 

Beweis. Es ist banal, dass u eine bijektive lineare Abbildung von Xi ® X2 
auf 1 © X^^ ist. Ferner ist 

/((ari + X2)^ (yi + 2/2)'') = /K' + a;^ , + 

= f{xi,yi) + f{xi,y2) + f{x2,yi) + f{x2,y2) 
= f{xi +X2,yi +y2), 

bzw. 

Q{{xi+X2)'') =Q{x1'+x^') 

= Q(xr) + 0(4') + /«\4') 

= Q{xi) + Q{x2) + f{xi, X2) 
= Qixi + X2). 
Damit ist gczcigt, dass cine Isometric ist. 

7.2. Satz von Witt. Es sei f eine spurwertige, symmetrische, nicht entartete 
a-Form auf dem K- Vektorraum V, bzw. die der nicht entarteten quadratischen 

Form Q auf V assoziierte Bilinearform. Ist X ein Teilraum von V und ist a 
eine injektive lineare Abbildung von X in V mit f{x'^ ,y") = f{x,y) fiir alle x, 
y £ X, bzw. Q{x'^) = Q{x) fiir alle x G X, so gibt es eine Isometrie t von V 
auf sich mit x'^ = x" fiir alle x G X. 

Beweis. Setze 

Y ■.= {y\y&X,y'^ = y} und P := {x" - x \ x & X}. 

Dann ist X/Y. 

Wir betrachten zunachst den Fall, wo Y eine Hyperebene von X ist. Wegen 
P ^ X/Y ist P dann ein Punkt. 

Ist X' < P-L und XnX' = XT]X' = {0}, so gilt fiir a; e X und y e X' 

wegen X' < P^ die Glcichung 

= /(x^-x,^/) = /(a;^^/)-/(x,y), 
so dass f{x'',y) = f{x,y) ist. Definiert man u durch 

{x + yY —x" +y, 

so ist V nach 7.1 cine Isometrie von X ®X' in V , die iiberdies die Vektoren aus 
X' festlasst. Hieraus folgt weiter 

P={x'' -x\x£X + X']. 
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Sind X, y Q X, so ist 
(*) fix", y"-y) = f{x",yn - /(^", v) = f{x, y) - fix", y) = f{x - x", y). 
Ist iiberdies x €:Y,so ist nach (*) also 

f{x, y''-y) = fix", y"-y) = fix - x" , y) = 0, 

da in diesem Falle x = x" ist. Also ist Y < P-^. 

1. Fall: Es ist X ^ . Aus (*) folgt, dass dann auch X" ^ P^ ist. Weil 

Y eine Hyperebene von X und damit auch von X" ist und weil 

y < xnP-^, x"r^p^ 

gilt, ist also 

Xf^p^^Y = x''r^P^. 

Wahle ein Komplement X' von F in P-^. Dann ist XdX' = {0} und X"f\X' = 
{0}, so dass sich a, wie eingangs bemerkt, zu einer Isometrie u von X + X' in 

V fortsetzen lasst. Nun ist 

P^ = Y ® X' < X + X' <V, 

so dass X + X' = y ist, da P-^ ja eine Hyperebene von V ist. In diesem Falle 

setze man r := v. Dann ist t eine mogliche Fortsctzung von a. 

2. Fall: Es ist X <P^. Aus (*) folgt, dass dann auch X" < P^ ist. Hieraus 
folgt welter 

P<X + X'' <P^, 

so dass P isotrop bzw. singular ist. Fiir Lctztercs muss man noch bcachtcn, 
dass fiir p e P die Gleichung Qip) =0 gilt. Ist p e P, so gibt es ein x ^ X mit 
p = x" — X und es folgt 

Qix" -x) = Qix") + Qix) - fix", x) = 2Qix) - fix" - x,x) - fix, x) = 0. 

Nach 1.7.2 gibt es einen Teilraum X' von P-*- mit 

X®X' = P^ = X" ®x'. 

Nach 7.1 lasst sich a zu einer Isometrie von X ® X' auf X" © X' , dh. zu 
einer Isometrie von P-*- fortsetzen, die iiberdies die Hyperebene Y -\- X' von 
P^ clcmentweisc festlasst. Wir diirfen daher im wcitcrcn Vcrlauf dcs Bcweises 
annehmen, dass X = P-"- ist und dass cr eine Isometrie von X auf sich ist. Dies 
wird im Folgenden wesentlich benutzt. 

Ist z G so ist die Abbildung x fix" , z) fiir x E X cine lincare 
Abbildung von X in K. Es gibt ferner eine lineare Abbildung (p von V in K mit 
ipix) = fix" , z) fiir alle x €: X. Weil / nicht ausgeartet ist, gibt es ein z' &V 
mit /(w, z') — (fiv) fiir allc v eV. Ersetzt man x durch x" , so sieht man, dass 
es zu jedem z & V ein z' gibt mit 

fix,z)=^ix")= fix",z') 
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fiir alle x G X. 1st j/ e X, so gilt wegen X = X'^ = P-^ die Gleichung 

(**) f{x\z')=f{x^,z' + y^-y). 

1st 2 ^ X, so ist auch z' ^ X. Ware namlich 2;' e X, so ware 

fix'' -x,z') = 

fiir alle x G X, woraus /{x", z') = f(x, z) fiir alle x G X folgte. Daher galte nach 
(**) die Gleichung f{x, z') = f{x, z) fiir alle x G X, was wiederum f{x,z — z') = 
nach sich zoge, so dass 

z-z' gX-^ = P-L-L = P<X 

ware im Widerspruch zu z ^ X. Da P voUstandig isotrop bzw. voUstandig 
singular ist und well / als spurwertig vorausgesetzt wurde, gibt es nach 6.1 ein 
y G X mit 

f{z'+y''-y,z'+y''-y)=f{z,z) 

bzw. 

Q{z' + y^ -y) = Q{z). 

Weil schliefilich 

f{x^,z') = f{x'',z' + y^-y) 

fiir alle x E X gilt, crsctzcn wir z' durch z' + y" — y um zu sehen, dass es zu 
z GV mit z ^ X ein z' gV mit z' ^ X gibt, so dass 

f{,x'',z')= f{x,z') 

fiir alle x G X gilt, sowie 

f{z',z') = f{z,z) 

bzw. 

Q{z') = Q{z). 

Hieraus folgt, dass sich a zu einer Isometric von X ® zK = V auf X (Bz'K = V 
fortsctzcn lasst. 

Der Rest des Beweises folgt nun mit Induktion nach Rg^(X). Ist Rg^(X) = 
0, so ist der Satz trivial. Es sei also n := Rg^(X) > und Z < X sowie 
Rg^(Z) = n — 1. Schrankt man a auf Z ein, so gibt cs nach Induktionsannahme 
eine Isometrie p von V mit y'^ = yP fiir alle y G Z. Ist sogar x'^ = x^ fiir alle 
X G X, so ist T := p eine Fortsetzung von a auf V. Es sei also x^ ^ x"' fiir 
wenigstens ein x G X. Dann ist (7p~^ eine Isometrie von XinV mit 

Z = {x\xgX,x''p~' =x}. 

Nach dem bereits Bewiesenen — Z spielt jetzt die RoUe von Y — gibt es dann 
eine Isometrie i' von V mit x'^ = x"'' fiir alle x G X. Die Abbildung r := vp ist 
dann eine Isometrie von V mit x'^ = x'^ fiir alle x G X. Damit ist 7.2 bewiesen. 
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7.3. Korollar. Es sei f eine spurwertige, nicht entartete a-Form auf dem 
Vektorraum V, bzw. die der nicht entarteten quadratischen Form Q auf V 
assoziierte Bilinearform. 1st dann G die Gruppe der zugehdrigen Isometrien, so 
gilt: 

a) 1st M die Menge der voUstdndig isotropen, bzw. vollstdndig singuldren Un- 
terrdume vom Rang i von V, so ist G auf M transitiv. 

b) Ist U ein vollstdndig isotroper bzw. vollstdndig singuldrer Unterraum von V, 
so wird jede Isometrie von U auf sich von einem a G G induziert. 

Dies folgt unmittelbar aus 7.2. 

8. Unitare Gruppen 

Als Nachstes studieren wir die Zentralisatoren von unitaren Polaritaten, die 
durch spurwertige a-Formen dargestellt werden. Das uns hier vor allem in- 
tercssicrcndc Rosultat ist, dass die von Elationcn crzcugtc Untcrgruppc cincr 
solchen Gruppe bis auf drei Ausnahmen einfach ist. Wir werden diesen Satz 
nicht in voller Allgemeinheit beweisen, aber nur solche Geometrien ausschliefien, 
dercn Koordinatcnkorpcr nicht kommutativ sind und ein Zentrum haben, wel- 
ches zu GF(2), GF(3), GF(4) oder GF(9) isomorph ist. Dass wir diese sehr 
fremdartigen Korper aus der Betrachtung ausschhefien, liegt an unserer Beweis- 
mcthode. Es gibt zwar Schiefkorper, dcren Zentrum zu einem der genannten 
Galoisfelder isomorph ist (P. M. Cohn 1977, S. 116/117), ich weii3 aber nicht, ob 
es unter ihnen auch solche gibt, die einen Antiautomorphismus gestatten. Das 
Studium der unitaren Gruppen wird uns drei Abschnittc lang beschaftigen. 

Bei den Studien dieses Abschnitts werden wir uns des Satzes 1.9 bedi- 
enen, der besagt, dass sich unitare Polaritaten nicht nur durch symmetrische 
a-Formen, sondern auch durch antisymmetrischc a-Formen darstellen lassen. 
Dabei heii3t eine a-Form antisymmetrisch, falls 

f{u,vr = -f{v,u) 

ist fiir alle u, v E V und falls im Falle a = I auBerdem /(x, x) = fiir alle 
X & V gilt. Dies hat den Vortcil, dass die hier vorzutragenden Satze auch fiir 
die symplektischen Gruppen gelten. Dies werden wir nicht weiter ausnutzen, da 
wir die Einfachheit der symplektischen Gruppen ja bereits bewiesen haben. 

8.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f sei eine nicht 
ausgeartete, antisymmetrischc a-Semibilinearform auf V. Ferner sei tp eine 
lineare Abbildung von V in K und h sei ein Element des Kernes von ip. Ist r 
die durch 

x'^ := X + h<f{x) 

definierte Transvektion von V , so ist r genau dann eine Isometrie von V, wenn 
es ein X G K gibt mit A" = A und 

V>{x) = Xf{h,x) 

fiir alle x &V. 
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Transvektionen dieser Art nennen wir in Zukunft unitdr. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass t 1 ist. Es sei r eine Isometrie. Dann 

ist 

f{u, v) = f{u^, v'') = f{u + h^{u),v + h^{v)) 

= f{u, v) + f{u, hMu) + <p{urf{h, v) + ^{uTfih, hMv) 

fiir alle u, v gV. Es folgt 

= f{u, hMv) + ^{urfih, v) + ip{urf{h, h)ip{v) 

fiir alle u, v . Sctzc u :— h. Dann ist 

= f{h, hMv) + o"f{h, v) + o"f{h, hMv) = f{h, hMv) 

fiir alle v gV. Wegen r 7^ 1 gibt es ein v gV mit ip{v) ^ 0, so dass f{h, h) = 
ist. 

Wegen f{h, h)=0 ist 

= /(m, hMv) + ^{urf{h,v) 

fiir alle u, v GV. Da / nicht entartet ist und wegen r ^ 1 auch gilt, gibt 
es ein u gV mit f{u, h) = 1. Es folgt 

^iv) = -ip{urfih,v) 

fiir alle v GV. Seize A := —(f{u)". Dann ist also (fi{v) = Xf{h, v) fiir alle v gV. 
Es folgt 

^{u) = xf{h,u) = \{-f{u,hr) = -A = ^{ur. 

Hieraus folgt wiederum A" = A. 

Ist umgekehrt A" = A und f{h, h) = 0, so zeigt eine banale Rechnung, dass 
die durch x'^ := x + hXf{h, x) definierte Transvektion r eine Isometrie ist. 

8.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K und f sei eine nicht 

ausgeartete, antisymmetrische a- Form auf V . Ist P ein isotroper Punkt, ist 
G eine nicht isotrope Gerade durch P und sind Q und R von P verschiedene 
isotrope Punkte auf G, so gibt es eine unitdre Transvektion r mit dem Zentrum 
P, fiir die Q'^ = R gilt. 

Beweis. Es sei P = pK, Q = qK und R = rK. Dann sind die Vektoren 
p, q und r isotrop. Da G nicht isotrop ist, ist f{p,q), f{p,r) ^ 0. Indem 
man q und r ggi. mit einem Skalar multiplizicrt, kann man erreichcn, dass 
f{Pj<l) = /(P)'') = 1 ist- Weil p und q linear unabhangig sind, gibt es /x und A 
mit r = pX + qfj,. Es folgt 

1 = f{p, r) = f{p,pX + qii)= 11 

und 

= /(r,r) = f(pX + q,pX + q)= X"f{p, q) + f{q,p)X = A" - A. 
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Also ist A" = A. Definiert man nun r durch 

x'^ ■.= x+pXf{p,x), 
so ist T nach 8.1 eine unitare Transvektion mit dem Zentrum P und es gilt 

= q+pX = r, 

so dass = R ist. Damit ist alles bewiesen. 

Ist g eine spurwertige, nicht ausgeartete, symmetrische a- Form mit a ^ l,so 
gibt es nach Satz 1.9 cine nicht ausgeartete, antisymmctrische /3-Form / und cin 
k e K* mit f{u,v) = kg{u,v). Die Isometrien von / sind offenbar die gleichen 
wie die von g. Ist g spurwertig, so konnen wir die Satze iiber spurwertige 

a-Formcn auch auf / anwcndcn. Um dies aiiszuch'iickcn wcrdcn wir auc;h / 
spurwertig nenncn, wcnn dcr gcradc geschildcrtc Zusammcnhang bcstcht. 

8.3. Satz. Es set f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische, spurwertige a- 
Form auf dem K-Vektorraum V. Mit S bezeichnen wir die Elemente s G K, 

fiir die s" = s gilt. Es sei G eine nicht isotrope Gerade von L(t^) 2md P set ein 
isotroper Punkt auf G. Es gibt dann einen weiteren isotropen Punkt Q auf G. 
Ist dann P = pK und Q = qK, so ist 

{{q+ps)K I s e S} 

die Menge der von P verschiedenen isotropen Punkte auf G. Uberdies gilt: Ist 
{q + ps)K = + pt)K, so ist s = t. Insbesondere gilt, dass G mindestens drei 
isotrope Punkte trdgt. 

Beweis. Weil G nicht isotrop ist, ist die Einschrankung von / auf G nicht 
ausgeartet. Nach 6.3 gibt es daher einen isotropen Punkt Q von G mit G = 
P + Q. Wiederum weil G nicht isotrop ist, gilt f{p, q) ^ 0, falls ^ p e P und 
^ g e Q ist. Daher gibt es ein p G P und ein q € Q mit f{p,q) = 1. Ist 
nun R ein von P verschiedener isotroper Punkt auf G, so gibt es, wie wir beim 
Beweise von 8.2 gesehen haben, ein r e S mit R = {q+ pr)K. Daher ist R in 
der Menge 

{{q + ps)K I s e S} 
enthalten. Ist andererseits s e S, so folgt 

f{q+ps,q+ps) = f{q,ps) + f{ps,q) = f{q,ps) - f{q,ps)°' 
= f{p,q)s^{f{p,q)sf=s-s" = 0. 

Also ist {{q +ps)K I s G S} in der Tat die Menge der isotropen Punkte auf G. 

Sind s, i e S und gilt {q + ps)K = (g + pt)K, so folgt s = t, da, p und q ja 
linear unabhangig sind. 

Die letzte Aussage des Satzes folgt schliel31ich daraus, dass E zumindest die 
beiden Elemente und 1 enthalt. 

Ist / eine nicht ausgeartete, antisymmetrische oder auch eine nicht aus- 
geartete, symmetrische a-Form auf dem Vektorraum V, so bezeichnen wir mit 
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U(y, /) die Gruppe aller Isometrien von / und mit TU(V, /) die von alien bez. 
/ unitarcn Transvektionen erzeugte Untergruppo von U(y, /). 

8.4. Satz. Es sei f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische, spurwertige a- 
Form auf dem K-Vektorraum V, deren Index mindestens 1 sei. Dann ist die 
Gruppe TU(y, /) auf der Menge der isotropen Punkte von L(V) transitiv. 

Beweis. Es seien P = pK und Q = qK zwei verschiedene isotrope Punkte 
von L{V). 1st f{p,q) ^ 0, so ist P + Q eine nicht isotrope Gerade. Es gibt 
daher nach 8.3 einen drittcn isotropen Punkt R auf G. Nach 8.2 gibt es dann 
eine Transvektion mit dem Zentrum R, die P auf Q abbildet. 

Ist f{p, q) = 0, so ist P + Q voUstandig isotrop. Nach dem KoroUar 6.3 gibt 
es cincn voUstandig isotropen Unterraum U von V mit U D {P + Q)-^ = {0}. 
Nach 8.2 a) gibt es ferner eine Basis p' , q' von U mit f{p,p') = 1 = f{q, q') und 
f{p, q') = = f{q,p')- Dann ist {p' + q')K ein isotroper Punkt und es gilt 

.f{p,p' + q') = l = f{q,p' + q'), 

so dass es, wie soeben gezeigt, eine unitare Transvektion gibt, die P auf {p'+q')K 
abbildet, und eine unitare Transvektion, die {p' + q')K auf Q abbildet. Damit 
ist alles gezeigt. 

Im Folgcndcn bcnutzcn wir Tcchnikcn, die wir schon bcim Bcwcisc der Ein- 
fachheit der kleinen projektiven Gruppe in Abschnitt 2 des Kapitels II benutzt 
haben. Hier sind es insbesondere die Satze II. 2. 4 und II.2.5, die sich ohne Miihe 
auf den vorliegenden Fall iibertragen lassen. 

8.5. Satz. Es sei f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische a-Form auf dem 
K-Vektorraum V. Es seien u und v zwei isotrope Vektoren mit f{u,v) = 1. 
Ferner sei a G K* und es gelte a" = a. Nach 8.1 werden dann durch 

x'^'^ := X — uf{u, x), 

x'^^ := X — v{l — a)a~^f{v,x), 

x^^ := X — uaf{u, x), 

x'^* := X — v{l — a)a~^f{v, x) 

vier unitare Transvektionen Ti definiert. Setze 

a := TiT2T3r4. 

Dann ist u" = ua, w"" = va^^ und x" ~ x fUr alle x E [uK + vK)-^ . 
Beweis. Wie schon bci Satz III. 2. 4 sage ich auch hier: Rcchnen! 

8.6. Satz. Es sei f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische a-Form auf 
dem K-Vektorraum V. Es seien u und v zwei isotrope Vektoren aus V mit 
f{u,v) = 1. Ferner seien a, b G K* und es gelte a" = a und b" = b. Wir 
definieren a, t € TU(y, /) durch 

(uk + vl + xY := uak + va~^l + x 



8. Unitare Gruppen 



319 



fiir alle k, I G K und alle x G {uK + vK)-^ sowie 

x'^ = X + vbf{v, x) 

fiir alle x gV. Dann ist 

^<7-V-Vr ^ ^ _^ _ a-^ha-^)f{v, x). 

Beweis. Dass t eine unitare Transvektion ist, folgt aus Satz 8.1, und dass 
£7 e TU(y, /) ist, aus Satz 8.5. 

Es ist = und a ist eine Isometrie. Daher ist 

= {x-va-Hf{v,x''~'))'' 

= {x- va-^ba-^f{v''~\x''~')y 

= x + vbf{v, x) — va~^ba~^f{v, x), 

q. o. o. 

Um diesen Satz erfolgreich anwenden zu konnen, miissen wir wissen, wann 
es in cinem Korpcr K von Null vcrschicdcnc Elemente a gibt mit a°' = a und 
7^ 1. Dariibcr gibt dor nachstc Satz Auskunft. 

8.7. Satz. Es sei K ein Korper und a sei ein Antiautomorphismus mit = 1. 
Seize 

L := {a \ a G Kja" = a}. 

Gilt = 1 jixr alle aGL- {0}, so ist L = GF(2) oder GF(3) und [K : L] < 2. 

Beweis. Es sei 7^ a G L. Dann ist (a — l)(a + 1) = — 1 = und daher 
a = 1 oder —1. Also ist L ~ {0, 1, —1}. Folglich liegt L im Zentrum Z{K) von 
K. Weil a in Z{K) einen Automorphismus induziert, ist L ein Teilkorper von 
Z{K). Ist nun k G K, so ist 

(fc + = fc« + fc"' = k + k°', 

so dass k + k°' G L gilt fiir alle k G K. Weil a ein Antiautomorphismus ist, folgt 

(A;"fc)" = fc^A:"' = k'^k, 

so dass auch k^k G L gilt. Nun ist^ 

k'^ -{k + k")k + k'^k = 0. 

^Anmcrkung dcr Hcrausgcbcr: Fiir a,h £ K folgt aus dieser Bczichung ab + ba = (a + 6)-^ — 
— 6^ G i + La + Lb, und L + La + Lb + Lab enthalt ba und ist ein Teilring, also ein endlicher 
Teilkorper von K (mit 2* oder 3^ Elementen) und daher kommutativ (nach Wedderburn, oder 
man betrachte ein Element der multiplikativen Ordnung 5). Also ist K kommutativ. 
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1st also fc ^ L, so hat das Minimalpolynom von k iiber L den Grad 2. Nach Satz 
II. 10.6 ist K dann kommutativ oder es ist Z{K) = L und K ist ein Quater- 
nionenschiefkorper iiber L. Weil L endlich ist, ware im letzteren Fall K ein 
endlicher, nicht kommutativcr Korpcr im Widerspruch zum Satz von Wedder- 
burn, dass alle endlichen Korper kommutativ sind. Also ist K kommutativ, und 
es folgt [K : L] < 2, da L ja der Fixkorper von a ist. Nun ist aber L = {0, 1, —1} 
und folglich L = GF(2) oder GF(3). Damit ist alles bewiesen. 

8.8. Satz. Es sei K ein Korper und f sei eine nicht ausgeartete, spurwer- 
tige, antisymmetrische a-Form auf dem K-Vektorraum V. Der Fixkorper des 
von a auf Z{K) induzierten Automorphismus sei von GF(2) und GF(3) ver- 
schieden. Ist dann der Index von f mindestens 1, so ist TU(V, /)' = TU(V, /), 
dh., TV{V, f) ist perfekt. 

Die Voraussetzungen an K sind sicher dann erfiillt, wenn Z{K) von GF(2), 
GF(3), GF(4) und GF(9) verschieden ist. 

Bcweis. Es sei r eine von 1 verschiedene unitare Transvektion. Es gibt dann 
einen isotropen Vektor v und ein c S K* mit c" = c, so dass 

x'^ = X + vcfiv, x) 

ist fiir alio x ^ V. Weil / nicht ausgcartct ist, gibt cs cine nicht isotropc Gcradc 
G durch vK, und weil / spurwertig ist, gibt es einen von vK verschiedenen 
isotropen Punkt uK auf G. Dann ist f{u, v) ^ 0, so dass wir annehmen diirfen, 
dass f{u,v) = 1 ist. 

Weil a das Zentrum von K invariant lasst, folgt mit 8.7, dass es ein a G 
Z{K)* gibt mit a" = a und ^ 1. Setze 

&:=c(l-a-2)-i. 

Dann ist auch 6" = h. Nun ist 

= x + vcf{v, x) = x + vb{l — a~^)f{v, x) = x + v{b — a~^ba~^)f{v, x), 

so dass T nach 8.6 ein Kommutator ist. Weil also alle Transvektionen Kommu- 
tatoren sind, ist Tl]{V, /) perfekt. 

Dass TU(y, /) nicht immer perfekt ist, zeigt der folgende Satz. 

8.9. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum 
des Ranges 2 iiber K . Ist dann f eine nicht ausgeartete, spurwertige, anti- 
symmetrische a-Form auf V, deren Index mindestens 1 ist, so ist TU(V, /) zu 
SL(2, L) isomorph. Dabei ist L der durch 

L := {a \ a G K, a" = a} 

definierte Teilkdrper von K. 

Bcweis. Weil K kommutativ ist, ist a ein Automorphismus von K, so dass 
L in der Tat ein Teilkorper ist. 
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Weil / spurwcrtig ist \md wcil dcr Index von / mindcstcns 1 ist, gibt cs zwei 
isotrope Vektoren u und v mit f{u,v) = 1. Die von den Transvektionen r der 
Form 

x'^ = x + uaf{u, x) 

bzw. 

x'^ = X + vaf{u, x) 

mit a € L erzeugte Untergruppe U von TU(y, /) ist offcnsichtlich isomorph 
zu SL(2, L). Andcrerseits operiert sie auf den Punktcn von L{V) transitiv und 
enthalt daher alle Elationen von T\]{V,f). Also ist U = TU{V,f). Damit ist 
alles bewiesen. 

Weil die Gruppen SL(2, 2) und SL(2, 3) auflosbar sind, zeigt 8.9, dass 8.8. 
nicht ohne Einschrankung an den Korper giiltig ist. Wir wcrden noch sehen, dass 
TU(1/, /) auch dann nicht perfekt ist, wenn K = GF(4) und RgGF(4)Cl^) = 3 
ist. Dies sind im iibrigen alle Ausnahmen. 

8.10. Satz. Es set f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische, spurwertige 
a-Form auf dem K-Vektorraum V . Ferner sei Rg^(y) > 3 und der Index von 
f sei mindestens 1. Ist P ein nicht isotropcr Funkt von l^iV), so gibt es zwei 
nicht isotrope Geraden durch P, die je zwei isotrope Punkte tragen. 

Beweis. Es gibt nach Voraussetzung einen isotropen Punkt Q. Es ist Q ^ P, 

so dass P + Q eine Gerade ist. Es gibt cincn Pimkt R mit R ^ P + Q, P-^, . 
Ware dies nicht der Fall, so enthielten P + Q, P-^ und Q-^ alle Punkte von L(y). 
Dies hatte Rg^(F) = 3 und \K\ = 2 zur Folge. Wegen \K\ = 2 ware a = 1, so 
dass / cine symplektischc Polaritat induzierte. Mit Satz 1.7 crhicltcn wir den 
Widerspruch, dass 3 = Rg^(F) gerade ware. Wir betrachten die Gerade Q + R. 
Wegen Q < Q-^ und RnQ-^ = {0} ist dann 

{Q + R)-^ n {Q + R) = R^ nQ-^ n {Q + R) = R^ HQ. 

Wegen RCiQ-'- = {0} ist Q + R^ = V. Da Q ein Punkt und R-^ eine Hyperebene 
ist, folgt Q n R^ = {0}. Damit ist gezeigt, dass Q + R nicht isotrop ist. Weil 
Q cin isotropcr Punkt auf Q + R ist, folgt mit 8.3, dass Q + R noch zwei von 
Q verschiedene isotrope Punkte Q' und Q" tragt. Von den drei Punkten Q, Q' 
und Q" liegen wenigstens zwei nicht in P-"-. Wir diirfen annehmen, dass dies 
die Punkte Q und Q' sind. Dann sind aber die Geraden P + Q und P + Q' nicht 
isotrop. Es ist ja 

(P + Q)^ n{P + Q) = P^nQ^n{P + Q) 

= p^ n (Q + (P n Q^)) = p^ n g = {o}. 

Ebenso folgt, dass auch 

(P + Q')^ n (P + Q') = {0} 



ist. Da die beiden Geraden P + Q und P + Q' nicht isotrop sind, enthalten sie 
nach 8.3 noch je einen weiteren isotropen Punkt. Damit ist der Satz bewiesen. 
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8.11. Satz. Es sei f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische, spurwertige 
a-Form auf dem K-Vektorraum V. Ferner sei Rg^(y) > 2 und der Index von 
f sei mindestens 1. Es sei H die Menge der isotropen Punkte von f. 1st dann N 
der Normalteiler von TU(y, /), der aus alien Abbildungen von T'U{V, /) besteht, 
die alle Punkte von 11 in sich abbilden, so ist 

Z{T\]{V, f))=N = T\]{V, /) n Z{GL{V)). 

Bcwcis. Nach IIL1.2 gilt T\J{VJ) n Z{GL{V)) C N. Urn die umgekehrte 
Inklusion zu etablieren, sei zunachst Rgj^{V) > 3. Es sei ly £ N und P sei ein 
Punkt von L{V). Ist P e 11, so ist P" = P nach Voraussetzung. Es sei also 
P ^ n. Nach 8.10 gibt cs dann zwci Gcradcn G und H durch P, die beide zwei 
isotrope Punkte tragen. Es folgt = G und fP' = H und damit P" = P. 
Damit ist gezeigt, dass v alle Punkte von L(y) invariant lasst. Mit Satz III. 1.2 
folgt nun die Behauptung in dicscm Fallc. 

Es sei Rg^(y) = 2. Es gibt dann eine Basis b\ und 62 aus isotropen Vektoren 
mit 62) = 1- Ist A e und A" = A, so wird durch 

v'' ■.= v- biXf{bi,v) 

eine unitare Transvektion definiert, wie wir wissen. Es folgt, dass 

62=&2-6iA/(6i,62) = 62-6iA 

ein isotroper Vektor ist. 

Es sei u € N. Es gibt dann n, r2, r € K* mit b^ = 6iri, 62 = b2r2 und 
b-^'' = blr = (&2 - 6iA)r. Es folgt 

62r2 - binX = 6^ - b'iX = (62 - 61A)'' = b^" = fear - 61 Ar 

und damit r2 = r und riA = Ar. Daher ist 

riA = Ar2. 

Weil ri und r2 von A unabhangig sind, gilt diese Gleichung fiir alle X G K, 
fiir die A" = A gilt. Mit A = 1 folgt r2 — ri ~ r, womit glcichzcitig gezeigt 
ist, dass r nicht von A abhangig ist. Wegen rX = Ar fiir alle A mit A" = A 
ist r nach III. 10. 11 ein Element des Zentrums von K, es sei denn, es ist K ein 
Quaternionenschiefkorper mit von 2 verschiedener Charakteristik und es ist 

Z{K) = {A I A e ii',A" = A}. 

Ist nun Ti die Menge aller unitaren Transvcktioncn dor Form v^' = v—biXf{bi, v) 
und T2 die Menge aller Transvektioncn dor Form = v — b2fJ.f{h2,v) mit A, 
H € Z{K), so folgt mit 8.2, dass die von Ti und T2 erzeugte Untergruppe von 
TU(y, /) auf n zweifach transitiv operiert und folglich alle unitaren Transvek- 
tioncn enthalt. Also ist sic glcich TU(V,/). Hieraus folgt, dass die (2 x 2)- 
Matrizen, die Abbildungen aus Tl]{V,f) beziiglich der Basis 61, 62 darstellen. 
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mir Koeffizienten aus Z{K) haben. Daher ist auch r G Z{K). Damit ist gezeigt, 

dass 

N = TU(y, /) n Z{G\.{V)) C Z(TU(F, /)) 

ist. 

Es sei C G Z(TU(y,/)) und aK sci cin isotropcr Punkt. Dann wird durch 
:= V — af{a,v) eine unitare Transvektion definiert. Es folgt 

V — af{a,v) = v"^ = v'' '^^ = v — a'' f{a,v'' ). 
Hieraus folgt die Existenz eines k G K* mit = ak. Daher ist 

CeTV{V,f)nz{GL{v)), 

so dass Z{T\J{V, /)) = N ist. Damit ist der Satz in alien seinen Tcilen bewiesen. 

8.12. Satz. Es sei K ein Korper, dessen Zentrum von GF(2), GF(3), GF(4) 
und GF(9) verschieden sei. Es sei f eine nicht ausgeartete, antisymmetrische, 
spurwertige a-Form auf dem, K -Vektorraum V . Ferner sei Rg;^(V^) > 2 und 
der Index von f sei mindestens 1 und U sei die Menge der isotropen Punkte 
von V. Ist dann N der Normalteiler von TU(F, /), der aus alien Abbildungen 
von TViV, f) besteht, die alle Punkte von H in sich abhilden, ist ferner M ein 
Normalteiler von TU(y, /), der nicht in N enthalten ist, so ist M = TU(y, /). 
Insbesondere ist die Gruppe 

PTU(1/,/) := TU(y,/)/7V 

einfach. 

Beweis. Weil der Index von / mindestens gleich 1 ist, gibt es ciinc nicht 
isotrope Gerade TJ, die mindestens zwei isotrope Punkte tragt. Es sci U die 
Untcrgruppc von TU(y, /) die; von den Transvektionen von TU(y, /) erzeugt 
wird, deren Zentren auf H liegen. Jedes Element von U lasst H-^ vektorweise 
fest. Wie der Beweis von Satz 8.8 zeigt — hier benutzen wir die Voraussetzungen 
iiber das Zentrum von K - - , ist jedc Transvektion aus U ein Kommutator in 
U , so dass U = U' ist. Dies wcrdcn wir zweimal benutzen. 

Es sci U* die Gruppe, die von U auf der Menge der auf H liegenden Punkte 
induziert wird. Ist dann /* die Einschrankung von / auf H, so folgt mit 8.11, 
dass U* zu PTU(G, /*) isomorph ist. Diese Gruppe operiert auf der Menge 
der isotropen Punkte von H zweifach transitiv, also insbesondere primitiv, wie 
wir wisscn. Auficrdem ist U* perfckt, da U pcrfckt ist. Da der Stabilisator 
eines isotropen Punktes von H in U* den abelschen Normalteiler enthalt, der 
von den Transvektionen mit diesem Punkt als Zentrum induziert wird, und da 
diese Normalteiler die Gruppen U* erzeugen, ist U* nach dem Satz III. 2.1 von 
Iwasawa einfach. 

Es sei M ein Normalteiler von J7, der nicht im Zentrum von U enthalten 
ist. Ferner sei Z das Zentrum von U . Dann operieren die Elemente von Z 
als Skalarmultiplikationen auf H und als Identitat auf H-^ . Daher operiert die 
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Einschrankung von M auf die Mengc dcr Punktc von H nicht trivial. Weil U* 
einfach ist, ist also M* = U* . Es folgt MZ = U. Wciter folgt 

U/M = (MZ) /M ^ Z/{M n Z), 

so dass U/M abelsch ist. Hieraus folgt U = U' C M und damit U = M. — 
Diesem Argument sind wir in Kapitel III schon einmal begegnet. 

Es sci nun M cin Normalteiler von TU(F, /), dcr nicht im Zcntrum von 
TU(y, /) enthalten ist. Nach Satz 8.8 gibt es dann einen isotropen Punkt P 
und ein a G N mit P ^ P'^ . Wir zeigen, dass es sogar einen isotropen Punkt 
Q gibt mit Q'^ ^ . Dazu diirfcn wir annchmen, dass P < P" ist. Es sei 
P = vK. Dann ist also f{v, v") = 0. Wegen P ^ P" ist 

Es gibt also ein z G {P")^ - P^. Setze H := zK + P. Wegen P < P^ und 
zKr\P^ = {0} folgt 

Hr\H^ = {zK + P)f^P^f^ {zK)^ 
= {{zK n P^) + P) n {zK)^ 
= Pn{zK)^. 

Aus zKtlP-^ = {0} folgt auch (zK)-^ + p = V. Da (zK)-^ eine Hyperebene 
ist, folgt schlicfilich (zK)-^ C] P = {()]. Also ist Hf\H^ = {0}, so dass H nicht 
isotrop ist. Daher gibt es neben P noch zwei weitere isotrope Punkte yK und 
y'K auf H. Es gibt ferner eine Transvektion r mit Zentrum y'K, die vK auf 
yK abbildet. Es gibt also ein I G K mit v"' = yl. 
Es gibt a, b & K mit y' = va + zb. Es folgt 

/(?/, v") = f{va + zb, v") = a"/(i; , v") + b°'f{z, v") = 0, 

da ja f{v,v'') = = f{z,v'^) ist. Dies zeigt, dass v"^ in der Achse {y'K)-^ von 
T liegt. Daher ist v'^^ = v'^. Es folgt 

v"-"''"''^ = v""''^ = v'' = yl. 

Nun ist aber a{T~^a~^T) G N und f{v,yl) ^ 0. Letzteres, well H = vK + yK 
ist und well H nicht isotrop ist. Damit ist gezeigt, dass es eine Abbildung in G 
gibt, die wir wicder a ncnnen, so dass P'^ ^ P^ gilt. 

Es sei T eine von ly verschiedene Transvektion mit dem Zentrum P. Dann ist 
<j~^Ta eine Transvektion mit dem Zentrum P" . Wegen P ^ P" und P ^ {P")^ 
sind T und (j~^Ta nicht vertauschbar. Dann sind auch und a~^T nicht 
vertauschbar. Daher ist 

ein Element der Gruppc U , die von den Elationen mit cincm Zentrum auf H 
erzeugt wird, welches nicht im Zentrum von U liegt. Also ist MOU ein Normal- 
teiler von U, der nicht im Zentrum von U liegt. Nach der Eingangs gemachten 
Bemerkung ist folglich 

u = M nu C M. 
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Daher enthalt M alle Transvcktioncn mit dcm Zcntnim P und wegen dcr Tran- 
sitivitat von T\J{V,f) auf der Menge aller isotropen Punkte iiberhaupt alle 
unitaren Transvektionen. Folglich ist M = TU(V, /). Hieraus folgt wiederum, 
dass PTU(y, /) einfach ist. 

Wic schon gesagt, gibt es nicht kommutative Korpcr, dcrcn Zcntrcn zu 
GF(2), GF(3), GF(4) oder GF(9) isomorph sind. Ob es auch solche gibt, die 
einen involutorischen Antiautomorphismus besitzen, weifi ich nicht. Wenn ja, 
so ist die PTU(y, /) auch in dicscn Fallen einfach, wie Dieudonnc zeigte. Wir 
werden dies hier aber nicht weiter verfolgen. Ist K kommutativ, so kommen 
die Falle GF(2) und GF(3) nicht vor, da diese beiden Korper keinen involu- 
torischen Antiautomorphismus besitzen. Es blciben also nur noch die unitaren 
Gruppen liber GF(4) und GF(9) zu untersuchen. Dies werden wir in einem 
etwas allgemeineren Rahmen im iibernachsten Abschnitt tun. 

9. Endliche unitare Gruppen 

Unser erstes Ziel in diesem Abschnitt ist, die Ordnung der endlichen unitaren 
Gruppen zu bestimmen. Anschliefiend werden wir die Geometric der voUstandig 
isotropen Unterraume einer unitaren Polaritat eines endlichen projektiven Rau- 
mes studieren, um im letzten Abschnitt dann die Einfachheit der PTU(y, /) 
auch in den Fallen, dass der zugrunde liegende Korper GF(4) oder GF(9) ist, 
zu beweisen, wobei es, wie schon erwahnt, drei Ausnahmen gibt, von denen wir 
zwei bereits kennen und die drittc in diesem Abschnitt kennen lernen werden. 

Ist K ein kommutativer Korper und ist a ein involutorischer Automorphis- 
mus von K, so ist K eine quadratische Erweiterung des Fixkorpers von a. Ist K 
endlich, so ist also K = GFiq^). Da die Automorphismengruppe eines endlichen 
Korpers zyklisch ist, hat GF(g^) nur einen involutorischen Automorphismus a. 
Fiir diesen gilt k" = fc^ fiir alle k G K. 

9.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n > 1 iiber GF(g^) und 

a sei der involutorische Automorphismus von GF{q^). Ist dann f eine nicht 
ausgeartete symmetrische a-Form auf V, so gibt es eine Basis bi, . . . , bn von 
V mit 

fiir alle ki, Ij e GF{q'^). 

Jede solche Basis hcifit Orthonormalbasis . 

Beweis. Weil / nicht ausgeartet ist, gibt es ein v € V mit f{v,v) ^ 0. 
Wegen f{v,v) = ist f{v,v) € GF((j'). Weil f{v,v) ^ und well die 

multiplikative Gruppe von GF(g'^) zyklisch ist, gibt es ein k G GF(g^)* mit 

Setze bi := vk^^. Dann ist 



/(6i,6i) = k-^f{v,v)k-^ = k-°'k°'+^k-^ = 1. 
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Es folgt V = biK (B (biK)-^. Dies implizicrt wicderum, dass die Einschrankung 
von / auf {biK)-^ nicht entartet ist. Daher gibt es sine Basis 62, • ■ • , &n von 
{biK)-^ mit f{bi, bi) = 1 fiir i -.= 2, . . . , n und bj) = fiir i, j := 1, . . . , n 
und i ^ j. Damit ist 9.1 bewiesen. 

Diescr Satz ist grundlegend fiir alles Folgende. Er besagt unter andercm, dass 
ein endlicher projektiver Raum iiber GF{q^) im Wesentlichen nur eine unitare 
Polaritat besitzt. Um 9.1 ausnutzen zu konnen, beweisen wir zunachst 

9.2. Satz. Es sei ^ k £ GF{q). Ist A^^q die Anzahl der n-Tupel yi, . . . , y„ 
mit yi e GF(g^) fiir alle i, die die Gleichung 

n 
j: = l 

erfiillen, so ist 

Insbesondere ist A^^q von k unabhdngig. 

Beweis. Die multiplikative Gruppe von GF{q^) ist zyklisch und hat die Ord- 
nung — 1. Daher ist das Potenzieren mit q + I ein Epimorphismus dieser 
Gruppe auf die multiphkative Gruppe von GF(g). Der Kern dieses Epimorphis- 
mus hat die Ordnung g + 1. Folghch hat jedes von verschiedene Element von 
GF(g) genau q+1 Urbilder unter diesem Epimorphismus, wahrend die Gleichung 
fc'"*""^ = genau cine Losimg hat, namhch fc = 0. 

Es sei n > 1. 1st YL^ZX vt^^ — ^! so ist y„ = 0. Daher ist die Anzahl der 
n-Tupel dieser Art gleich 

^n—l,q- 

1st X^"Zi y1^^ 7^ k, so gibt cs nach der Eingangs gemachten Bemerkung genau 
q + 1 Wertc y„ mit E"=i ?/'^' = fc, da ja - S GF{q) gilt. Da es 

von dieser Sorte {n — 1)-Tupel genau 

2(n-l) _ A 
q ■^n-l,q 

Stuck gibt, ist 

An,q = A^_^,q + {q+ l)(g2("-l) - An-l,q) = s'""^ + g^^""^) - ^^n-l.g. 

Es sei nun n = 1. Nach der eingangs gemachten Bemerkung hat die Glei- 
chung yf^^ = k genau q + 1 Losungen, so dass der Satz in diesem Falle korrekt 
ist. Es sei n > 1 und der Satz gelte fiir n — 1. Dann ist 

q. e. d. 

Es sei K ein Korper und a sei ein involutorisc;hc!r Antiautomorphismus von 
K. Ferner sei V ein i^-Vektorraum und / sei eine nicht ausgeartete, spurwertige. 
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symmctrischc a-Form auf V. Wir sctzcn SU(V, /) := U C] SL{V) und bezcich- 
nen mit PGU(y, /) und PSU(y, /) die von \J{V, /) bzw. S\J{V, /) auf h{V) 
induzierten Kollineationsgruppen. Weil SL{V) alle Transvektionen enthalt, gilt 

TU(y,/)CSU(F,/) 

und dann auch PTU(y, /) C PSU(y, /). Gleichheit gilt sicher dann nicht, wenn 
der Index von / Null ist. Sie gilt aber auch im Falle, dass der Index mindestens 
1 ist nicht immcr. Ist K kommutativ, so gibt es aber nur eine Ausnahme, wie 
wir noch sehen werden. 

Ist K = GF(g^), so gibt es nach Satz 9.1 bis auf Isometric nur eine unitare 
Polaritat. Daher bezcichncn wir in dicscm Falle die Gruppen \J{V, /) etc. auch 
mit U(n, g^) etc., wenn n der Rang von V ist. 

9.3. Satz. Es sei n eine natiirliche Zahl und q set Potenz einer Primzahl p. 
Dann gilt: 

a) Es ist 

n 

\V{n,q^)\ = ll{q'-{-iy)q'-\ 

b) £^5 ist 

n 

\B\5{n,q^)\ = Jl{q'-{-lf)q'-\ 

i--2 

c) Es ist 

n 

\PG\]{n,q^)\ = l[{qi - {-iy)q^-\ 

d) Es sei n > 2. Dann ist 

1 " 

|PSU(n,g2)| = — 11(9' - (-l)')?'"'- 

Die Ordnung einer p-Sylowgruppe irgendeiner dieser Gruppen ist q'5"("~i). 

Bcwcis. a) Es sci V cin Vcktorraum dcs Ranges n iibcr GY{q^), cs sci a der 
involutorischc Automorphismus von GV{q^) und / sci cine nicht ausgcartete, 
symmctrischc a- Form auf V . Ferner sei 6i, . . . , 6„ eine nach 9.1 cxistierende 
Orthonormalbasis. Ist dann v = X]i^=i ^iki, so ist genau dann f(v, v) = 1, wenn 
J2l^^ fc«+^ = 1 ist. Mit 9.2 folgt, dass 

An,, = - 

die Anzahl dicscr Vektorcn ist. Aufgrund dcs Satzcs von Witt (Satz 7.2) ist 
U(n,(j'^) auf der Menge der Vektorcn der Lange 1 transitiv. Daher ist 

|U(n,g^)| = An,q\\J{n,q'^)y\, 
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wenn v ein Vcktor dcr Lange 1 ist. Die Gmppc U(n, q'^)^ opcricrt trcu auf 
{vGF{q'^))-^ , weil sie den Punkt i'GF(g^) vektorweise festlasst und weil V = 
vGF{q'^) e (wGP(g2))-L. Da die Einschrankung von / auf {vGF{q'^))-^ nicht 
ausgeartet ist, induzicrt U(n, (7^)^, auf {vGF{q'^))-^ cine Untergruppc von U(n — 
1,(7^), die wegen des Satzes von Witt sogar gleich U(n — l,*/^) ist. Daher ist 

|U(n,«2)| =A„,,|U(n-l,g2)|. 

Hieraus folgt mit Induktion die Aussagc a). 

b) Es sei a G \J{n,q-^). Ferner sei a die Matrix, die a beziiglich der Or- 
thonormalbasis 61, ■ . ■ , bn darstellt. Aus f{b^,bj) = f{bi,bj) folgt dann, dass 

{a-% = a% 

ist. Hieraus folgt weiter, dass 

1 = det(a)9+i 

ist. Ist andererseits k G GF{q^), gilt fc"^"*"^ = 1 und definiort man a durch 
6f := bik und 6f := 6j fiir z > 2, so ist a S U(n, q^) und es gilt det(CT) = k. Also 
ist det ein Epimorphismus von \]{n,q^) auf die Gruppe 

{k\k& GF(q2),/c'?+i = i}_ 

Da diese Gruppe die Ordnung g + 1 hat und SU(n, g^) der Kern von det ist, gilt 
auch b). 

c) Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen. Es sei also n > 2. Induziert dann 
5 G U(n,g^) auf L(V') die Identitat, so gibt es ein k G GF(g2) mit = vk. Es 
folgt fc'"*"^ = 1. Umgekehrt definiert jedes solche k ein S G \J{n,q'^), welches auf 
L(V) die Identitat induzicrt. Weil es genau q + I solcher k gibt, gilt auch c). 

d) Es sei 5 G SU(n, g^) und 6 induziere auf L(V') die Identitat. Dann ist 
einmal = vk mit einem k G GF{q'^), fiir das = 1 gilt. Andererseits ist 
1 = det((5) = Folglich ist fcggT(",<?+i) = 1. Gilt lungckchrt diese Gleichung 
und definiert man S durch 1/ := vk, so ist S G SU(n, g^) und 5 induziert die 
Identitat in L{V). Also gilt auch d). 

Die letzte Aussage ist banal. Damit ist alles bewiesen. 

9.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n > 2 iiber GF{q'^) und a 
sei der involutorische Automorphismus von GF(g'^). Ist f eine nicht entartete, 
symmetrische a-Form auf V und bezeichnet T^ ^ die Anzahl der beziiglich f 
isotropen Punkte von L(V), so gilt: 

a) Es ist g = + An-i^q, wobei A die in Satz 9.2 definierte Matrix ist. 

b) Es ist 

Beweis. a) Nach 9.1 gibt es cine Basis 61, . . . , 6„ mit 
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Es sei 

ein Punkt von V. Genau dann ist P isotrop, wenn 

ELi^r = 

ist. Die Punkte mit a;„ = fiillen cine nicht isotrope Hyperebene H. Weil H 
nicht isotrop ist, ist T^-i^q die Anzahl der auf H liegenden isotropen Punkte 
beziiglich /. 

Es sei P ein isotroper Punkt, der nicht auf H liegt. Dann ist Xn 7^ 0. Wir 
setzen j/j := XiX~^. Dann ist 

P = {biVi + ... + hn-lVn-l + 6„)GF(g2). 

Es folgt 

E-i}yr = -1. 

Umgckchrt dcfinicrt jcdcs (n— 1)-Tupcl y, welches diese Gleichung erfiillt, cincn 
isotropen Punkt und verschiedene solche (n — 1)-Tupel definieren verschiedene 
Punkte. Mit 9.2 folgt daher, dass An-i,q die Anzahl der beziiglich / isotropen 
Punkte ist, die nicht auf H licgen. Damit ist a) bcwicscn. 

b) Weil / eine unitare Polaritat darstellt und unitare Polaritaten nach Satz 
1.9 sich auch durch schiefsymmetrische a-Semibilinearformen darstellen lassen, 
folgt aus Satz 8.3, dass T2 g = q + 1 ist. Daher gilt b) fiir n = 2. Der Rest folgt 
mit cinor cinfachcn Induktion untcr Zuhilfcnahmc von a). 

Ist V ein Vektorraum des Ranges n iiber GF{q'^), ist a der involutorische 
Automorphismus von GF(g^) und ist / eine nicht ausgeartete, symmetrische 
a-Scmibilincarform auf V, so bczcichncn wir mit ^ die Anzahl der beziiglich 
/ vollstandig isotropen Teilraume des Ranges r von V. Auf Grund von Satz 9.1 
ist g nicht von der Wahl von / abhangig. Mittels der Bemerkung nach 6.3 
folgt g = 0, falls r > f ist. 

9.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n > 2 iiber GFlq"^) und a 
sei der involutorische Automorphismus dieses Korpers. Ist dann f eine nicht 
ausgeartete symmetrische a-Form auf V, so gilt fiir die Anzahlen der beziiglich 
f vollstandig isotropen Teilraume: 
a) Ist 1 < s < r < ^, so ist 

f r \ 

rps rpr—S rpr t I 

-'■n,q-'-n-2s,q ~ ^n,q \ g2 ) " 

h)Istl<r< |, so ist 

rpr ^ nW-2r(g'-(-l)') 
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Beweis. a) Wir bctrachtcn die folgcndc Inzidcnzstruktur: die Punktc sind 
die vollstandig isotropen Unterraume des Ranges s und die Blocke sind die 
voUstandig isotropen Unterraume des Ranges r, wobei die Inzidenz mit der in 
L(1/) gegebenen Relation < identisch sei. Dann ist ^ die Anzahl der Punkte 
und T^ g die Anzahl der Blocke dieser Inzidenzstruktur. Ferner ist (^'^2) die 
Anzahl der Punkte pro Block, da ja jeder Teilraum eines vollstandig isotropen 
Tcilraums vollstandig isotrop ist. Ist U ein vollstandig isotropcr Teilraum des 
Ranges s, so induziert / wegen = lh{v) a^uf IJ-^/U eine nicht ausgeartete 
symmetrische a-Semibilinearform. Ferner gilt, dass jeder vollstandig isotrope 
Teilraum, der U umfasst, in t/^ cnthaltcn ist. Hicraus folgt, dass die Anzahl 
der vollstandig isotropen Teilraume des Ranges r von V, die U umfassen, gleich 
der Anzahl der vollstandig isotropen Teilraume des Ranges r — s von IJ-^/U, 
dh. gleich T^Z^s.q ist- Mit IIII.1.2c) folgt nun die Behauptung. 

b) Mit s = 1 folgt aus a) mit 1.7.6 und 9.3b) 

„2r _ 1 / r \ 

y _'~nT [ 1 T"^ rpr—1 

q2 _ I n,q — I 2 g2 J n,q — -'■ n,q-'- n-2,q 

Hieraus folgt per Induktion die Behauptung. 

Ist n = 3, so gibt es auf Grund der Bemerkung nach 6.3 keine vollstandig 
isotropen Geraden. Dies macht die Menge der isotropen Punkte in diesem Falle 
bcsondcrs homogcn und damit bcsondcrs intcrcssant. Dicsc Sondcrrollc der 
projektiven Ebenen werden wir nun — vom Hauptweg unserer Untersuchungen 
abweichend — etwas eingehender betrachten. Dabei spielt die Endlichkeit nur 
bei den Anzahlbcstimmungcn cine RoUc. 

Es sei K ein Korper und a sei ein involutorischer Antiautomorphismus von 
K. Ferner sei V ein Vektorraum des Ranges 3 iiber K und / sei eine nicht 
ausgeartete, symmetrische a-Semibilinearform auf V, dcrcn Index mindcstcns 
1 sei. Wie wir wissen, ist die letzte Bedingung iiberflussig, da automatisch 
erfiillt, wenn K endlich ist. Mit Un(V, /) bezeichnen wir die Geometric aus den 
beziiglich / isotropen Punkten und den nicht isotropen Geraden, die wenigstens 
einen isotropen Punkt tragcn. Man ncnnt Un(V, /) Unital. 

9.6. Satz. Es sei K ein Korper und a sei ein involutorischer Antiautomor- 
phism,us von K . Ferner sei V ein Vektorraum des Ranges 3 iiber K und f sei 
eine nicht ausgeartete, symmetrische, spurwertige a-Form auf V, deren Index 
1 sei. Dann gilt: 

a) Durch zwei verschiedene Punkte von Un(y, /) geht genau eine Gerade von 
Un(l/,/). 

b) Ist P ein Punkt von Un(V, /) und ist G eine von G"*" verschiedene Gerade 
durch P, so ist G eine Gerade von Un(y, /). 

c) Ist K endlich, also K = GF(g2), so ist Un(V,/) ein 2-{q^ + l,g + 1,1) 
Blockplan. 

d) Die Gruppe PGU(V, /) operiert zweifach transitiv auf der Menge der Punkte 
von Un(V,/). 
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Bcwcis. a) Es scicn P und Q zwei vcrschicdene Punktc von Un(V, /). Weil 
_L eine Polaritat ist, folgt mit Satz II. 4.1, dass P + Q keine absolute Gerade 
ist. Da es keine voUstandig isotropen Geraden gibt, ist P + Q also nicht isotrop 
und folglich eine Gerade von Un(V, /). Durch zwei verschiedene Punktc von 
Un(y, /) geht also mindestens und damit genau eine Gerade von Un(y, /). 

b) Nach dem zu II.4.1 dualen Satz ist P-^ die einzige absolute Gerade durch 
P. Folglich ist G nicht isotrop und damit eine Gerade von Un(y, /). 

c) Dies folgt mit a) und Satz 9.3 b). 

d) Ist G eine Gerade von Un(V, /), so gibt es einen und nach Satz 8.3 dann 
mindestens drci isotropc Punktc auf G. Dann gibt es aber eine Basis a, b von 
G mit isotropen Vektoren a und b, so dass f{a,b) = 1 ist. Dies zeigt, dass 
alle Geraden von Un(y, /) isometrisch sind. Mit dem Satz von Witt (Satz 7.2) 
folgt dahcr, dass PGU(y, /) auf der Mengc dcr Geraden von Un(V, /) transitiv 
operiert. Ist G wieder eine Gerade von Un(y, /), so haben wir friiher schon gese- 
hen, dass die Gruppe, die von alien Transvektionen mit Zentren auf G erzeugt 
wird, auf der Mengc der Punktc von G zweifach transitiv operiert. Mit a) folgt 
dahcr auch die Ictztc Bchauptung. 

Ist K = GF(q2), so ist Un(y, /) also ein 2-{q^ + 1, g + 1, 1) Blockplan. Mit b) 
etwa folgt, dass die Anzahl der Geraden von Un(y, /) durch eine Punkt dieser 
Geometric glcich ist. Es folgt, dass die Anzahl der Geraden von Un(y, /) 
gleich q^{q^ — q + 1) ist. Also tragt jede Gerade von L{V) einen Punkt von 
Un(y,/). 

Ist V ein Vektorraum dcs Ranges 3 iiber GF(4), ist a der involutorische 
Automorphismus von GF(4) und ist / eine nicht entartete, symmetrische a- 
Form auf V, so ist \Jn{V,f) nach Satz 9.5c) ein 2-(9,3, 1) Blockplan, so dass 
Un(y, /) nichts anderes ist als eine affine Ebcne dcr Ordnung 3. Dicsc Situation, 
namlich die Einbettung der affinen Ebene der Ordnung 3 in eine projektive 
Ebene, haben wir in Abschnitt III. 7 ausfiihrlich studiert. Es steht zu erwarten, 
dass die hessesche Gruppe im vorliegenden Falle als die Gruppe PGU(F,/) 
zu interpretieren ist. Dies ist tatsachlich der Fall, wie wir uns nun iiberlegen 
werden. 

Dazu sci P cin Punkt von L(V). Ist P ein Punkt von Un(y, /), so ist P-^ die 
einzige Gerade diuch P, die mit Un(y, /) nur den Punkt P gemeinsam hat, wie 
9.5b) sagt. Ist P kcin Punkt von \Jn{VJ), so ist P P^ . Dahcr ist P^ cine 
Gerade von Un(y, /). Ist Q cin Punkt von Un(y, /), der auf P^ liegt, so ist 
= P + Q. Es gibt also drci Geraden durch P, die Un(y, /) in gcnau cinem 
Punkt trcfFen und diese drci Punktc sind kollincar. Die rcstlichen zwei Geraden 
durch P sind nicht isotrop und sind dahcr Geraden von Un(y,/). Diese bei- 
den Geraden und die Gerade P^ sind die drci Geraden einer Parallelenschar der 
afhnen Ebene Un(y, /). Dies zeigt, dass _L vollstandig durch die Einbettung von 
Un(F,/) in L{V) beschrieben wird. Daher ist die hessesche Gruppe im Zentra- 
lisator von _L enthalten. Da die hessesche Gruppe der Stabilisator von L{V) in 
PGL(y) ist, ist sie sogar gleich PG\J{V, f). Nach III. 7. 8 enthalt die hessesche 
Gruppe den Normaltcilcr T der Translationen der afhnen Ebene Un(y, /). Ist a 
eine Elation ungleich 1 aus PG\]{V, f), so enthalt die Gruppe T{l,a} alle Ela- 
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tionen aus PGU(y, /), da T auf der Menge der Punkte von Un(V, /) transitiv 
ist. Also ist 

PTV{V,f)=T{l,a}. 
Somit ist PTU(V, /) auch in diesem Falle nicht einfach. Uberdies gilt hier 

|PTU(l/,/)| =9-2 ^9-8 = |PSU(y,/)|, 

so dass PTU(t/, /) ^ PSViV, f) ist. 

9.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n > 2 iiber GF(g^) und 
a sei der involutorische Automorphismus von GF{q'^). Ferner sei f eine nicht 

entartete, symmetrische a-Form aufV. Ist P ein isotroper Punkt, so bezeichnen 
voir mit 0{P) die Menge der von P verschiedenen, zu P orthogonalen und mit 
N{P) die Menge der zu P nicht orthogonalen isotropen Punkte von V. Dann 
ist 

\0{P)\ ^ q^T^^,^^ und \N{P)\ = q^^-' . 

Beweis. Es ist 0{P) die Menge der von P verschiedenen isotropen Punkte 
auf P-L. Ist Q e 0{P), so ist P,Q<Q^ und P,Q<P^. Also ist 

P + Q<P^nQ^ = {P + Q)^. 

Folglich ist P+Q vollstandig isotrop. Ist andererseits G eine vollstandig isotrope 
Gerade durch P, so ist G < P^ und alle von P verschiedenen Punkte auf G 
gehoren zu 0{P). Da die vollstandig isotropen Geraden durch P den isotropen 
Punkten von P-^/P entsprechen, gilt also 

|0(P)|=9X'-2,r 

Hieraus folgt mit 9.5 weiter, dass die Anzahl der Punkte in N{P) gleich 

^n,q 1 -'n-2,g ^ — Q 

ist. 

9.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n> 2 iiber dem kommutativen 
Korper K und a sei ein involutorischer Automorphismus von K. Ferner sei 

f eine nicht entartete, symmetrische, spurwertige a-Form auf V , deren Index 
mindestens 1 sei. Ist P ein isotroper Punkt, so bezeichnen wir mit 0{P) die 
Menge der von P verschiedenen, zu P orthogonalen und mit N{P) die Menge 
der zu P nicht orthogonalen isotropen Punkte von V. Dann sind die Mengen 
0{P) und N{P) Bahnen von PSU(K f)p. 

Beweis. Ist n = 2, so ist 0{P) = und die Gruppe PTU(y, /) ist auf 
der Menge der isotropen Punkte von L(F) zweifach transitiv, wie wir schon 
verschiedentlich bemerktcn. Daher ist N[P) eine Bahn von PTU(y, /)p und 
damit auch von PSU(K f)p. Wir diirfen daher annehmen, dass n > 3 ist. 

Zunachst beachtcn wir jedoch, unabhangig vom Rang und vom Index, dass 
V eine Orthogonalbasis hat. Es gibt ja sicherlich ein 6i e V mit /(6i,6i) ^ 0. 
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Dann ist (biK)-^ nicht isotrop. Nach Induktionsannahme gibt cs dahcr cine Or- 
thogonalbasis 62, . . . , von {biK)-^, so dass 61, 62, . . . , 6„ eine Orthogonalbasis 
von V ist. 

Es sci (7 S U{V, /) und cs gclte bj = biUij. Definiere ferner die Matrix 

c durch Cij := f{bi,bj). Dann ist 

c = (a")*ca. 

Wegen det(c) = Y\^.-i /{h, bi) ^ ist daher 

det((T)"+i = det(a)"+i = 1. 

Entsprechend interpretiert gilt dieser Sachverhalt auch bei nicht kommutativem 
K. 

Zuriick zum Beweise des Satzes. Wir zeigen zunachst, dass N{P) eine Bahn 
von PSU(y, f)p ist. Dazu seien Q, R G N{P). Es gibt dann ein q G Q und ein 
r G R mit 

f{p,<l) = f{P,r) = 1. 

Weil auch 

f{q,q) = f{r,r)=0 

gilt, gibt es nach dem Satz von Witt ein t G U(F, /) mit = p und = r. Wir 
sctzcn G := P + Q. Dann ist G cine nicht isotrope Geradc, so dass V = G®G^ 
ist. Es gibt cincn nicht isotropen Vektor s € G^ . Setze k := dct(T). Nach 
unserer zuvor gemachten Bemerkung ist fc"+^ = 1 und daher auch fc^"^^ = 
1. Definiere a durch s'^ := sk^^ und u"^ = u fiir allc u e (sK)-^. Es folgt 
a G \J{V,f), da K kommutativ ist. Wcgen p, r £ (sK)-^ folgt p'^'^ — p und 
g^"^ = r, so dass P^'^ = P und Q'"^ = R ist. Schliefihch ist det(T(T) = 1, so dass 
Tcr e SV{V,f) gih. Dies zeigt, dass N{P) eine Bahn von PSU(F,/)p ist, da 
N{P) ja unter PSU(y,/)p invariant ist. 

Nun zeigen wir, dass auch 0{P) eine Bahn von PSU(y, /)p ist. Da es 
gleichgiiltig ist, mit welcher Form _L dargestellt wird, nehmen wir fiir den Au- 
genblick an, dass / schiefsymmetrisch sei. Sind x, x', y, y' € P-^ und gilt x — x', 
y — y' G P, so ist f{x,y) = f{x',y'), wie man leicht nachrechnet. Daher wird 
durch f{x + P,y + P) := f{x,y) eine schiefsymmetrische, ebenfalls nicht aus- 
geartete a-Form auf P-^/P definiert. Ist q + P ein isotroper Vektor von P-^/P, 
ist I G K und gilt I" = I, so wird durch 

{v + Py ■.= v + P+{q + P)lf{q + P,v + P) 

eine unitare Transvektion auf P-^/P definiert. Wegen 

(v + Py ^v + qlf{q,v) + P 

wird T von einer Transvektion aus PSU(y, f)p induziert. Weil die isotropen 
Punkte von P-^/P den vollstandig isotropen Geraden durch P entsprechen, folgt 
mittels 8.4, dass PSU(F, f)p auf der Menge der vollstandig isotropen Geraden 
durch P transitiv operiert. 
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Es sei / wieder die urspriingliche Form. Sind nun Q, R E 0{P), so gibt 
es also ein 7 G PSU(y, /) p mit < P + R. Wir diirfen also des weiteren 
annehmen, dass P + Q = P + R ist. Die Gerade P + Q ]st vollstandig isotrop. 
Nacli 6.3 gibt es eine vollstandig isotrope Gerade G, so dass (P + Q) H G = {0} 
ist und P + Q + G nicht isotrop ist. Setze U := P + Q + G. Dann ist also U ein 
nicht isotroper Raum des Ranges 4. Die Einschrankung von / auf U ist nicht 
ausgeartet und definiert eine Polaritat, die wir mit -L(?7) bezeichnen. Wegen 
Rg^(t/) = 4 ist P + g = (P + Q)-L(^) und G = G-L(^). 

Setze T := Q-^C^) n G. Dann ist T ein Punkt auf G. Es folgt 

p±iU) ^ y ^ p±{U) ^ Q±iU) ^Q^(^p^ Q^±iU) ^Q^^p^Q-^^Q^ 

Somit ist P-L(£^) n G ein von T vcrschiedener Punkt auf G. Es gibt noch einen 
Punkt 5" auf G, der von T und P-L(c^) n G verschieden ist. Es sei T = i^T. Dann 
ist f{q,t) = 0. Wegen T ^ p-LC^) gibt es ein p e P mit f{p,t) = 1. Ebenso 
gibt es ein s € 5 mit /(p, s) = 1. Wegen S gibt es scliliei31ich ein q G Q mit 
/(g, s) = 1. Es sei = rK. Es gibt dann ein X G K mit r = g +pA. Definiert 
man a durch 

:=pX + q 
s" := s(l - A") + a" 
:=-sA«+i(l + A") 

und u'^ := u fiir allc u, G (P + Q + G)-*-, so zeigt eine cinfache Rechnung, dass 
a e U{VJ) und det((7) = 1 ist. Also ist a G SU(y,/)p und es gilt Q" = R. 
Damit ist alles bewiesen, da audi 0(P) unter PSU(V, /)p invariant ist. 

9.9. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und a sei ein involutorischer 
Automorphismus von K. Ist V ein K-Vektorraum des Ranges n>2 und ist f 
eine nicht entartete, symmetrische und spurwertige a-Form aufV, deren Index 
mindestens 1 ist, so operiert die Gruppe PSU(V, /) auf der Menge der isotropen 
Punkte primitiv. 

Beweis. Ist der Index von / gleich 1, so ist iV(P) = fiir alle isotropen 
Punkte P von Ij{V). In diesem Falle ist PSU(\^, /) nach 9.8 auf der Menge der 
isotropen Punkte zwcifacli transitiv, also erst recht primitiv. 

Wir nehmen nun an, der Satz sei falsch. Dann ist der Index von / mindestens 
2 und folglich n > 4. Es sei A ein Imprimitivitatsgebiet von PSU(V, /). Ist 
P G A, so gibt es noch einen weiteren Punkt in A, so dass mit 9.8 folgt, dass 
A = {P} U 0(P) Oder A = {P} U N{P) ist. 

1. Fall: Es sei A = {P} U 0(P). Wegen n > 4 ist der Rang von P^/P 
mindestens 2. Weil / auf P^ jP eine nicht entartete Form induziert, gibt es 
eine Ebene E mit P < E < P-"-, so dass E/P eine Gerade von P-^/P ist, die 
mindestens zwei isotrope Punkte enthalt. Ist dann G ein Komplement von P in 
E, so folgt aus E < P-*-, dass E/P und G isometrisch sind. Es gibt daher zwei 
isotrope Vektoren v, w G G mit f{v, w) — 1. Es gilt 



vK, wK G 0(P) C A, 
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und daher 

{vK} U 0{vK) = A = {wK} U OiwK). 

Wegen vK ^ wK ist daher wK G 0{vK), so dass wir den Widerspruch = 
f{v,w) = 1 erhalten. 

2. Fall: Es sei A = {P} U N{P). Es sci P = vK. Weil der Index von 
/ mindestens 2 ist, gibt es eine voUstandig isotrope Gerade G und in jedem 
Falle auch eine nicht isotrope Gerade H durch P (Satz 8.10). Es gibt dann 
einen isotropcn Vcktor u G H mit f{v,u) = 1. Es sei w S G — P. Es ist 
uK € N(P) C A. Also ist 

A = {uK} U N{uK). 

Setzc s := v+w. Dann ist P ^ sK. Aui3erdeni ist f{v, s) = f{v, v)+f{v, w) = 0. 
Also ist sK e 0{P) und damit 

sK ^A. 

Andererseits ist f{u, s) = f{u, v) + /(u, u) = 1 und daher 

sK e N{uK) C A, 

so dass wir auch in diesem Falle einen Widerspruch erhalten. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Wir beschliefien diesen Abschnitt, indem wir einen weiteren Ausnahmeiso- 
morphismus etablieren. 

9.10. Satz. Die Gruppen PSU(4, 4) MndPSp(4, 3) sind isomorph. 

Beweis. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 4 iiber GF(4) und / sei eine 
nicht ausgeartete a-Form auf V, wobei a der involutorische Automorphismus 
von GF(4) sci. Wir dcfinieren eine Inzidenzstruktur A = (11, B, I) wie folgt: ist 
P ein Punkt von L(\^), so gehore P genau dann zu 11, wenn P nicht isotrop ist. 
Ferner sei B := {P-^ | P € E}. Es gelte Q I P-^ genau dann, wenn Q = P oder 
wenn Q < P^ ist. 

Die Anzahl der Punkte von h{V) ist 4^ + 4^ + 4 + 1 = 85. Nach 9.4b) ist 
die Anzahl der isotropen Punkte gleich (4 + l)i • 9 = 45. Daher ist die Anzahl 
V der Punkte von A gleich 40. Dann ist aber auch |B| = 40, da _L ja bijektiv 
ist. Ist P e n, so ist die Anzahl aller Punkte von P^ gleich 4^ + 4 + 1 = 21. 
Daher inzidieren in A mit P^ genau 21 — 9+1 = 13 Punkte. Ebenso sieht man, 
dass jcdcs P S 11 in A mit genau 13 Blocken inzidiert. Also ist A eine taktische 
Konfiguration mit den Parametern v = h = und /c = r = 13. 

Es seien P und Q zwei verschiedene Punkte von A. 

1. Fall: Es ist P <Q^. Dann ist auch Q < P-^. Mittels des Modulargesetzes 
folgt 

(P + g) n (P + Q)^ = (P + Q) n P^ n 

= ((P nP^) + Q)nQ^ = QnQ^ = {o}. 
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Somit ist P + Q nicht isotrop, triigt also gcnau drei isotropc und dann gcnau 
zwei nicht isotrope Punkte, namlich P und Q. Dann tragt aber auch die Gerade 
(P + Q)-"- genau zwei nicht isotrope Punkte, die wir Pi und Qi nennen. Es folgt, 
dass P und Q simultan mit genau den Blocken P-^, Q-^, P-^, Qj- inzidieren. Auf 
all diesen Blocken liegen aber auch die Punkte Pi und Qi, so dass die A-Gerade 
durch P und Q genau vier Punkte enthalt. 

2. Fall: Es ist P ^ Q-^. Dann ist auch Q ^ P-"-. Weil alle nicht isotropen 
Geraden isometrisch sind, kann P + Q nicht nicht isotrop sein. Dahcr gibt es 
auf P + Q genau einen isotropen Punkt, namlich rad(P + Q) und neben P und 
Q noch zwei wcitcrc nicht isotrope Punkte R und S. Weil P + Q und (P + Q)-^ 
symmetrische RoUen spielen, gibt es auf (P + Q)-^ ebenfalls vier nicht isotrope 
Punkte Pi, Qi, i?i und Si. Die Punkte P und Q inzidieren in A simultan also 
mit genau den Blocken P^ , , Rj- , Si . Dariiber hinaus liegen auch R und S 
auf der A- Geraden durch P und Q. 

Damit ist gezeigt, dass A ein 2-(40, 13, 4) Blockplan ist, dessen Geraden alle 

40-4_6-A 
~ 13-4 ~ r- A 

Punkte tragcn. Nach IIII.lO.l bcstcht A also aus den Punkten und Hypcrcbcncn 
einer projektiven Geometric, da ja auch v — k = 4Q—12>>2 ist. Diese Geometric 
hat die Ordnung g = 3 und dann wegen 

40 = 1 + 3 + 3^ + 3^ 

— einer Zerlegung der 40, die schon bei Fibonacci eine Rolle spielte — den 
Rang 4. Also ist A zur Geometrie der Punkte und Ebenen eines Vektorraums 
vom Rang 4 iiber GF(3) isomorph. Die Abbildung tt, die durch P'^ := P^ 
und (P-'-)'' := P definiert wird, ist offenbar eine Polaritat von A, die von einer 
symplektischen Polaritat der zugehorigen projektiven Geometrie herriihrt. Es 
folgt PGU(4,4) C PSp(4,3). Nach 9.3 ist 

|PSU(4,4)| = |PGU(4,4)| =2'5-3-9 - 15 

und nach 3.3 ist 

|PSp(4,3)| = ^•3'^ -8 -80 = 2*^-3 -9 -15. 

Also ist PSU(4,4) = PSp(4,3), q. e. d. 

9.11. KoroUar. Die Grappe PSU(4, 4) ist einfach. 
Beweis. Dies folgt mit 9.10 aus 3.11. 

10. Die speziellen unitaren Gruppen 

Unser nachstes Ziel ist zu zeigen, dass bis auf eine Ausnahme, die wir schon 
kennen, TU(F, /) = SU(F, /) gilt, falls der V zugrunde liegende Korper kom- 
mutativ ist. Dies werden wir dann benutzen, um die Einfachheit der PSU(Vi /) 
in den noch fehlenden Fallen nachzuweisen. 
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10.1. Satz. Es sei K ein Korper und a sei ein involutorischer Antiauto- 
morphismus von K . 1st V ein Vektorraum des Ranges n > 2 iiber K und ist 
f eine nicht entartete, symmetrische, spurwertige a-Form auf V, deren Index 
mindestens gleich 1 ist, so gibt es zu jedem v G V eine nicht isotrope, isotrope 
Punkte tragende Gerade G mit v G G. 

Beweis. Ist f{v,v) = 0, so folgt dies mit 8.10. Es sei also f{v,v) ^ 0. Weil 
/ spurwcrtig ist, gibt cs cin h £ K mit f(v,v) = b + b". Weil dcr Index von / 
mindestens 1 ist, gibt es eine Gerade H = v\K + V2K mit isotropen Vj, so dass 
f{vi,V2) = 1 ist. Es folgt 

f{vi + V2b, Vl + V2h) = b" + b = f{v, v). 

Nach dem Satz von Witt gibt es ein a S \J{V,f) mit {vi + 626)'^ = v. Setze 
G := H'^. Dann ist G eine Gerade der verlangten Art. 

10.2. Satz. £^5 sei K ein kommutativer Korper, der mehr als 4 Elemente 

enthalte, und a sei ein involutorischer Automorphismus von K . Ferner sei V 
ein Vektorraum des Ranges n > 3 iiber K und f sei eine nicht ausgeartete, 
symmetrische, spurwertige a-Form auf V, deren Index mindestens 1 sei. Sind 
Vl, V2 G V, gilt ,f{vi,vi) = f{v2,V2) 7^ 0, ist viK ^ V2K und ist die Gerade 
ViK + V2K isotrop, so gibt es ein G V mit /{v^jV^) = f{vi,vi), so dass 
viK + vsK und V2K + v^K nicht isotrope Geraden sind. 

Beweis. Setze G := viK + V2K. Weil f{vi, vi) ^ ist, ist 

G = viK®i&d{G), 

wobei rad(f7) := f/ fl IJ-^ fiir alle U G L(l^) gesetzt sei. Es gibt einen Vektor 
r e rad(G) und ein a G K mit 

V2 = r + Via. 

Es folgt 

f{vi,vi) = f{v2,V2) = a°'f{vi,vi)a. 
Weil f{vi,vi) ^ und well K kommutativ ist, folgt 

1 = a"+\ 

Wegen V2 ^ viK ist r ^ 0. Ferner ist r G {viK)-^. Weil {viK)-^ nicht isotrop 
ist, gibt es einen wcitcrcn isotropen Vektor r' E (viK)-^ mit f{r,r') — 1. 

Setze L :— {k \ k G K, k" = k}. Dann ist L cin Teilkorper von K mit 
[K : L] = 2. Es folgt, dass L mindestens drei Elemente enthalt, da K mehr 
als vicr Elemente enthalt. Die Norm der Erweiterung K : L ist bekanntlich die 
durch N{k) := k^+°' definierte Abbildung N. Die Menge N{K*) enthalt alle 
Quadrate von L und und damit mindestens ein von 1 verschiedenes Element, 
falls L mehr als drei Elemente enthalt. Dies ist aber auch richtig, falls = 3 
ist, da in diesem Falle N{K*) = L ist. Es gibt also ein z G K* mit A''(^) 7^ 1. 

Isi k G K - L, so ist fc^"" ^ 1. Ferner gilt iV(fci-") = 1. Folglich ist 
Kern(A'") nicht trivial. Weil andererseits auch N{K*) mindestens zwei Elemente 
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enthalt, cnthalt N(K*) zunachst mindcstens ein, dann abcr mindcstcns zwei 
Elemente, die von f{vi,vi) verschieden sind. Es gibt daher ein t S N{K*) mit 
t 7^ f{vi, vi), a"zf{vi,vi). Wegen t G N{K*) ist = t, was wir noch benutzen 
werden. 

Setze y := t — a"zf{vi,Vi). Dann ist y ^ 0. 
Weil / spurwertig ist, gibt es ein k G K mit 

k + = -zz''fivi,vi) + fivi.vi). 

Setze X := y~°'k. Dann ist 

xy"' + x^'y = -zz"f{vi, vi) + f{vi,vi). 

Setze nun vs := rx + r'y + viz. Dann ist 

f{v3,V3) =x"y + y"x + zz°'f{vi,vi) = f{vi,vi). 

Um nachzuweisen, dass ViK + v^K nicht isotrop ist, geniigt es nachzuweisen, 
dass die Determinante der Matrix 

f f{Vl,Vi) fivi,V3)\ 
\f{V3,V-i) f{V3,V3) J 

nicht Null ist. Wegen f{vi,vi) = f{v3,V3) und f{vi,V3) = zf {vi,vi) ist diese 
Determinante gleich 

also in der Tat von Null verschieden, da ja zz" ^ 1 ist. 

Um nachzuweisen, dass V2K + V3K nicht isotrop ist, muss man entsprechend 
nachweisen, dass die Determinante der Matrix 

f f{V2,V2) f{V2,V3)\ 
\f{V3,V2) f{V3,V3) J 

ungleich Null ist. Wegen 

f{V3,V3) = f{vi,Vi) = f{V2,V2) 

und 

f{v2, V3)=y + a"zf{vi, Vi) = t 
ist diese Determinante gleich 

f{v,,v^)^-tt" = f{vuvif-t^^0. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

10.3. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und a sei ein involutorischer 
Automorphismus von K . Ferner sei V ein K -Vektorraum des Ranges n > 3. Ist 
\K\ = 4, so sei n> A. Ist f eine nicht ausgeartete, symmetrische, spurwertige 
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a-Form aufV, deren Index mindestens 1 ist, sind vi, V2 €. V und gilt f{vi,vi) = 
f{v2, V2) ^ 0, so giht es ein 7 G TU(V, /) mit vj = V2- 

Beweis. Es sei zunachst viK = V2K. Dann ist V2 = via mit einem a £ K. Es 
folgt = a°'f{vi,vi)a und daher a^+" = 1, da ja f{vi,Vi) ^ ist. Nach 

10.1 gibt es eine nicht isotropc Gerade durch V\K, die zwei isotrope Punkte 
tragt. Es sei ^ u e G n {v\K)^ . Weil v\ nicht isotrop ist, ist it, v\ eine Basis 
von G. Definiere nun cr durch 

{V2 ; falls X = v\ 
ua~°', falls X = u 
X, falls xeG-"-. 

Dann ist a ein Element von SU(y,/). Die unitaren Transvektionen, deren 
Zentren auf G liegen, erzeugen eine Untergruppe S von SU(V,/), die auf G 
die SU(G', /) induzicrt, wic aus Satz 8.9 folgt. Weil a auf G ein Element der 
SU(G,/) induziert und auf G^ gleich der Identitat ist, folgt cr € 5, so dass 
a e TU(V, /) ist. 

Es sei also viK 7^ V2K. Setze G := viK + V2K. 

1. Fall: G ist nicht isotrop, cnthalt aber isotrope Punkte. Hier definieren 
wir a durch 

{V2, falls X = vi 
—vi, falls X = V2 
X, falls X gG-^ 

und schliefien wie eben welter. 

2. Fall: G enthalt keine isotropen Punkte. Dies hat zur Konsequcnz, dass 
K nicht endlich ist. Dies werden wir noch auszunutzen haben. 

Nach 10.1 gibt es eine nicht isotrope Gerade H durch den Punkt {vi—V2)K, 
die isotrope Punkte tragt. Es ist also V = H (B H-^ . Es gibt daher Wi £ H und 
Si e H-^ mit Vi = Wi + Si. Es folgt 

si — S2 = vi — V2 + W2 — wi G H n = {0}. 

Setzt man s := si, so ist also Vi = Wi + s fiir i := 1, 2. Ferner gilt 

f{vi, vi) = fiwi,wi) + f{s, s) 

und 

f{V2, V2) = f{W2, W2) + /(S, S) 

und folglich 

f{wi,Wi) = f{w2,W2). 

1st f{wi,Wi) 0, so gibt es, wie im ersten Fall gesehen, ein a G T\J{V,f) 
mit Wi = W2 und s'^ = s. Es folgt vi = V2. 

Es seien wi und W2 isotrop. Weil a nicht die Identitat ist, gibt es ein 
a £ K mit a" 7^ a. Setze k := a — a". Dann ist A: 7^ und = —k. Setze 
ferner g := kf. Dann ist g schiefsymmetrisch und cs gilt SU(V, /) = S\J{V,g) 
und TU(y,/) = T\]{V,g). Ferner gilt f{v,v) = f{w,w) genau dann, wenn 
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g{v,v) = g{w,w) ist. Also diirfen wir bei den nun folgenden Betrachtungen / 
durch g ersetzen. Wir setzen 

L:={k\kGK,k°'=k}. 

Ferner setzen wir a := g(u>i,W2)- Weil G keine isotropen Punkte tragt, ist 
g{vi — V2,vi — V2) ^ 0. Andererseits ist 

giyx -vi.,vy- v^) = g[wx - W2,wi - W2) 

= -g{'Wi,W2) - g{w2,wi) = -a + a", 

so dass a" a ist. Somit ist a ^ L. Sctzc w :— wia + tU2. Dann ist 

g{'w,w) = a"'g{wi,W2) + g(w2,w-i)a = a"a — a"a = 

und 

g{vi,w) = g{wi + s, wia + W2) = g{wi,W2) = a 7^ 

sowie 

g{v2,w) = g{w2 + s, wia + W2) = g{w2, ■wi)a = -a"a ^ 0. 
Fiir X G L setze 

p{x) := x\a^+''f + xa^+" {a''g{vi,V2) + ag{vt, V2r) 
-\- 9{vx,vif + g{vi,V2)g{vi,V2)'^. 

Wegen 

{g{vi,vifY = [givi^viY^Y = (-5(wi> ^^i))^ =5(^^i,i'i)^ 

ist p eine Abbildung von L in sich. 
Fiir y & L setze 

(l{y) ■= y'^9{vi,vi) + y{g{vi,V2) + g{v2,vi)) +g{vi,vi). 

Hat p keine Niillstelle in L, so sei rj irgendein Element von L* . Hat p eine 
NuUstellc in i, so hat p zwei Nullstellen Vi und 1^2, falls man Vielfachheiten ggf. 
mitziihlt. Weil K unendlich ist, ist auch L unendlich. Es gibt daher ein r] & L* 
mit 

Qiv) + yi'r}aaF'{a — a") ^ 0. 

Setze 

'naa'^{a- a'^)' 

Dann ist ^ e i, da ^ unter a invariant bleibt, wie man sich rasch iiberzeugt. 
Aus 

qiv) +ivaa°'ia- a") = 

folgt, dass ^ keine NuUstelle von p ist. Also ist p(^) ^ 0. Wir definieren nun r 
durch 

v'^ := V — 'wS,g{'w,v). 
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Dann ist 

u]" = ui — w(_f{w, vi) = vi + wS^a". 

Wir zeigen, dass V2K + v^K nicht isotrop ist, aber isotrope Punkte tragt. Eine 
einfache Rechnung zeigt, dass 

VflK.^a) g(vl,vl) J 

ist. Dies zeigt, dass V2K+v'[K nicht isotrop ist. Ferner gilt Vi+V2r] G V2K+VIK 
und 

g{vl + V2'n, vl + V2'n) = q{r]) + r]^aa"{a - a") = 0. 

Daher ist V2K+V1K eine isotrope Punkte tragende nicht isotrope Gerade. Nach 
Fall 1 gibt es daher ein a G T\]{V,g) mit wj""^ = V2- Damit ist der fragliche 
Sachverhalt auch in diesem Falle bewiesen. 

3. Fall: G ist isotrop und K enthalt mehr als vier Elemente. Nach 10.2 gibt 

es dann ein 173 G mit g{vi,vi) = 9(^3, fs), so dass die Geraden viK + V3K 
und V3K + V2K nicht singular sind. Mittels der bereits erledigten Falle 1 und 2 
gelangt man daher ans Ziel. 

4. Fall: G ist isotrop und K enthalt genau vier Elemente. Nach Vorausset- 
zung ist dann n > 4. Es folgt Rg j^{G^) = n — 2 > 2. Ware G-^ voUstandig 
isotrop, so folgte 

G-^ < G-^-^ = G 

und damit n — 2 < 2, so dass G = G-^ ware. Somit ware G vollstandig isotrop, 
was nicht der Fall ist, da g{vi,vi) ^ ist. Weil G-^ also nicht isotrop ist, 
gibt es ein ^3 S G-^ mit 5(^3, U3) 7^ 0. Es folgt, dass die Geraden viK + V3K 
und V2K + V3K nicht singular sind, so dass auch in diesem Falle mit Fall 1 die 
Behauptung folgt. 

10.4. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und a sei ein involutorischer 

Automorphismus von K . Ist V ein Vektorraum des Ranges n > 2 uber K und 
ist f eine nicht ausgeartete, symmetrische, spurwertige a-Form auf V, deren 
Index mindestens 1 sei, so ist SU{V,f) = TU{V,f), es sei denn, es ist n = 3 
und \K\ = 4. 

Bcwcis. Ist n = 2, so folgt dies aim Satz 8.9. Dies nohmcn wir als Induk- 
tionsvcrankcrung, falls K mehr als vier Elemente hat. Hat K nur vier Elemente, 
so ist die Gruppc PSU(V, /) nach 9.11 einfach. Mit 9.3b) und d) folgt, dass die 
Gruppen PSU(F, /) und SU(y, /) wegen ggT(4, 2 + 1) = 1 isomorph sind. Da- 
her ist auch SU(y, /) in diesem Falle einfach. Weil TU(y, /) ein nicht trivialer 
Normalteiler von SU(F, /) ist, ist also TU(y, /) = SV{V, /) 

Es sei nun n > 3 und K enthalte mehr als vier Elemente odcr n > 5 und 
\K\ = 4. Ferner a e SU(V') und v eV mit f{v,v) ^ 0. Nach 10.3 gibt es dann 
ein T € TU{V, f) mit v""^ = v. Die Einschrankung von ar auf (vK)-^ ist nach 
Induktionsannahme ein Produkt von Transvektionen mit Zentrum in {vK)-^. 
Da diese den Punkt vK vektorweise festlassen, ist dieses Produkt auf ganz V 
gleich err. Daher ist ar G TU(y, /) und folglich a e TU(y,/). Damit ist der 
Satz bewiesen. 



342 



Kapitel V. Polaritaten 



10.5. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und a sei ein involutorischer 
Automorphismus von K. 1st V ein Vektorraum des Ranges n> 2 iiber K und ist 
f cine nicht entartete, symmetrische, spurwertige a-Form auf V, deren Index 
mindestens 1 sei, so ist SU(V, /) = SU(V, /)', es sei denn es ist (n, = (2, 4), 
(2,9), (3,4). 

Beweis. Ist n = 2, so folgt dies mit den Satzen 8.9 und III. 2. 7. Es sei also 
n > 3. Es sei r eine unitare Transvektion. Es gibt dann einen isotropen Vektor 
v\ und ein c G K mit c" = — c, so dass 

v'^ = V — vicf{vi,v) 

ist. Nach 8.10 gibt es einen isotropen Vektor V3, so dass die Gerade G := 
viK + V3K nicht isotrop ist. Es ist 1/ = G G-^ und G-^ ^ {0}. Daher gibt 
es einen nicht isotropen Vektor V2 G G^. Indem man V3 gegebenenfahs durch 
einen Skalar abandert, kann man erreichen, dass f{vi,V3) = f{v2,V2) ist. Weil 
T auf {G + V2K)-^ die Identitat induziert und 

V = G®V2K®{G + V2K)^ 

gilt, diirfcn wir, um zu zcigcn, dass t cin Kommutator ist, annehmen, dass n = 3 
ist. Dann ist Vi, V2, V3 eine Basis von V und es gilt 

vl = Vi, 
vl = V2, 
vl = V3- ViC. 

Fiir X, y G K definieren wir eine Abbildung p{x, y) G SL{V) durch 

p(x.y) 



ViX + V2, 

viy - V2X°' + V3. 



Wir bcachtcn zunachst, dass r = p(0, — c) ist. Ferner gilt, wie einfache 
Rechnungen zeigen, 

P{x', y')p{x, y) = p{x' + x,y' + y- x'"x). 

Hieraus folgt 

p{x, y)"^ = p{-x, -y - xx"") 

und weiter 

p{x', y')-^p{x, y)-'p{x', y')p{x, y) = p(0, x'a;" - xx"'). 
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Als Niichstes suchen wir Bedingungcn dafiir, dass die Abbildung p{x, y) zu 
SU(y, /) gehort. Sofort zu schcn ist, dass det(p(a;,y)) = 1 ist. Ferner ist 

Weiter ist, da ja f{vi,vs) = f{v2,V2) ist, 

/K("'^\ i;3^("'^)) = fiv^x + V2, v^y - V2x'^ + ^;3) 

= X^fivi^Vs) - f{V2,V2)x°' = = f{V2,V3). 

Bis hicrhcr crgcben sich also noch kcinc Einschrankungcn dafiir, dass p{x, y) ein 
Element von SU(y, /) ist. Dies andert sich jetzt. Es gilt namlich 

^;3^(-'^)) = f{v,y - V2X- + ^;3, v,y - V2x'^ + ^^3) 

= y"/(wi,W3) + xx"" f{v2-,v2) + yf{vz,vi) 
= [y + y'' + xx")f{v2,v2). 

Bei dieser Rechnung ist zu beachten, dass 

f{v3,Vi) = /(W1,W3)" = /(W2,U2)" = f{V2,V2) 

ist. Es gilt also p{x, y) € iSU(F, /) genau dann, wenn 

y + 2/" + xa;" = 

ist. 

Wir beachten weiter: Es gibt eva. k ^ K mit fc" + /c ^ (Satz III. 6. 3). Ist 
m e L, so setzen wir I := (fc" + k)~^m. Dann folgt 

{lk)°'+lk = m. 

Somit ist die Abbildung x ^ x" + x surjektiv. 
Es gibt ein i e ii" mit i + ^ 0. Setze 

X := . 

t + V^ 

Wegen c + c" = ist dann 

- ct" c«t + ct-ct- ci" 
X — X = = = — c. 

(Dies ist ein Spezialfall der additiven Form von Hilberts Satz 90.) Wie wir 

gcradc bemcrktcn, gibt cs cin y (z K mit + xx" — 0. Ebenso gibt es ein 
z G K mit z + z" + 1 — 0. Dann sind p{l, z), p{x, y) e SU(y, /) und es gilt 

V(a;, y)" V(l, z)p{x, y) = p(0, x°' -x) = p(0, -c) = r. 
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Damit ist gczcigt, dass r cin Kommutator ist. (Bis hicrhin gilt der Bewcis auch 
im Falle, dass n = 3 und \K\ = 4 ist.) Weil SU(F, /) nach Satz 10.4 von seinen 
Transvektionen erzeugt wird, ist also SU(y, /) = SU(y, /)', q. e. d. 

10.6. Satz. £'5 sei K ein kommutativer Korper und a set ein involutorischer 

Automorphismus von K . Ferner sei V ein Vektorraum des Ranges n > 2 iiher 
K . Ist dann f eine nicht ausgeartete, symmetrische, spurwertige a-Form auf 
V , deren Index mindestens 1 ist, so ist PSU(V, /) einfach, es sei denn, es ist 
n = 2 undK = GF(4) oder GF(9) oder es istn = 3 und K = GF(4). 

Beweis. Es sei O die Menge der isotropen Punkte. Dann operiert PSU(y, /) 
nach Satz 9.9 auf VL primitiv. Mit 10.5 folgt PSU(y, /)' = PSU(y, /), wenn man 
von den Ausnahmefallen absieht. Ist P G fi, so bildcn die unitarcn Elationcn mit 
Zentrum P einen abelschen Normalteiler von PSU(y, f)p. Dieser Normaltoiler 
erzeugt zusammen mit seinen Konjugierten nach 10.4 die Gruppe PSU(F, /). 
Nach dem Satz III. 2.1 von Iwasawa ist PSU(y,/) also einfach. 

Damit haben wir in alien uns interessierenden Fallen die Einfachheit von 

PTU(y, /) nachgcwicscn. 

Wie schon gesagt, werden wir uns zu einem spateren Zeitpunkt um die or- 
thogonalen Gruppen kiimmern.^ Dabei wird fiir sie das Gleiche gelten wie fiir 
die unitaren Gruppen. dass wir namlich die Gruppen vom Index nicht unter- 
suchen werden. Ihre Struktur ist in beiden Fallen so eng mit der arithmetischen 
Struktur des Koordinatenkorpers verwoben, dass man tief in die Zahlentheorie 
eintauchen muss, will man Aussagen iiber ihre Struktur gewinnen. 



^Anmerkung der Herausgeber: Das Kapitel iiber orthogonale Gruppen fehlt. 
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Segresche Mannigfaltigkeiten 



Seit meiner Komputeralgebrazeit liebe ich freie Konstruktionen. Ich definiere 
dahcr das Tcnsorprodukt zweier Moduln hier in dcr AUgcmeinheit, in dcr cs 
gemeinhin in der Algebra benotigt wird, dh., allgemeiner als wir es brauchen 
werden, da man in dieser allgemeineren Situation nicht umhin kommt, sich 
frcicr Konstruktionen zu bcdiencn. Hat man dann Tcnsorproduktc so allgcmcin 
definiert, wie wir es tun werden, so stellt man test, dass diese Allgemeinheit der 
Geometrie wiederum zugute kommt. Man kann namlich Tensorprodukte gut 
dazu benutzen, Homomorphismen projcktivcr Vcrbandc zu bcschreiben. Da- 
rauf werden wir im zweiten Abschnitt dieses Kapitels eingehen. Dies ist das 
Extra, das dieses Kapitel birgt. Sein eigentliches Thema sind die Segreschen 
Mannigfaltigkeiten, von denen man in Biichern iiber projektive Geometrie auch 
nur selten etwas erfahrt. 

Investieren wir zunachst in weiteres Werkzeug. 

1. Tensorprodukte 

Es sei R ein Ring mit Eins. Ferner sei M ein unitarer ii-Rechtsmodul imd N 
ein unitarer i?-Linksmodul. (Das Wort „unitar" werden wir uns im folgonden 
schenken). Es sei weiterhin A cine abelsche Gruppe, deren Verkniipfung wir 
als Addition notieren. Die Abbildung / von M x N in A he'iQe genau dann 
tensoriell, wenn gilt: 

a) Es ist /(m + m', n) = /(m, n) + f{m', n) fiir alle m, m! G M, n G N. 

b) Es ist /(m, n + n') = f{m, n) + /(m, n') fiir alle m G M und alle n, n' G N. 

c) Es ist f{mr, n) — f{m, rn) fiir alle m € M, fur alle n G N und alle r G R. 
Wie es so haufig geschieht, erscheint von A nur die Verkniipfung explizit in 
dieser Definition. 

Zu den bisherigen Daten nehmen wir noch eine abelsche Gruppe T hinzu 
sowie eine tensorielle Abbildung r von M x N in T. Das Paar (T, r) lieii3e ein 
Tensorprodukt von M mit A'^, falls gilt: 

1) Ist A eine abelsche Gruppe und ist / eine tensorielle Abbildung von M x N 
in A, so gibt es einen Homomorphismus (p von T in A mit / = (pr. 

2) Die Gruppe T wird von der Menge {r(m, n) \ m G M, n G N} erzeugt. 
Wer sich mit universellen Objekten auskennt, wird sich iiber die nachsten 

beiden Satze nicht wundern. 

1.1. Satz. Es sei R ein Ring mit Eins. Ferner sei M ein R-Rechtsmodul und 
N ein R-Linksmodul. Schliefilich sei {T,t) ein Tensorprodukt von M mit N. 
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1st A eine abelsche Gruppe und ist f eine tensorielle Abbildung von M x N in 
A, so gibt es genau einen Homomorphismus ip von T in A mit f = ipr. 

Beweis. Dass es ein solches (f gibt, besagt die Definition des Tensorproduk- 
tes. Es sei ip ein zweiter Homomorphismus mit / = tjjT. Ist dann (m,n) e 
M X N,so ist 

(p{T{m,n)) — f{m,n) = 'ip{T{m,n)). 

Dies zeigt, dass tp und ip auf einem Erzeugendensystem von A iibereinstimmen, 
so dass, wie behauptet, ip = ip ist. 

1.2. Satz. Es sei R ein Ring mit Eins. Ferner sei M ein R-Linksmodul und 
N ein R-Rechtsmodul. Sind (T.t) und {T',t') Tensorprodukte von M mit N, 
so sind {T,t) und {T' ,t') isomorph. 

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eincn Homomorphismus (p von T in T' 
mit t' = ifT und einen Homomorphismus ip' von T' in T mit r = ip'r' . Hieraus 
folgt 

r' = ipip'r' . 

Nach 1.1 ist daher iptp' = 1t'- Ebenso folgt, dass t't = It ist. Daher ist ip ein 
Isomorphismus von T auf T' mit r' = ipr, so dass alles bewiesen ist. 

Alle bisherigen Anstrengungen waren umsonst, gabe es keine Tensorpro- 
dukte. Doch der mit freien Konstruktionen Vertraute weil3 natiirUch, wie er 
vorzugehen hat, um die Existenz des Tensorproduktes sicherzustellen. Wir 
nehmen an, dass der Leser zumindest weifi, wie man sich freie abelsche Grup- 
pen verschafFt. Wer keine Kenntnis der grundlegenden Konstruktionen freier 
Objekte hat, sei fiir diese auf mein Buch „ Tools and Fundamental Construc- 
tions of Combinatorial Mathematics" vcrwiesen. 

1.3. Satz. Es sei R ein Ring mit Eins. Ferner sei M ein Rechts- und N ein 
Linksmodul iiber R. Schliefilich sei F die freie abelsche Gruppe iiber dem freien 
Erzeugendensystem M x N und T sei die von alien Elementen der Form 

(m + m', n) — (m; n) — (to', n) 

bzw. 

(to, n + n') — (to, n) — (to, n') 

bzw. 

{mr, n) — (m, rn) 
erzeugte Untergruppe von F. Setzt man 

M(g>RN := F/T 

und definiert man r durch 

T{m, n) := (to, n) + T, 
so ist (M N, t) ein Tensorprodukt von M mit N. 
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Beweis. Aus der Definition von T folgt, dass r cine tcnsoricllc Abbildung 
von M X in M ist. Weil M x N ein Erzeugendensystem von F ist, 

wird M 0fl A" von der Menge der r(m, n) erzeugt. Es bleibt zu zeigen, dass 
jcdc tcnsoricllc Abbildung von M x N in cine abclschc Gruppc sich durch r 
faktorisieren lasst. Dies ist aber auch banal. Jede faktorielle Abbildung / von 
M X A' in eine abelsche Gruppe A ist insbesondere eine Abbildung jener Menge 
in A, so dass / sich zu einem Homomorphismus g von F in A fortsctzcn lasst. 
Weil / tensoriell ist, liegt T im Kern von g, so dass mit bekannten Satzen 
folgt, dass es einen Homomorphismus (p von F/T = M N in A gibt mit 
/(to, n) = g{m, n) = ((/3t)(to, n) fiir alle (to, n) G M x N. Also ist / = ipr, was 
noch zu beweisen war. 

Es ist iiblich, das Bild von (to, n) unter r mit to n zu bezeichnen. Dieser 

Konvcntion wcrdcn wir uns im folgcndcn anschlicBcn. 
Der nachstc Satz ist cbcnfalls von groficr Bcdcutung. 

1.4. Satz. Es sei R ein Ring mit Bins. Ferner seien M und M' zwei Rechts- 
und N und N' zwei Linksmoduln iiber R. Ist dann f ein Homomorphismus von 

M in wild g ein Hornom,orphisrnus von N in N' , so gibt es genau einen 
Homomorphismus, den wir mit f ®g bezeichnen, von M^nN in M' ®jiN' mit 

if <Si g){m igi n) = f{m) g{n) 

fiir alle {m,n) € M x N. 

Bcwcis. Die durch a{m,n) := f{m) ® g{n) definicrte Abbildung a ist ten- 
soriell, so dass die Existenz von f ® g aus der Definition des Tensorproduktes 
und die Einzigkeit aus Satz 1.1 folgt. 

Hat man drei i?-Rechtsmoduln M, M' und M" sowie drei i?-Linksmoduln 
N, N' und N" , ist / ein Homomorphismus von M in M' und /' ein solcher von 
M' in M", ist ferner g ein Homomorphismus und /' ein solcher von M' in M", 
ist ferner g ein Homomorphismus von N in N' und g' ein Homomorphismus von 
N' in N", so ist 

(/'®5')(/®5) = (/7)®(5'5), 

wie unschwer zu sehen ist. 

Wie niitzlich Satz 1.4 ist, sieht man schon beim Beweise des nachsten Satzes. 

1.5. Satz. Es sei R ein Ring mit Fins und M sei ein R-Rechts- und N ein 
R-Linksmodul. Ferner sei {Di \ i £ I) eine Familie von Teilmoduln von M und 
es gelte 

M = 0A. 

iG/ 

Fiir i G I sei tTj die Projektion von M auf mit Dj C Kern(7rj) fiir alle 
j el —{i}- Setzt man Aj := {-Ki ® 1)(M 0ij N) und bezeichnet man mit die 
Einschrdnkung von Di x N, so gilt 

iei 
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und (Aj, (g),) ist fiir alle i G I ein Tensorprodukt von Di mit N. 

Beweis. Es sci (m, n) G M x N. Es gibt dann eine endliche Teilmenge J von 
/ mit m e J2jeJ ^i' 

= 

ieJ 

mit nij £ Dj. Weil nach Konstruktion tt? = tt^ fiir alle i und TTjTTj = fiir alle i 
und j mit i 7^ j gilt, folgt mj = TTj{m) fiir alle j G J und damit 

m = ^7rj(m). 

Hiermit folgt 

m®n = ^^(7rj(m) n) = ^^(ttj ig) l)(m (?) n), 

so dass m®n& Sie/ ist. Weil M N von der Menge der m®n erzeugt 
wird, folgt 

Es ist 

(7ri0l)(7rj(g)l) = (TTiTTj)®!, 

so dass die TTj 1 paarweise orthogonale Idempotente sind. Hieraus folgt, dass 
sogar 

gilt. 

Es blcibt zu zcigcn, dass (A^, ®i) ein Tensorprodukt von Di mit ist. Dazu 
sei / eine tensorielle Abbildung von Di x N in eine abelsche Gruppe A. Wir 
definieren dann eine Abbildung F von M x N in A durch 

F{m,n) := f{TTi{m),n). 

Offenbar ist auch F tensoriell. Es gibt also einen Homomorphismus if von 
M N in A mit F{m,n) = (f{m ® n). Setze V ■— 'fii'^'i ^ !)• 1st dann 
{y, n) eDiX N, so gilt 

f{y, n) = F{y, n) = ip{y (g) n) 

= v{T^i{y) O n) = ip{{-Ki O l){y (g) n)) 

= V'Cy »^)- 

Schliefilich ist klar, dass Aj von der Menge der y^iti erzeugt wird. Damit ist 
alles bewiesen. 
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Dicscr Satz findct sich in dcr Literatur meist wie folgt formuliert: Unter den 
gemachten Voraussetzungen gilt 

Dies ist zwar richtig — und wir werden ihn auch wohl immer in dieser For- 
mulicrung benutzen — , doch ist dies viel weniger aussagekraftig als obige For- 
mulierung. 

Wir mochten Tensorprodukte von Vektorraumen studieren und dabei erre- 

ichcn, dass die bctrachtctcn Tensorprodukte cbcnfalls Vcktorraume sind. Um 
dortliin zu gelangen, definieren wir zunachst den Begriff des {R, >S')-Bimoduls. 
Es seien R und S Ringe mit Eins. Die abelsche Gruppe heiiJe genau dann {R, S)- 
Bimodul, falls M cin i?-Links- und cin S'-Rechtsmodul ist und dariiber hinaus 

r(ms) = (rm)s fiir alio r G R, allc m G M und allc s S gilt. 

1.6. Satz. Es seien R und S zwei Ringe mit Eins. Ferner sei M ein R- 
Rechtsmodul und N ein (i?, S) Bimodul. Dann tragi M N genau eine S- 
Rechtsm,odulstruktur mit {m x n)s = m x ns fiir alle m £ M, alle n & N und 
alle s ^ S. 

Beweis. Die Einzigkeit folgt wieder daraus, dass die Gesamtheit der m^n 

das Tcnsorprodukt M (E)r N crzcugcn. 

Es sei s e 5. Wir definieren die Abbildung /, von M ^ N in M ^r N durch 

fs{m, n) := m® ns. 

Banale Rechnungen zeigen, dass fs tensoriell ist. Es gibt also einen Endomor- 
phismus von M ®r N mit 

iPsim^n) = m^ns 

fiir alle (m, n) £ M x N . Definiert man nun ys fiir y d M (E)r N durch ys := 
(Ps{y), so zeigen Routinerechnungen, dass M <S>r, N auf (licsc Weise zu einem 
S'-Rechtsmodul wird, fiir den iiberdies {m (S> n)s = m®ns fiir alle m e M, alle 
n€ N und alle s€ S gilt. 

Jeder Ring R ist naturlich ein (i?, i?)-Bimodul. Also tragt M (S)r R gemafi 
dem gerade bewiesenen Satz eine Struktur als -R-Rechtsmodul, falls M ein R- 
Rechtsmodul ist. Uber diesen Modul gilt der folgende Satz. 

1.7. Satz. Es sei R ein Ring mit Eins und M sei ein R-Rechtsmodul. Es gibt 
dann einen Isomorphismus a des R-Rechtsmoduls M^rR auf M mita{m®r) = 
mr fiir alle m € M und alle r € R. 

Beweis. Die Abbildung, die (m, r) auf mr abbildet, ist tensoriell. Es gibt 
daher einen Homomorphismus a der abelschen Gruppe M ®rR in R mit a{m® 
r) = mr. Hieraus folgt unmittelbar, dass a sogar ein Modulhomomorphismus 
ist. Es bleibt zu zeigen, dass a bijektiv ist. 

Ist m e M, so sei r(m) durch r(m) := m 1 gegeben. Die Abbildung r ist 
sicherlich additiv. Wegen 



T(mr) = mr (g)l = m0r=(ro(g) l)r 
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ist T ein Modulhomomorphismus. Nun ist aber 

aT{m) = ml = m 

und 

Ta{m, r) = mr (g) 1 = m (8) r. 
Hieraus folgt, dass a bijcktiv und dass t die zu a inverse Abbildimg ist. 

Fiir diesen Satz braucht man zum ersten Male, dass R sine Bins hat. Zuvor 
war diese Annahme immer iiberfliissig. 

Es sei R ein Ring mit Eins und M sci ein Rechts- und N ein Linksmodul 
liber R. 1st D ein direkter Summand von M, so zeigt Satz 1.5, dass M (S)^ N 
einen zu D (S)r N einen zu D 0^ N isomorphen direkten Summanden besitzt. 
Ist D nur ein Teilmodul von M, so kann man nicht schliefien, dass D (gjn N zu 
einem Teilmodul von M<S}rN isomorph ist. Um dies zu belegen, sei Z der Ring 
der ganzen Zahlen, Z2 die zyklische Gruppe der Ordnung 2 und Q der Korper 
der rationalen Zahlen. Nach Satz 1.7 ist dann mutatis mutandis 

Z Z2 = Z2. 

Andererseits ist 

Q®zZ2 = {0}, 

wie wir jetzt zeigen werden. Ist namlich z G Z2 und r £ Q, so folgt 

rigiz=^igi2z = 

und damit die Behauptung. 

In Satz 1.6 habcn wir gcschen, wic man aus dcm Tcnsorprodukt M <S)ji N 
einen S-Rechtsmodul macht, wenn N ein {R, S')-Bimodul ist. Ganz analog sieht 
man, dass M 0i{ N genau eine S-Linksmodulstruktur mit 

s(m <S> n) = sm (g) n 

fiir alle fraglichen s, m und n tragt, wenn nur M ein {S, -R)-Bimodul und N ein 
ii-Linksmodul ist. Diese Rechts- bzw. Linksmodulstrukturen sind im folgenden 
gemeint, wenn davon die Rede ist, dass M^rN eine Rechts- bzw. Linksmodul- 
struktur tragt. 

Dies bemerkt, formuliert und beweist man den folgenden Satz. 

1.8. Satz. Es seien R und S zwei Ringe mit Eins. Ferner sei M ein R- 

Rechtsmodul, N ein (R, S)-Bimodul und O ein S -Linksmodul. Dann ist M®rN 
ein S-Rechtsmodul und N ® O ein R-Linksmodul, so dass die Tensorprodukte 
M ®ii {N 05 O) und (M 0^ N) 0^ O definiert sind. Dariiber hinaus gibt es 
einen Isomorphismus a von 

M 0ij {N 0s O) 



auf 



(M 0fl N) 0s O 
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mit 

a{m (g) (n (8) o)) = (m (8) n) (8) o 

fiir die {m, n,o) € M x N x O. 

Beweis. Es sei m G M. Wir definieren die Abbildung Um von N in M N 
durch a„i{x) := m, (8 x fiir alio x Cz N. Dann ist ein Homomorphismus des 
S'-Rechtsmoduls N in den S'-Rechtsmodul M (Sin N. Wir setzen bm '■= 18 lo- 
Dann ist bm ein Homomorphismus von N^sO in {M^jiN)^sO. Wir definieren 
nun die Abbildung / von M x (AT (8)5 O) in (M 0^ N) 0s O durch 

f{m,z) := 6„(2;) 

fiir alle m G M und alle z G N 05 O. Die Abbildung / ist offenbar in beiden 

Argumenten additiv. Es gilt abcr auch f{m,r, z) = f{m, rz) fiir alle in Frage 
kommenden m, r und z. Um dies zu beweisen, diirfen wir annehmen, dass 
2; = n o ist. Dann ist 

f{mr, z) = (o^r ® lo)(^ o) = (mr n) o = (m rn) o 
= (dm lo){i"n o) = /(m, rn o) = /(m, rz). 

Damit ist gczeigt, dass / tensoriell ist. Es gibt also einen Homomorphismus a 
von M 0_R {N 0s O) in (M 0_r A'') 0s O mit /(m, z) = cr(m z) fiir alle mG M 
und alle z G N 0s O. Hieraus folgt insbesondere, dass 

<j{m ® {n® o)) = {m® n) ® o 

fiir alle in Frage kommenden m,n und o gilt. Nach dem bislang Bewiesenen 
wird es dem Leser nicht schwer fallen zu zeigen, dass es einen Homomorphismus 
T von (M 0i{ A^) 0s O in M 0^^ (A 0s O) gibt mit 

r((TO n) o) = m (n o) 

fiir alle m, n und o. Hieraus folgt schliei31ich, dass a und r invers zueinander 
sind, so dass a in der Tat ein Isomorphismus ist. 

Falls es dem Leser wider Erwarten nicht gelungen sein sollte, die Existenz 
von T nachzuweisen, so findet er einen solchen Nachweis bei Bourbaki, der es 
allerdings dem Leser iiberlafit, die Existenz von a zu beweisen. 

Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Rechtsvektorraum iiber K. 
Ist dann k G K und v G V, so setzen wir kv := vk. Weil K kommutativ ist, 
wird V auf diese Weise zu einem iC-Linksvektorraum. Es gilt sogar, dass V ein 
{K, Ar)-Bivektorraum ist. Sind namlich k,l G K und v gV, so ist 

k{vl) = (vl)k = v{lk) = v{kl) = {vk)l = {kv)l. 

Sprechen wir in Zukunft von einem Vektorraum V iiber einem kommutativen 
Korper A", so verstehen wir darunter immer einen (A, A')-Bivektorraum mit 
kv = vk fiir alle v G V und alle k G K. Mit dieser Vcirabredung wird dann 
auch das Tensorprodukt zweier Vektorraume iiber einem kommutativen Korper 
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zu eincm Vcktorraum iiber cbcn dicscm Korpcr und die Vcrabrcdimg, die wir 
iiber gegebene Vektorraume iiber kommutativen Korpern getroffen haben, dass 
namlich kv = vk fiir alle in Frage kommenden k und v gilt, gilt auch fiir dass 
Tensorprodukt dcr bcidcn Vektorraume, wie Satz 1.6 zeigt. 

Macht man solche Generalvoraussetzungen, wie wir es gerade taten, so muss 
man natiirlich vorsichtig sein, da man moglicherweise ein Objekt von der Art 
konstruiert, iiber die man die Gencralvoraussctzimg gemacht hat. Dann miiss 
man zeigen, dass das Objekt auch die gewiinschten Eigenschaften hat, was 
sicher nicht immer zutrifft. Das erinnert mich an eine Episode aus der Zeit, 
da mcinc Kinder zur Schulc gingen. Meine Tochtcr Suzanne kam eines Tages zu 
mir, der ich Zeitung lesend auf dem Sofa lag, und sagte: „Papa, wir schreiben 
morgen eine Mathe- Arbeit. Kannst du mich abfragen?" Ich konnte: Sie gab 
mir ihr Heft: Ich schaute in ihr Heft und tat das, was ich immer in zweifcl- 
haften Situation tue, ich sagte: „Ach du meine Giite!", und fuhr fort, „Gib mir, 
bitte, dein Buch." Im Buch stand der gleiche Unfug. Es brachte eine zweifel- 
hafte Definition von Kardinalzahl und fuhr fort, dass jede Menge eine Kardi- 
nalzahl habe und dass die Menge der Kardinalzahlen die Menge der natiirlichen 
Zahlen sei. Das war fiir mich ein gefundenes Fressen. Ich fragte sie also: 
„ Jede Menge hat eine Kardinalzahl? ",, Ja. ",, Also auch die Menge der natiirlichen 
Zahlen? "„Ja."„ Jede Kardinalzahl ist eine natiirliche Zahl?"„Ja. "„Ist 10395 die 
Kardinalzahl der Menge der natiirlichen Zahlen? "„Nein."„ Ist 23576 die Kardi- 
nalzahl der Menge der natiirlichen Zahlen? "„ Nein. "„Ja, was ist denn die Kar- 
dinalzahl der Menge der natiirlichen Zahlen? "„Unendlich."„ Ist Unendlich eine 
natiirliche Zahl?",, Nein.",, Was ist denn Unendlich?",, So 'n Symbol." Ich rief also 
den Lehrer an und aufierte ihm meine Bedenken. Unter anderem erwahnte ich, 
dass es neben den natiirlichen Zahlen ja auch noch andere Kardinalzahlen gabe. 
Darauf der Lehrer: „Das ist natiirlich richtig, aber die Mengen, die wir be- 
trachten, sind alle endlich. "„So!", sagte ich, „Und die Menge der natiirlichen 
Zahlen? "„Dariiber habe ich noch nicht nachgedacht. " Die Arbeit wurde erst 
am iibernachsten Tag geschrieben. Bei dem Buch handelte es sich um den 
Lambacher-Schweitzer, den Namen des Lehrers zu nennen verbietet des Sangers 
Hoflichkeit. 

Doch zuriick zu unserem Thema. 

1.9. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V und W seien zwei 
Vektorraume iiber K. Ist B eine Basis von V und C eine Basis von W, so ist 

{h®c\heB,c€C} 

eine Basis von V ®k W . 

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, kann man sich natiirlich des Satzes 
1.5 bedienen. Da Wiederholung fiir den Lernenden aber niitzlich ist, fiihren wir 
den Beweis des vorliegenden Satzes unabhangig von Satz 1.5 aus, auch wenn 
wir dafiir einiges doppelt machen. 

Es seiv&V mid w e W . Es gibt dann e B und ki, . . . ,km & K 

sowie ci, . . . , c„ € C und h,. . . ,ln S K mit v = Y^^=i ^i^i ^^'^ ^ — Sj—i ^j'^j- 
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Es folgt 



m n 



l: = lj: = l 



Weil V ®K W als abelsche Gruppe von der Menge der v^w erzeugt wird, wird 

V ®K W auch als Vektorraum von dieser Menge erzeugt. Daher ist die Menge 
der b® c ein Erzeugendensystem des isT-Vektorraumes V ®k W. 

Es sei 6 e -B und c £ C. Wir definieren die linearen Abbildungen tt und p 
von V bzw. W in K durch n{b) 1 und 7r(a;) := fiir a; e B — {b}, bzw., 
p{c) := 1 und p{y) := y G C — {c}. Ferner definieren wir die Abbildung / von 

V X W in K durch f{v,w) := -k{v)p{w). Dann ist / tensoriell, so dass es eine 
lineare Abbildung von V in K gibt mit 



fiir alle v gV und alle w G W . Es folgt ip{b (g) c) = 1 und (f{x (E)y) = fiir alle 
{x,y) G B X C — {{b, c)}, so dass b(^c von B xC — {(6, c)} linear unabhangig 
ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

1.10. KoroUar. Es sei K ein kommutativer Korper. Sind V und W Vek- 
torraume endlichen Ranges iiber K, so hat auch V ®k W endlichen Rang und 
es gilt 



Das Argument, welches wir zum Beweise von 1.9 verwandten, lasst sich noch 
einmal verwenden, was daraufhin deutet, dass eigentlich ein Satz zu formulieren 
sei, der dieses Argument institutionalisiert. 

1.11. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V und W seien Vek- 
torrdume iiber K. Sind bi,...,bn linear unabhdngige Vektoren aus V, sind 
y-ii - ■ ■ iVn € W und gilt 



so ist yi — fiir i := 1, . . . ,n. 

Beweis. Es sei i £ {!,..., n}. Es sei i e {!,..., n}. Es gibt dann cine 
lineare Abbildung / von V in K mit f{bi) = 1 und f{bj) = fiir alle von i 
vcrschicdcncn j. Ist g irgendeine lineare Abbildung von W in K, so ist die 
durch ip{v,w) :~ f{v)g{w) definicrte Abbildung ip tensoriell. Es gibt daher eine 
lineare Abbildung tt von V ®k W in K mit 7r(f ®w) = f{v)g{w). Hieraus folgt 



(p{v ®w)= n{v)p{w) 



RgKiV ®K W) - RgK{V)RgK{W). 



n 



= TT 




Also ist g{yi) = fiir alle linearen Abbildungen g von W in K, so dass, wie 
behauptet, yi = ist. 
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2. Homomorphismen projektiver Raume 

Da wir Tensorproduktc allgcmcincr dcfiniert haben, als wir sic cigentlich brau- 
chen, werden wir von unserem Thema abweichen und zeigen, dass die allge- 
meinere Version des Tensorproduktes auch fiir die projektive Geometrie von 
Nutzen ist. 

1st K ein Korper und ist R ein Teilring von K mit 1 € i?, so ist K natiirlich 
ein {R, /r)-Bimodul. Ist M ein ii-Rechtsmodul, so tragt M®rK nach 1.6 daher 
eine Struktur als ii'-Rechtsvektorraum, die mit der Struktur des Tensorproduk- 
tes vertraglich ist. Dies machcn wir uns jctzt zu Nutze. 

2.1. Satz. Es sei K ein Korper und R sei ein Teilring von K mit lei?. Ist M 
ein R-Rechtsmodul, so tragi M (gj^ K genau eine K -Rechtsvektorraumstruktur 
mit 

{m (g) k)l = m(E) (kl) 

fiir alle m G M und alle k,l <E K . Ist M ein freier R-Modul und ist B eine 
R-Basis von M, so ist 

{6®i I 6eB} 

eine K-Basis von M (E)r K . 

Beweis. Die erste Aussage folgt, wie schon bemerkt, aus Satz 1.6. 

Weil B eine Basis von M ist, ist M = QbeBbR. Fiir 6 e S sei TTb die durch 
7rf,(&) := h und 7rf,(c) := fiir c € B — {6} definierte Projektion von M auf bR. 
Nach 1.5 ist dann 

M®rK = 0(7r6 ® Ik){M ®r K). 

beB 

Weil B eine Basis von M ist, wird M 0ij K von der Menge der Elemente c A; 
mit c G B und k G K erzeugt. Daher wird 

(7r6(8)l/f)(M (g)ij K) 

von den Bildern dieser Elemente unter tti, (Si Ik erzeugt. Ist nun c G B — {b}, so 
ist {iTh 1k){c® k) = 0. Ferner ist 

(TTfc® lif)(6 fc) = (6 1)A;. 

Damit ist gezeigt, dass 

(TTb O 1k){M (g)R K)^{b(g) 1)K 

ist. Um zu zcigcn, dass {b(E) 1 | 6 G B} cine Basis ist, ist also nur noch zu zeigen, 
dass die direktcn Summandcn allesamt von {0} verschieden sind. 

Zu diescm Zwcck ziticrcn wir zunachst noch einmal 1.5. Nach diesem Satz ist 
(7r(,(8)lii-)(M(8)/{iir) zu bR®iiK isomorph. Da die durch /?(6r, k) := rk definierte 
Abbildung /3 tensoriell ist, gibt es einen Homomorphismus rj von bR®RK in K 
mit rj{br ®k) =rk fiir alle r G R und alle k G K. Es folgt rj{h ®1) = 1, so dass 
{bR®ii)K) nicht nur aus der Null besteht. Damit ist alles bewiesen. 
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Der Leser bcachtc, dass & ® 1 im Ictztcn Absatz ein Element aus bR (E)r K 
bezeichnet, wahrend zuvor ein Element aus M ®fi K mit diesem Ausdruck 
gemeint war. 

2.2. KoroUar. Es sei K ein Korper und R sei ein Teilring von K mit 1 G R. 

1st dann F ein freier Modul iiher R, ist f G F und, gilt / §5 1 = 0, .so ist f = 0. 

Beweis. Weil F ein freier i?-Modul ist, gibt es eine Basis B von F. Es gibt 
dann weiter 6i, e S und ri, . . . ,rm & R mit / = J2T=i ^o^St 



so dass nach 2.1 gilt, dass ri — ist fiir alio i. Somit ist / = 0, wic behauptet. 

2.3. Satz. Es sei K ein Korper und R sei ein Teilring von K mit 1 G i?. 
Ferner sei F ein freier Rechtsmodul iiher R. Ist U G Lk{F K) und ist 



so gilt: Ist f € F und r € R* und gilt fr S D, so ist f € D, m.a.W., der 
Faktormodul F/D ist torsionsfrei . 

Beweis. Wegen f r G D ist fr ® 1 G U. Es folgt 



so dass in der Tat f € D gilt. 

Der Modul D kann natiirlich, gemessen an U, sehr klein sein. Wir kiimmern 
uns nun zunachst um Bedingungen, die erzwingen, dass D so grofi wie moglich 
wird. 

Die Bemerkung, dass im folgenden Satz a) eine Konsequenz von d) ist, ver- 
danke ich Herrn U. Dempwolff. Wir benotigen des weiteren jedoch nur, dass b) 
aus a) folgt. 

2.4. Satz. Ist K ein Korper und ist R ein Teilring von K mit 1 G R, so sind 
die folgenden Aussagen dquivalent: 

a) Zu jeder endlichen Teilmenge E von K gibt es ein s G R* mit es G R fiir 
alle e G E. 

b) Ist M ein Rechtsmodul iiber R, sind fi, - ■ ■ ,fn € M und ki, . . . ,kn G K, so 
gibt es r\, . . . ,rn G R und ein y G K* mit 



und der weiteren Eigenschaft, dass r^ = genau dann gilt, wenn ki = ist. 

c) Ist M ein Rechtsmodul iiber R und ist v G M K, so gibt es ein m G M 
und ein k G K* mit v = m®k. 

d) Es gibt einen nicht endlich erzeugten freien Rechtsm,odul F iiher R, so dass 
es zu jedem v G F K ein f G F und ein k G K* gibt mit v = f ®k. 



m m 



= / 1 = ^{hn o 1) = i)n 



i: = l i: = l 



D:={f\fGF,f®lGU}, 



/ 1 = (/ O r)r-^ = {fr O 1)"^ G U, 
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Bcwcis. a) impliziert b): Nach Voraussctzung gibt cs cin s G R* mit fcjS € R 
fiir i := 1, . . . ,n. Setze := kiS und y := s^^. Dann gilt in der Tat 

n / ^ \ 

i: = l \i:=l / 

Wegen ri = kis und s 7^ gilt audi die Aussagc iiber das Verschwinden der r^. 

Es ist trivial, dass c) sine Folge von b) und dass d) eine Folge von c) ist. 

d) impliziert a): Es sei B eine Basis von F und E sei eine endliche Teilmenge 
von K. Wir diirfen annehmen, dass 1 € E ist. Weil F nicht endlich erzeugt ist, 
ist B nicht endlich, so dass es eine injektive Abbildung b von E ui B gibt. Setze 

V := ^(6e ® e). 

Es gibt dann ein f & F und ein k e K* mit v — f ®k. Es sei / = Xlces cr(c). 
Dann ist 

V = f ®k ^'^{c® l)r{c)k. 

Andererseits ist 

v = '^{be® l)e. 

eGE 

Nach 2.1 gilt folglich e = r{be)k fiir alle e £ E. Dann ist aber efc^^ G i? fiir alle 
e G E. Wegen 1 G E folgt k~^ = lk~^ G R. Damit ist alles bewiesen. 

Wir trcffen dcs wcitcren die Vcrabredung, mit A/v(Af) die Menge aller 
Teilmoduln N des i?-Rechtsmoduls M zu bezeichnen, fiir die M/N torsions- 
frei ist. Ist $ eine Teilmenge von A/{(M), so ist auch 

f]XG Afi(M). 

Nach 1.2.1 ist (A/j(Af),C) also ein vollstandiger Verband. Zu bemerken ist, 
dass die obere Grenze zwcier Elemente aus Ar{M) aueh in gut sich stcUendcn 
Fallen meist nicht die Summe dieser beiden Elemente ist. (Diese geschraubt 
klingende Formulierung habe ich gewahlt, um darauf hinweisen zu konnen, dass 
„ill posed problems" kcine ..schlecht gestellten Probleme" so etwas gibt es 
nicht — , sondern „ schlecht sich stellende Probleme" sind. Wer von schlecht 
gestellten Problemen redet, darf sich nicht iiber das Deutsch unserer Studenten 
beklagen.) 

2.5. Satz. Es sei K ein Korper und R sei ein Teilring von K mit 1 G i?. 
Ferner gebe es zu jeder endlichen Teilmenge E von K ein r € R* mit er € R 
fiir alle e G E. Schliefilich sei F ein freier R-Rechtsmodul. Definiert man die 
Abbildung (p von Aj{{F) in Lk{F ®r K) durch 
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fiir alle D € Ai{(F), so ist ip ein Isomorphismus von (Ai{(F), C) auf {LK{F®fi 
K),<). 

Beweis. Setze V := F iSir K. Fiir U G Lj<-(F) werde ipiU) definiert durch 
m) :={/|/ei^,/®ieC/}. 

Zunachst folgt 

D C tpip{D) 

fur alle D e Ar{F). 

Es sei D e Ar{F). Ferner sei / e ip^{D)- Es gibt dann di, . . . , d„ e und 
ki,. . . ,kn € -K' mit 

n 
i:=l 

Nach 2.4 gibt es Ti , . . . , G und ein y G .K^* mit 




Nach Voraussetzung gibt es ein a G -R* mit ya G i?. Es folgt 

/a O 1 = ^ ^ rfjrjya^ O 1. 
Mit 2.2 erhalten wir folglich 

n 

/a = ^ diriya e .D. 

i:=l 

Wegen o 7^ und D € Ar{F) folgt daher f € D. Somit ist £» = tp<p{D). 
Es sei f/ e Lk{V). Dann ist 

<^^([/)= ^ {f^l)K. 

feF,f(»ieu 

Banal ist, dass (pijj(U) < U gilt. Ist andererseits w € [/, so folgt mit 2.4 die 
Existenz von f E F und k G i^* mit u = f (E) k. Hicraus folgt zunachst 
f (E) 1 — uk^^ G U und dann u = (/ (g) l)k G (ptp{U), so dass J7 = (pil>{U) ist. 
Damit ist gozcigt, dass cine Bijcktion von Afi{F) auf Lx(^) ist. 

Sind D,D' G A7?,(F) und ist D C so ist natiirlich (p{D) < ip{D'). Sind 
U,U' G L/f(y) und ist U < U' , so folgt gcnauso einfach die Giiltigkeit der 
Inklusion ip{U) C il;{U'). Damit ist der Satz bewiesen. 

Dieser Satz ist bestmoglich, wie wir noch sehen werden. Andererseits kann 
man mehr beweisen, wenn der Rang von F endlich und R etwa ein Hauptide- 
albereich ist. Davon spater mehr. Zunachst woUcn wir nach Beispielen von 
Ringen suchen, die die Voraussetzungen von 2.5 erfiillen. 
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1st K cin kommutativer Korpcr unci ist R cin Tcilring von K mit 1 G /?, 
so erfiiUt dieses Paar genau dann die Voraussetzungen von 2.5, wenn K der 
Quotientenkorper von R ist, so dass dieser Satz also von realen Verhaltnissen 
handclt. 

Eine weitere Situation, die im Kommutativen ein Spezialfall der gerade 
beschriebenen Situation ist, ist die folgende: Es sei K ein Korper und R sei 
ein Teilring von K mit 1 G i?. Wir nennen R Bewert,ungsring von K, falls 
gilt: 1st k G K — R, so ist G R. Zeigen wir zunachst, dass fiir Korper mit 
Bewertungsringen der Satz 2.5 gilt. 

2.6. Satz. Es sei K ein Korper und R sei ein Bewertungsring von K. Ist E 
eine endliche Teilmenge von K, so gibt es ein r G R* mit er G R fiir alle e G E. 

Beweis. Ist E eine Teilmenge von R, so setzen wir r := 1. Wir diirfen daher 
annehmen, dass es ein e G E gibt, welches nicht in R liegt. Dann liegt aber 
G R. Ist e das einzige Element von E, so setzen wir r := e~^. Ist e nicht 
das einzige Element von E, so gibt es nach Induktionsannahme ein s & R* mit 
fe~^s G R fiir alle f £ E — {e}. Setzt man r := e~^s, so gilt fr £ R fiir alle 
feE. 

Weitere Eigenschaften von Bewertungsringen sind in den nachsten beiden 
Satzen notiert. 

2.7. Satz. Es sei K ein Korper und R sei ein Bewertungsring von K. Ist 
dann E eine endliche Teilmenge von R* := R — {0}, so gibt es s,t G E mit 
fs-\t-\f G Rfur alle f e E. 

Beweis. Da 1 G i? gilt, ist der Satz richtig, falls E nur ein Element enthalt. 
Es sei \E\ > 1 und e G -B. Es gibt dann ein A G .B - {e} mit /A~^ G R fiir alle 
f e E - {e}. Ist eA^i G R, so tut's s := A. Ist eA~^ ^ R, so ist Ae~^ G R. In 
diesem Falle tut's s := e. 

Die Existenz von t beweist sich analog. 

2.8. Satz. Es sei K ein Korper und R sei ein Bewertungsring von K. Ist dann 

M :— {f \ f G R, ^ R}, so ist M ein zweiseitiges Ideal von R und alle von 
R verschiedenen Rechts- wie Linksideale sind in M enthalten. 

Beweis. M ist die Menge der Elemente von R, die keine Einheiten von R 
sind. Um zu zeigen, dass M ein Ideal ist, ist nur kritisch nachzuweisen, dass 
M additiv abgeschlossen ist. Dazu scicn a, 6 G M . Wegen Satz 2.5 diirfen wir 
annehmen, dass b — ac ist mit c £ R. Dann ist aber, falls a + b ist, 

1 = (a + 6)(a + = a(l + c)(a + b)-\ 

Also ist 

= {l + c){a + by\ 

Hieraus folgt (a + b)~^ ^ R, da andernfalls G R ware. Also ist a + 6 G M, 
was natiirlich auch richtig ist, wenn a + 6 = ist. 

Die restlichen Aussagen folgen daraus, dass R — M nur aus Einheiten von R 
besteht. 
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Fiir den Kenner sci hicr folgcndcs crwahnt. 1st R cin Intcgritatsbcrcich und 
ist F ein freier i?-Modul, so ist Ai{(F) gerade die Menge der reinen Teilmoduln 
von F. Dies gesagt, ist klar, dass man im Falle von Hauptidealbereichen einige 
der folgenden Satze allgemeiner formulieren kann, als wir es tun werden. 

2.9. Satz. Es sei R ein Integritdtsbereich oder ein Bewertungsring. Ferner sei 
M ein Modul iiher R. Ist T{M) die Menge der Torsions elemente von M, so ist 
M ein Teilmodul von M. 

Bcwcis. Fiir Intcgritatsbereiche ist die Aussage voUig banal. Es sci R also 
ein Bewertungsring. Ferner seien m und n Torsionselemente von M. Es gibt 
dann r,s G R* mit mr = = ns. Nach 2.7 diirfen wir annehmen, dass s = rt 
ist mit einem t G R. Es folgt 

(m + n)s = mrt + ns = 0, 

so dass m + nG T{M) gilt. 

Es sei weiterhin m € T{M) und es sei ^ s € R. Es gibt ein r G R* 
mit mr = 0. Ist r = st mit t G R, so ist einmal t ^ und zum anderen 
{ms)t = mr = 0, so dass ms G T{M) gilt. Ist s kein Linksteiler von r, so gibt 
es nach 2.7 ein t G R mit s = rt. In diesem Falle ist aber ms = 0. Damit ist 
alles bewiesen. 

2.10. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. Es sei 
ferner M ein torsionsfreier Rechtsmodul iiber R undO ^ m G M. Der Teilmodul 
U von M werde definiert durch U /mR = T{M/ mr) . Ist U endlich erzeugt, so 
gibt es ein u gU mit U = uR. 

Beweis. Es sei U = fi^- gibt dann rj G R* und Si G R mit 

firi = msi fiir i := 1, . . . , n. Wir diirfen natiirlich annehmen, dass ^ ist. 
Weil M torsionsfrei ist, ist dann fin^Q und folglich Sj ^ fiir alle i. 

Wir betrachten zunachst den Fall, dass R ein Hauptidealbereich ist. Dann 
ist R insbesondere kommutativ. Sctzc a := ri"=i^j- x G U, so gibt es 
Xi G R mit X = /iAj. Weil auf Grund der Kommutativitat von R ein 

Teller von a ist, gibt es gi G R mit AjO = rj^j. Es folgt 

n n 

xa. = ^ fingi = "I X] 

i:=l i: = l 

Somit ist die durch a{x) := xa definierte Abbildung a zunachst eine Abbildung 
von U in mR. Da R kommutativ ist, ist a sogar cin Homomorphismiis von U in 
mR. Weil a nicht Null und M torsionsfrei ist, ist a sogar ein Monomorphismus. 
Nun ist mR aber ein cpimorphcs Bild von R. Weil R ein Hauptidealbereich ist, 
wird folglich jeder Teilmodul von mR von cincm Element erzeugt. Daher wird 
(j{U) und damit U von einem Element erzeugt. 

Es sei nun R ein Bewertungsring. Ist n = 1, so ist nichts zu beweisen. Es 
sei also n > 1. Auf Grund von 2.7 diirfen wir annehmen, dass s„_i = s„f mit 
t G R ist. Dann ist aber 



fn—l'^n—l — mS^it — fn'^n^. 
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nach 2.7 ist r„_i cin Rcchtsteiler von r„t oder r„t cin Rechtsteiler von r„_i. 
Wegen der Torsionsfreiheit von M gilt im ersten Falle /„_i S fnR und im 
zweiten Falle /„ e /„_ii?. Induktion fiihrt nun zum Ziele. 

Der Leser, der mit den Feinheiten von ggT-Bereichen vertraut ist, wird 

sehen, dass man bei der folgenden Definition und einigen der weiteren Satzc 
statt Hauptidealbereich auch ggT-Bereich sagen konnte. Da die wesentlichen 
Satze fiir ggT-Bereiche jedoch ihre Giiltigkeit verlieren, verzichten wir bei den 
fraglichen Satzen auf die gr6f5crc AUgcmcinheit. 

Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. Ferner sei F ein 
freier i?-Reclitsmodul und B sei eine Basis von F. Ist f G F, so gibt es eine 
Abbildung r von B in R mit endlichem Trager, so dass / = X^^eB S^^*' 
R ein Hauptidealbereich, so setzen wir 

cont(/) :=ggT(r6 \bGB). 

1st R ein Bewertimgsring, so gibt cs nach 2.7 ein h <E B mit rr'j^^ G R fiir alle 
c G B, da der Trager von r ja endlich ist. In diesem Falle setzen wir 

cont(/) := n- 

Wir nenncn cont(/) den Inhalt von /. Der Inhalt cont(/) von / ist bis auf 
Einheiten eindeutig bestimmt. Ist cont(/) = 1, so nennen wir / primitiv. 

Es sei C eine weitere Basis von F. 1st c = J2beB ^^^bc, und / = X^^ec ^^c, 
so ist 

Hieraus folgt, dass der mit Hilfe von C definierte Inhalt von / ein Teller des mit 
Hilfe von B deflnierten Inhalts von / ist. Vertauscht man in diesem Argument 
die Rollen von B und C, so sieht man, dass auch der mittels B definierte Inhalt 
ein Teller des mittels C definierten Inhalts ist. Somit hangt die Funktion cont 
nicht von der Wahl der Basis ab. 

2.11. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. Ist F 
ein freier Rechtsmodul iiber R und ist f & F primitiv, so ist fR e Aji{F). Ist 
^ g G F, so gibt es ein primitives f G F mit g = fcont{g). 

Beweis. Es sei B eine Basis von F. Dann ist / = X^ses bat, wobei a eine 
Abbildung von B in R ist, deren Trager endlich ist. Es sei 7^ /i S F und 
s G R* und es gelte hs G fR. Es gibt dann wegen der Torsionsfreiheit von F 
(Satz 2.2) ein t G R* mit hs = ft. Ferner ist h = J2beB ^l^b und es folgt 

fo/SfoS = hs = ft = ^ babt 

beB beB 

und damit [3bS ~ abt fiir alle b E B. 
Ist R ein Hauptidealbereich, so ist 



cont(/i)s = ggT(;36S \ bGB) = ggT{abt \ bGB) = cont(/)i = t. 
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1st R cin Bewertungsring, so gibt cs cin b, so dass 05 cine Einheit ist, da / 
ja primitiv ist. Es folgt t = a^^/3bS und weiter h = fa,^^Pb G fR- Damit ist 
gezeigt, dass fR G Aii{F) gilt. 

Es sei g = J2beB^'''b- Setze / := J2beB ^'''bC^^^i9)~^ ■ Dann ist / primitiv 
und g = fcont{g). 

2.12. Satz. Es sei R ein Ring. Ferner sei M ein Rechtsmodul iiber R und U 
sei ein Teilmodul von M. Ist M/U ein freier R-Modul, so ist U ein direkter 
Summand von M. 

Beweis. Mit Hilfe des Auswahlaxioms erhalten wir eine Familie B von Ele- 
menten von M, so dass {b+U \ b & B} eine Basis von M/U ist. Wir setzen 

Natiirlich gilt M = U + V. Es sei u € C/ n V. Es gibt dann bi,...,bn& B und 
ri, . . . , r„ e -R mit M = J2l-i ^i'^i- 

n 

U = u + U = ^{bi + u)ri. 

i:=l 

Also ist Tj = fiir alio i, so dass u = und folglich AI = U (BV gilt. 

2.13. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. Ist M ein 
endlich erzeugter, torsionsfreier Rechtsmodul iiber R, so ist M frei in endlich 

vielen Erzeugenden. 

Beweis. Es sei M = Yll:=i fi-^- Ist n = 1, so ist M frei in einer Erzeu- 
genden. Es sei also n > 1. Der Teilmodul U von M werde definiert durch 
U/fnR = T{M / fnR). Dann ist M/U cin torsionsfreier i?- Rechtsmodul, dcr 
von fi + U,. . . , fn-i + U erzeugt wird. Nach Induktionsannahme ist M/U frei 
in hochstens n—1 Erzeugenden. Weil M/U frei ist, ist U nach 2.12 ein direkter 
Summand von M . Es sei C cin Komplcmcnt von U . Dann ist also M = U (B C 
und somit M/C = U. Dies besagt, dass U endlich erzeugt ist. Mit 2.10 folgt, 
dass es ein u G U gibt mit U = uR. Da C wegen C = M/U frei ist, ist auch M 
frei und zwar in hochstens n Erzeugenden. 

2.14. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. Ferner 
sei F ein freier Rechtsmodul iiber R. Ist D ein direkter Summand von F , so ist 
D e Afl(F). 

Genau dann besteht Ajj(F) genau aus den direkten Summanden von F, wenn 

F endlich erzeugt ist. 

Beweis. Es sei D ein direkter Summand von F. Weil F frei und somit 
torsionsfrei ist, ist jedes Komplement von D torsionsfrei. Dies impliziert, dass 
auch F/D torsionsfrei ist. Folglich gilt D e Aij(F). 

Der Modul F sei endlich erzeugt. Ferner sei D G A/j(_F). Dann ist F/D 
endlich erzeugt, da F cs ist, und nach Definition von Aji{F) ist F/D torsionsfrei. 
Nach 2.13 ist F/D daher frei, was nach 2.12 impliziert, dass D ein direkter 
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Summand von F ist. 1st F cndlich erzeugt, so besteht Aji{F) also genau aus 
den direkten Summanden von F. 

Ist R Bewertungsring, so sei R Bewertungsring des Korpers K. Ist R Haupt- 
idealbcrcich, so sci K dcr Quotientenkorper von R. In beiden Fallen sei p ein 
Element von R, welches keine Einheit sei. Wir setzen 

oo 

M := 

Der Modul F sci nicht cndlich crzcugt. Ist B cine Basis von F, so ist B nicht 
endlich, enthalt also eine abzahlbare Teilmenge C. Es sei a eine mit begin- 
nende Abzahlung von C. Es gibt dann einen Epimorphismus e von F auf M 
mit e{ai) := p~^ fiir alle nicht ncgativcn ganzcn Zahlcn i und e{b) = fiir allc 
b G B ~ C. Es sei D der Kern von e. Dann ist F/D zu M isomorph, also nicht 
torsionsfrei. Daher ist D G Aii{F). 

Wir nehmen nun an, D hatte ein Komplcmcnt G, und fahren im Indikativ 
fort. Dann ist G zu M isomorph. Es gibt daher eine Folge z auf G mit G = 
X^^o ZiR und Zi+ip = Zi fiir alle i. Nach 2.11 gibt es ein primitives f G F mit 
Zq = f cont (2:0)- Weil G cin dircktcr Summand ist, ist G E Ar{F), so dass 
f G G ist. Weil / primitiv ist, ist fR nach 2.11 ein Element von Aii{F). Nun 
ist ZiP^ = zo G fR und folglich Zi G fR fiir alle i. Also ist G = fR. Weil G und 
M isomorph sind, gibt es ein v G M mit M = vR. Es gibt welter ro, . . . , r„ G R 
mit 

n 
i:=0 

Es gibt aufierdem ein s G R mit 
Hieraus folgt 

n 

1 =p»+ip-"-i =p^p"-V,s, 

i:=0 

SO dass p eine Einheit ist. Dies widerspricht aber der Wahl von p, so dass D 
doch kein direkter Summand von F ist. Damit ist alles bewiesen. 

Dcr Leser hat hofFentlich bemerkt, dass dcr Satz falsch ist. Untcrraume von 
Vcktorraumcn sind stcts dirckte Summanden, so dass man also noch vorausset- 
zen muss, dass R kein Korpcr ist. Beim Beweis des Satzcs haben wir ja ein von 
Null vcrschiedencs Element von R bcnotigt, welches in R kcinc Einheit ist. 

Der Kern D von e ist cine Hypcrcbcnc von Aii(F). Um dies zu beweisen, 
iiberlege sich der Leser, dass jc zwci Elcmcntc des Moduls M und damit je zwei 
Elemente des Moduls R/D iiber R linear abhangig sind. Hieraus folgt, dass 
D unter der in 2.5 definierten Abbildung ip auf eine Hyperebene von F K 
abgcbildet wird, wobei K der Quotientenkorper von R ist, falls R ein Haupt- 
idealbereich ist, bzw. ein Korper, von dem R ein Bewertungsring ist. Es gibt 



2. Homomorphismen projektiver Raume 



363 



also Hyperebencn und daniit Untcrraumc cndlichcn Ko- Ranges in Aii(F), die 
keine direkten Summanden sind, falls F nicht endlich erzeugt ist. Am unteren 
Ende des Verbandes Aii{F) herrschen andere Verhaltnisse, wie der nachste Satz 
lehrt. 

2.15. Korollar. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. 
Ferner sei F ein freier Rechtsmodul iiber R. Ist D G Aji{F) endlich erzeugt, so 
ist D ein direkter Summand von F. 

Bewcis. Es sei B eine Basis von F. Weil D endlich erzeugt ist, gibt es eine 
endliche Teilmenge E von B mit 

DcY,bR. 

Setzt man die Summe rechter Hand gleich U, so ist U ein direkter Summand 
von F, da das Komplement von E in B ein Komplement von U in F erzeugt. 

Ferner ist D G Aji{U), so dass D nach 2.14 ein direkter Summand von U ist. 
Dann ist abcr auch cin direkter Summand von F. 

2.16. Korollar. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring. 
Ferner sei F ein freier Rechtsmodul iiber R. Ist D ein endlich erzeugter direkter 
Summand von F, so ist auch jedes Komplement von D in F frei. 

Beweis. Wie beim Beweise von 2.15 schcn wir, dass D in einem endlich 
erzeugten direkten Summanden U von F licgt, der ein Komplement besitzt, 
welches frei ist. Wegcn D E A]^{F) folgt mit 2.14, dass D auch cin direkter 
Summand von U ist. Nach 2.13 ist jedes Komplement von D inU frei. Stiickelt 
man ein solches mit dem freien Komplement von U zusammen, so erhalt man 
ein Komplement von D, welches ein freier Modul ist. Dann ist aber auch M/D 
frei und folglich jedes Komplement von D. 

2.17. Satz. Es sei R ein Ring mit Eins und M sei ein zweiseitiges Ideal von 
R und R/M sei ein Korper. Ist F ein Rechtsmodul iiber R, so bezeichnen wir 

mit FM den von alien fm mit f (z F und rn, G M erzeugten Teilmodul von F. 
Dann ist F/FM ein Rechtsvektorraum iiber R/M. Ist F frei und ist B eine 
Basis von F, so ist 

{b + FM \ be B} 

eine Basis von F/FM . 

Bewcis. Es ist natiirlich klar, dass {b + FM \ b G B} cin Erzcugcndcnsystem 
von F/FM ist. Es ist also nur zu zeigen, dass dieses Erzeugendensystem auch 
linear unabhangig ist. Dazu sei C eine endliche Teilmenge von B und es gelte 

J2{c + FM){r, + M) = 0, 
cec 

wobei die Tc Elemente von R sind. Dann ist 

CTc e FM. 

cec 
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Es gibt also /i, • • • , S F und mi, ... , m„ e M mit 

n 

ceC i:=l 

Stellt man nun die fi mittels der Basis B dar, so erhalt man 

beB 

mit Ajb e -R fiir alle i und alle b. Es folgt 

n n 
ceC i—lbeB beB i~l 

Koeffizientenvergleich — hier benutzen wir, dass B eine Basis ist — liefert 
rc& M fiir alle cG C. Damit ist alles bewiesen. 

Hat ein Ring R ein zweiseitiges Ideal M, so dass R/M ein Korper ist, so ist 
der Rang eines freien Moduls iiber R eine Invariante, wie der gerade bewiesene 
Satz zeigt. 

Bei einem Vektorraum ist der geonictrischc Rang dncs Unterraumes gleich 
seinem Rang als Vektorraum. Bei freien Moduln iiber Ringen, wie wir sie be- 
trachten, ist der entsprechende Sachverhalt ganz und gar nicht evident. Daher 
liest sich der nachste Satz etwas umstandlich. 

2.18. Satz. Es sei R ein Hauptidealbereich oder ein Bewertungsring und M 
sei ein maximales Ideal von R. Dann ist R/M ein Korper. Es sei weiterhin F 
ein freier Rechtsmodul iiber R und FM bezeichne wieder den von alien fm mit 
f G F und m G M erzeugten Teilmodul von F. Fiir D e Afl(F) setzen wir 

e{D) := {D + FM)/FM. 

Dann ist e ein Epimorphismus des projektiven Verbandes 

(Afl(F),C) 

auf den projektiven Verband 

{hR/M{F/FM),<) 
mit den folgenden Eigenschaften: 

a) Ist k eine naturliche Zahl. ist D G Afl(F) als Modul endlich erzeugt und hat 
D als Modul den Rang k, so hat auch e{D) den Rang k. 

b) Ist k eine naiiirliche Zahl und hat U G hji/]^j{F/FM) den Rang k, so gibt es 
ein D e Aij(F) mit e{D) = U. Ist D e Ar{F) und gilt e{D) = U, so ist D 
als Modul endlich erzeugt und k ist auch der Rang von D. 

c) Ist G eine Gerade von A]i{F), so gibt es drei Punkte auf G, deren Bilder 
unter e paarweise verschieden sind. 
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Beweis. Natiirlich ist e ein Homomorphismus. Dass e surjektiv ist, beweisen 
wir erst zum Schlufi. 

a) Da D erzeugt ist, ist D frei, so dass klar ist, was es bedeutet, dass der 
Rang von D glcich k ist, namlich, dass D cine Basis C dcr Kardinalitat k hat. 
(Man kann Rang auch fiir torsionsfreie Moduln ohne Miihe definieren, was wir 
hier jedoch nicht tun.) 

Nach 2.15 ist D cin dircktcr Summand und nach 2.16 ist jedes Komplement 
von D frei. Es gibt daher eine Basis B von F mit C C B. Nach 2.17 ist 
{b + FM \ b G B} eine Basis von F/FM, so dass {7 + FM | 7 e C} Unear 
unabhangig ist. Da e(-D) von dicscr Mcngc crzcugt wird, gih die Bchauptung a). 

b) Es sei zunachst fc = 1. Dann gibt es ein p G F, so dass U von p + FM 
erzeugt wird. Nach 2.11 gibt es ein primitives / mit p = /cont(p). Es folgt 
cont(p) ^ M, so dass U auch von / + FM crzcugt wird. Nach 2.11 ist fR € 
A[{{F). Also ist e auf fR anwendbar und wir erhalten e{fR) = U. 

Nun sei k beliebig. Es gibt dann primitive f\, fk & F, so dass e{fiR), . . ., 
e{ fkR) cine Basis von U ist. (Projcktive Interpretation!) Es sei W das Supre- 
mum der . . . , fkR in Ar^F). Weil W von k Punkten erzeugt wird, ist der 

Rang von W als projektiver Raum hochstens gleich k. Dann ist aber auch der 
Rang von e{W) hochstens gleich k. Nun ist U < £{W), da ja £{fiR) < ^{W) fiir 
alle i gilt. Daher ist U = e{W) und der Rang von W als projektiver Raum ist 
gleich k. 

Es sci B cine Basis von F. Dann hiingt die Menge dcr fi von cincr cndlichen 
Teilmenge von B ah. Daher liegen die fiR in einem endlich erzeugten direkten 
Summanden von F. Weil W das Supremum der fiR ist, liegt auch W in diesem 
direkten Summanden. Dann ist aber W auch als Modul endlich erzeugt und k 
ist der Rang von W als Modul. 

c) Es sei G eine Gerade von Afl(F). Wie der Beweis von b) zeigt, ist G ein 
freier Modul des Ranges 2. Es gibt also eine Basis 61, 62 von G. Dann sind aber 
auch 61 + 62, 61 und 61+62, 62 Basen von G. Weil G ein direkter Summand ist, 
gibt es Basen Bq, Bi und B2 von F, die der Reihe nach die drei zuvor genannten 
Basen von G enthaltcn. Hicraus folgt dann mit 2.17, dass e(6ii?), e((6i + 62)^?) 
und e{b2R) drei verschiedene Punkte sind, deren Urbilder auf G liegen. 

Es bleibt die Surjektivitat von e nachzuweisen. Dazu sei U ein Teilraum von 
F/FM. Fcrner sci B cine Basis des projektiven Raimics L/j/Af(t/). Es gibt 
dann eine Punktmenge C von Ar^F), so dass die Einschrankung von e auf C 
eine Bijektion von C auf B ist. Es sei D das Erzeugnis von C in Aii{F). Ist 
P ein Punkt auf D, so gibt es eine endliche Teilmenge E von C, so dass P 
von E abhangt. Ist X der von E aufgespannte Teilraum von A/{(F), so hat X 
hochstens den Rang \E\. Andererseits hat Y := J2eeE^i^^) genau den Rang 
\E\. Wcgen Y C e{X) hat X daher ebenfalls den Rang \E\ und es gilt Y = e(X). 
Hieraus folgt 

€{P) CY CU. 

Weil €{D) von seinen Punkten erzeugt wird, folgt mit a) und b), dass e{D) C U 
gilt. Andererseits ist banalerweise U C e(D), so dass in der Tat U = e{D) ist. 
Damit ist e auch als surjektiv erkannt. 
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Es gilt auch die Umkchrung dieses Satzes: 1st V ein Vcktorraum iibcr dem 
Korper K und ist der Rang von V mindestens 3, so lasst sich jeder Epimorphis- 
mus von Lk{V) auf einen projektiven Verband L, der die Menge der Punkte 
von Lk{V) auf die Menge der Punkte von Lk{V) auf die Menge der Punkte 
von L und die Menge der Geraden von Lx{V) auf die Menge der Geraden von 
L abbildet, mittels eines Bewertungsringes von K auf die obige Weise beschrei- 
ben. Einen Beweis fiir diesen Sachvcrhalt findet der Lescr in Machala (1975). 
Machalas Beweis ist mehrere Seiten lang. Ich kann ihn zwar nachvollziehen, da 
er mir sein Geheimnis, weshalb er korrekt ist, aber nicht preisgibt, ist er hier 
nicht abgedruckt. 

3. Segresche Mannigfaltigkeiten 

Nach diesem Intermezzo iiber Epimorphismen von projektiven Verbanden wen- 
den wir uns wieder unserem eigentlichen Thema zu. 

Ist R cin komnnitativcr Ring mit Eins und ist M ein i?-Modul, so diirfcn 
und werden wir annehmen, dass M sowohl ein Rechts- als auch ein Linksmodul 
iiber R ist und dass dariiber hinaus rm = mr fiir alle r G R und alle m G M 
gilt. Dann ist M sogar cin i?-Bimodul. 

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und Mi , . . . , Mt seien i?-Moduln. 
Eine Abbildung / von Mi x • • • x in den i?-Modul N heifit t-fach linear oder 
kurz multilinear, falls / in jedcm Argument linear ist. 

War das Tensorprodukt bislang eine binare Operation, so fiihren wir nun das 
Tensorprodukt als t-are Operation ein, um dann zu sehen, dass sich die neue 
Operation auf die alte zuriickfiihren lasst. Dazii sei R ein kommutativer Ring 
mit Eins und Mi , . . . , Mt und T seien Moduln iiber R. Es sei ferner r t-fach 
lineare Abbildung von Mi x • • • M^ in T. Wir nennen (T, r) ein Tensorprodukt 
von Ml, . . . ,M4, falls gilt: 

1) Der Modul T wird von der Menge der t(toi, . . . ,mt) mit rrij S Mj fiir i := 
1,. . . ,t erzeugt. 

2) Ist N ein i?-Modul und ist / eine multilinearc Abbildung von Mi x • • • Mt in 

A^, so gibt es eine lineare Abbildung g von T in N mit f = gr. 
Die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von Tensorprodukten beantwortet 
der folgende Satz. 

3.1. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Sind Mi, . . . , Mf Mo- 
duln iiber R, so gibt es bis auf Isomorphie genau ein Tensorprodukt (T, r) von 
Mu...,Mt. 

Beweis. Dass es bis auf Isomorphie hochstens ein Tensorprodukt gibt, be- 
weist man wie bei solch universellen Objekten iiblich. 

Natiirlich ist (Mi , id) ein Tensorprodukt von Mi , so dass der Satz fiir t = 1 
richtig ist. Es sei t > 1 und 1 < i < t. Nach Induktionsannahme gibt es 
ein Tensorprodukt {A, a) von Mi,...,Mi und ein Tensorprodukt {B,/3) von 
Mj+i, . . . ,Mt. Wir zeigen, dass {A (^n B, r), wobei r die durch 



t{xi, ...,xt):= a{xi, . . . , a;j) (g) P{xi+i, ...,Xt) 
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definierte Abbildung ist, cin Tcnsorprodukt von Mi, . . . , Mj ist. 

Um dies zu zeigen, sei / eine multilineare Abbildung von Mi x • • • x Mj in 
W. Ferner sei x e Mi x ■ ■ ■ x M^ und y e Mj+i x • • • x M(. Wir definieren 
durch 

Dann ist gx multilinear, so dass es eine lineare Abbildung tp^ von B in W gibt 
mit g^ = il^xP. 

Es sei 6 e -B. Wir definieren hi, durch 

hb{x) := Vx(&) 

fiir alle x € Mi x • • • x Mi. Weil ipx ein Homomorphismus ist und weil B von 
der Menge der j5{y) erzeugt wird, folgt, dass auch h}, multilinear ist. Es gibt 
daher einen Homomorphismus fb von A in mit hb — (fibCt. Wir definieren 
nun die Abbildung F von AxBinW durch 

F{a,b) := ipb{a). 

Dann ist F gewiss linear in a. 1st x G Mi x • • • x Mj, so folgt 

F{a{x),b) = (pba{x) = hh{x) = ipxib), 

so dass F auch in b linear ist, da F in a linear ist und die a{x) den Modul A 
erzeugen. Schliefilich ist 

F{a, rb) = F(a, br) = F{a, b)r = F(ar, b), 

so dass F tensoriell ist. Es gibt daher eine lineare Abbildung G von Ac^rB in 
W mit F{a, b) = G{a 6) fiir alle a € A und alle b € B. Mit diesem G folgt 
schliei31ich 

(Gr)(a;, y) = G{a{x) ® /3{y)) = F{a{x), I3{y)) 

= i>x{P{y)) = 9x{y) = f{x,y). 

Um zu erkennen, dass {A 0^ B, r) ein Tensorprodukt von Mi, . . . , Mj ist, ist 
nur noch zu bemerken, dass die Menge der t{x) mit x G Mi x • • • x Mt ein 
Erzcugcndcnsystcm von A^j^B ist. Damit ist Satz 3.1 bcwicsen. 

Wir haben viel mehr bewiesen als im Satz formuliert. Um dies deutlich zu 
machen, vereinbarcn wir zunachst, statt t(xi, . . . , xt) wie iiblich xi ^ ■ ■ ■ ^ xt 
zu schreiben und das Tcnsorprodukt selbst mit ^\.^i Mi zu bezeichnen. 

3.2. KoroUar. Es sei R ein kommutativer Ring mit Bins und Mi, . . . ,Mt 
seien Moduln iiber R. Ferner sei 1 < i < t. Es gibt dann genau einen Isomor- 
phismus a des Tensorproduktes 0^.=^ Mfe auf das Tensorprodukt (0^.^^ Mk)<S> 
((8)L=i+i Mk) mit 

a{xi (g) • • • a;t) = (g) • • • (g) a;,) (g) {xi+i • • • xt). 

Dabei ist das Tensorprodukt iiber eine leere Indexmenge (hier der Fall i = t) als 
der Ring R zu interpretieren. 
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Beweis. Nur der Fall i = t bedarf eines Hinweises. In diesem Falle wende 
man Satz 1.7 an. 

Dieses KoroUar macht explizit, dass sich das Tensorprodukt von mehreren 
Moduln iiber einem kommutativen Ring mit Hilfe des Tensorproduktes von zwei 
Moduln ausdriickcn lasst. 

Wir betrachten nun Vektorraume Vi , . . . , Vf iiber einem kommutativen Kor- 
per K. Die Vektoren der Form t;i • • • (g) des Tensorproduktes Vi 
ncnncn wir reine odcr auch zerlegbare Tensoren. Die Mcngc der von reinen Ten- 
soren aufgespannten Punkte von Lit Vi) bezeichnen wir mit S{Vi, . . . , Vt). 
Wir nennen diese Menge Segresche Mannigfaltigkeit mit den Parameterrdumen 
Vi,...,Vt. Es gilt nun 

3.3. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi,...,Vj seien Vek- 
torraume iiber K. Ist tt € St, so gibt es eine projektive Kollineation k von 
Lk((2)-:=i Vi) ««/Lk(0- =1 mit S{Vu..., = . . . , 

Beweis. Die Abbildung, die dem Element {vi,. . . ,Vt) das Element 
• • • (g) w^(j-) zuordnet, ist multilinear. Es gibt daher eine lineare Abbildung A von 

(S)l:=i Vi auf V"^(i) mit 

(wi O • • • O vt)^ = ^^(i) O • • • 

Vertausclicn dor RoUen der beidcn Tensorprodukte liefert die Existenz der zu A 
inversen Abbildung. Folglich ist A ein Isomorphismus und der von A induzicrte 
Isomorphismus k von Lfe(0*_^ Vi) auf ^k{^I.^i bildet S{Vi, . . . ,Vt) auf 

SiV^{i),---,V^(^t)) ab. 

Es sei P ein Pmikt dor Scgrcmannigfaltigkeit ^(Vi, . . . , Vt) mit den Param- 
ctcrraumen Vi, . . . ,Vt. Es gibt dann Vektoren Pi G Vi mit P = (pi (g • • • ®pt)K. 
Fiir i :— 1, . . . ,t sctzcn wir 

Ui{P) := {pi (g • • • (gft-i (g a; igpi+i (g • • • (g | a; € Vi}. 

Dann ist Ui{P) ein zu Vi isomorplicr Untcrraum von L/f(®i=i ^cr P 
enthalt und dessen Punkte alle zu S{Vi, . . . , V*) gehoren. Um dies anzudeuten, 
schreiben wir auch Ui{P) < S{Vi, . . . , Vt), obgleich das formal nicht korrekt ist. 
Wir setzen ferner 

T(P) ■.= Y.Ui{P) 

i: = l 

und ncnncn T{P) den Tangentialraum von 5'(Vi, . . . , Vt) in P. 

3.4. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi,...,Vt seien Vek- 
torraume iiber K. Ist X eine nicht leere Teilmenge von {1,...,*} und ist 
j G {1, . . . ,t} — X , so ist 

u,iP)nJ2UiiP) = P- 

iex 
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Beweis. Auf Grund von 3.3 diirfen wir annchmcn, dass j = 1 und X = 
{2, . . . , s} ist. Es sei P = (pi (g) • • -^PtjK. Ferner sei u € Ui{P) D J2t.=2 Ui{P). 
Es gibt dann Xi GVi mit 

u = -xi ®p2®---®Pt 

einerseits und 

u=p\®X2®---®Pt-\ h Pi (S) • • • a;s • • • (g) Pt 

andererseits. Hieraus folgt weiter unter Zuhilfenahme von 3.2, dass 

= a;i (p2 • • • Pt) + Pi y 

ist, wobci y cine naheliegende Abkiirzung ist. Weil P2 • • • Pt nicht Null ist, 
sind xi und pi nach 1.11 linear abhangig. Daher ist xi G piK, so dass der Satz 
bewiesen ist. 

3.5. KoroUar. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie in Satz 3.4- Sind 
uherdies die Range der Vi endlich und setzt man Vi := Rg^(l^i), so ist 

t 

Rgj,{T{P)) = l-t + Y,n. 

i: = l 

Dies folgt unter Benutzung der Rangformel mittels Induktion aus 3.4. 

Der nachste Satz wird seine Bedeutung verlieren, sobald Satz 3.9 bewiesen 
ist. Fiir den Beweis dieses Satzes wird er jedoch benotigt. 

3.6. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper, Vi,. . . ,Vt seien Vektorrdume 

iiber K, und P sei ein Punkt von S'(Vi, . . . , Vi). Ist U € L/f (0*.^;^V), ist 
U < T{P) und liegt jeder Punkt von U auf SiVx, . . . , Vt), so gibt es ein i mit 
U<Ui{P). 

Beweis. Es sei P = (pi • • • Pt)K und Q = (gi • • • qt)K sei ein Punkt 
von U. Es gibt dann Uj e Vi mit 

t 

-qi • • • gt = Pi • • • • • • Pt- 

i:=l 

Wir diirfen P ^ Q annehmen. Es gibt dann ein i mit Qi ^ PiK. Wegen 3.3 
diirfen wir annehmen, dass i = 1 ist. Dann folgt 

= gi (^2 • • • 9t) + wi (P2 • • • Pt) + Pi 2/, 

wobei y wieder fiir einen langeren Ausdruck steht, dessen Einzelheiten uns nicht 

intcrcssicrcn. Weil q2® ■ ■ ■ ® qt nicht Null ist, sind die Vcktorcn (71, pi und Ui 
nach 1.11 linear abhangig. Ware ui = pik mit cinem k G K, so folgte 



= 91 (92 (92 • • • gt) + Pi (y + (P2 • • • Pt)k) 
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im Widcrspruch zur linearen Unabhangigkcit von qi und pi. Somit sind ui und 
pi linear unabhangig. Es gibt daher a,b G K mit qi = uia+pib. Es folgt a ^ 
und 

= Ml (g) ((^2 (S) • • • (S) qt)a + P2 'Si ■ ■ ■ Pt) + Pi 'Si z 
mit einem geeigneten z. Weil Ui und pi linear unabhangig sind, folgt 

= • • • (8 qt)a +P2'Si ■ ■ ■ 'Sipt- 

Hicraus folgt mm mittcls Induktion, dass qi G PiK ist fiir i :— 2, . . . ,t. Dies 
zeigt, dass Q < Ui{P) ist. 

Es seien Q und R zwei Punkte von U , die beide von P verschicden seien. 
Es gibt dann i und j mit Q < Ui{P) und R < Uj{P), wic wir gcradc geschen 
hatten. Wir zcigcn, dass i = j ist. Dazii nehmen wir an, dass dies nicht der 
Fall sei. Wir diirfcn dann annchmcn, dass 2 = 1 und j — 2 ist. Es folgt 
Q = {u\®p2®- ■ ■®pt)K und R= {pi<®U2®- ■ ■®pt)K mit G Vi fiir i := 1, 2. 
Es folgt, dass auch der durch 

T := (ui <S) p2 <Si ■ ■ ■ <® pt + Pi 'Si U2 I® ■ ■ ■ I® ptjK 

definierte Punkt T ein Punkt auf SiVi, . . . ,Vt) ist. Es gibt daher ein k mit 
T < Uk{P). Wegen Q + R = R + T = T + Q\xnd Ui{P) n f/2(P) = P 
(Satz 3.4) ist k 1,2. Daher diirfcn wir annehmen, dass k = 3 ist. Es folgt 
T = {pi S P2 S U3 ®i ■ ■ ■ Pt)K mit U3 S V3, so dass es ein k £ K gibt mit 

{ui SP2SP3+P1SU2SP3+P1SP2S u^k) S ■ ■ ■ Spt = ^- 

Hieraus folgt 

Ui®)P2SP3+PlSU2SP3.+PlSP2S u^k = 

und welter 

wi S {P2 S ps) +PiS {u2 SP3+P2S usk) = 0, 

so dass Ml und pi linear abhangig sind. Dies hat aber Q = P zur Folge. Damit 
ist gezeigt, dass es ein i gibt, so dass alle von P verschiedenen Punkte von U in 
U^{P) licgcn. Also ist U < U,{P). 

3.7. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi,...,Vt seien Vek- 
torraume iiber K. Sind P und Q Punkte auf S{Vi, . . . , Vj) und ist Ui{P) fl 
UiiQ) ^ {0}, so ist Ui{P) = Ui{Q). 

Bewcis. Es sci P = (pi (g) • • • ® pt)K und Q = {qiS ■ ■■ S qt)K. Auf Grund 
unserer Voraussetzung gibt es a; j , yj S mit 

Pi S ■ ■ ■ S Xi S ■ ■ ■ S Pt = qi S ■ ■ ■ S Vi S ■ ■ ■ S qt- 
Hieraus folgt pjK = qiK fiir alle von i verschiedenen j. Dies zeigt, dass Ui{P) = 
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Bcsondcrs cinfach sind Scgrcschc Mannigfaltigkeiten mit mir zwci Parame- 
terraumen. Fiir diese gilt der folgende Satz, der uns sogleich von Nutzen sein 
wird. 

3.8. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi und V2 seien Vek- 
torrdume uher K . Sind P und Q zwei Punkte von S{Vi,V2), so istUi{P)f\U2{Q) 

ein Punkt. 

Bewcis. Es sei Ui{P) = {xi®p2 \ xi e Vi} und U2{Q) = {qi®X2 \ X2 S V2}. 
Setze R := (pi q2)K. Dann ist R ein Punkt mit R < Ui{P) n U2{Q). Mit 3.7 
und 3.4 folgt 

Ui{P) n U2{Q) = Ui{R) n U2{R) = R. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

3.9. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi,...,V( seien Vek- 
torraume iiber K. Ist U ein Teilraum von Vi und liegen alle Punkte 
von U auf S{Vi, . . . , Vt), so gibt es einen Punkt P auf S{Vi, . . . ,Vt) und ein i 

mit U < U,{P). 

Beweis. Wir machen Induktion nach t. Sei also zuniiclist t = 2. Ferner seien 
Q und R zwei vcrschiedcne Punkte auf U. Sctzc P := Ui{Q) n U2{R)- Nach 
3.8 ist P ein Punkt. Mit 3.7 folgt weiter Ui{Q) = Ui{P) und U2{R) = U2{P). 
Daher ist 

Q + R<T{P). 

Weil alle Punkte von Q + R m 5(^1, V2) gehoren, folgt nach 3.6 dass es ein 
i e {1,2} gibt mit 

Q + R<U,{P). 

Hieraus folgt Ui{Q) = Ui{R). Es sei S ein von Q und R verschiedener Punkt 
von U. Dann folgt mit dem gleichen Argument, dass es fc, / G {1,2} gibt mit 
Uk{Q) = Uk{S) und Uk{S) und Ui{R) = Ui{S) ist. Ist fc = 1, so folgt 

Q + R<Uk{S)nUi{P) 

und damit k = i, da ja Q + i? eine Gerade ist. In diesem Falle ist S < Ui{P). 
1st k ^ I, so ist, da wir nur zwei Indizes zur Auswahl haben, k = i oder I = i,so 
dass auch hier S < Ui{P) gilt. Weil U die obere Grenze der in U enthaltenen 
Punkte ist, ist daher U < Ui{P). 

Es sei nun t>2. \n diesem Falle identifizieren wir mit ((S)*."L\Vi)0V(. 

Dann liegen die Punkte von U alle auf 

S{<^Vi,Vt). 

i:=l 

Nach dem bereits Bewiesenen liegen die Punkte von U entweder in einem Teil- 
raum der Form 

{vi^Xt\xt€Vt} 
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mit einem v G ^ oder in einem Teilraum der Form 

t-i 

{y(E)vt\y et^Vi} 

i:=l 

mit einem vt G Vf. Im ersten Falle folgt, well die Punkte von J7 ja in der 
Segreschen Mannigfaltigkeit liegen, dass v zerlegbar ist. Das bedeutet abcr, 
dass es einen Punkt P auf der Segreschen Mannigfaltigkeit gibt mit U < Ut{P). 
Im zweiten Falle folgt aus der Induktionsannahme, dass es einen Punkt P sowie 
ein i gibt mit 1 <i <t—l und U < Ui{P). Damit ist auch dieser Satz bewiesen. 

Die Raume Ui{P) spielen eine hervorragende RoUe, wie wir jetzt schon sehen. 
Daher setzen wir 

E,:={U,{P) \ P eS{Vi,...,Vt)} 

und nennen Ei die ite Schar von Erzeugenden von ^(Vi, . . . , Vt). Ist i = 2 und 
Rg^(Vi) = 2 fiir beide i, so heifien Ei und E2 auch Regelscharen bzw. reguli 
(Einzahl: regulus. Blaschkc bildct den Plural „Regulusse".) VoUig unklar ist 
mir die Herkunft von regulus. Im Lateinischen bedeutet es „K6nig eines kleinen 
Landes", weiter einen kleinen Vogel, hinter dem man den Zaunkdnig vermutet 
und, als Ubersetzung von /3aaiXiaK0(;, „Basilisk", cine Eidcchscnart. Ich wcifi 
auch nicht, welches der beiden Worter „Regelschar" und regulus im Sinne von 
Regelschar alter ist. 

3.10. Satz. Es seien Vi und V2 Vektorrdume iiber dem kommutativen Korper 
K. Sind X, y,z £ Vi und u,v,w € V2 und gilt x®u + y®v = z®w, so sind x 
und y oder u und v linear abhdngig. 

Beweis. Die Vektoren x und y seien linear unabhangig. Ist u = oder 
V = 0, so ist nichts zu beweisen. Es sei also m 7^ und v 0. Es sei ferner 
B eine Basis von Vi mit x,y G B und C sei eine Basis von V2. Schliefilich sei 
^ = J2beB ^Cb, u = Y^cec cac, v = J2cgC und w = J2cec C7c- Dann ist 

^(x (g) c)ac + ® = X! ® '=)'^b7c- 

cgC ceC beBceC 

Da die c eine Basis von Vi ®k V2 bilden, folgt ac = Cx7c und /3c = Cj/7c fur 
alle c £ C. Hieraus folgt u = w^x und v = w(y. Weil u und v nicht Null sind, 
sind Cx und (y nicht Null, so dass u und v in der Tat linear abhangig sind. 

Ich wcifi nicht, ob man bcim nachsten Satz auf die Voraussetzung der End- 
lichkcit der Range verzichten kann. 

3.11. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi,...,Vt seien Vek- 
torrdume iiber K mit 2 < Rg^^ (V^) < 00. Ist a e Gi(0*_-^ Vi) und gilt 

s{Vi,...,vr = s{Vi,...,v), 

so gibt es ein n & St mit Ef = -B,r(i) f'U'f i ■= 1, ■ ■ . ,t. 
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Beweis. Wegen 3.3 diirfen wir annehmen, dass 

2<Rgj,{V,)<...<RgK{Vt) 

ist. 

Es sci U cin Element von Et- Da die Segresche Mannigfaltigkeit S{Vi, . . . ,Vt) 
invariant unter a ist, liegen alle Punkte von U"' auf 5(^1, . . . , Vf). Nach 3.9 gibt 
es daher ein j und ein W G Ej mit If^ < W. Auf Grund unserer Annahme 
iiber die Range der Vi folgt U°' = W. Wir wollcn zeigen, dass hieraus folgt, 
dass Ef = Ej ist. Dazu diirfen wir wegen 3.3 annehmen, dass j = t ist. 

Es ist 

C/ = {pi • • • O Pt-i <Six\xGVt} 

und 

= {qi^---(^ qt-i (S)v\y&Vt}. 

Es sei W := {wi (g) p2 • • • <8i Pt-i 'S' x \ x G Vt}, aber ^ Ef. Wir konnen 
annehmen, dass G E^_i ist. Es gibt dann Vektoren mit 

W" = {ri(^ ■■■ ® rt-2 (g) X (g) rt I X e Vt-i}. 

Weil der Rang von Vt mindestens 2 ist, gibt es ein ye Vf, so dass y und rt linear 
unabhangig sind. Es gibt ferner ein x G Vt mit 

(pi (g • • • (g) pt-i (g a;)*^ = Qi (g • • • (g qt-i (g y 

und ein z € Vt-i mit 

(wi ig P2 ig • • • ig ig a;)"^ = ri (g • • • (g rt_2 ig 2 (g n. 

Nun ist 

gi (g • • • (g g't-i (g y + ri (g • • • (g rt_2 (g -2 rt = ((pi + wi) (gp2 • • -Pt-i x)'^ 

Weil a zerlegbare Tensoren auf zerlegbare Tensoren abbildet und well y und r„ 
linear unabhangig sind, folgt mit 3.10, dass es ein k G K gibt mit 

gi • • • qt-i = (ri . . . rt-2 z)k. 

Hieraus folgt QiK = ViK fiir i := 1, . . . , t — 2 und qt-iK = zK. Dies impliziert 
die Existenz eines I G K mit 

gi • • • gt-i y + ri • • • rt-2 -2 n = gi • • • gt_i (g + nZ). 

Also ist 

((pi + wi) 0p2 • • • 0Pt-i x)'^ = gi • • • gt-i (y + rf/). 
Der letzte Vektor liegt aber im Bild von U unter a. Es gibt also ein u G Vt mit 
Pi • • • 0Pt-i w = (pi + Wi) 0p2 • • • 0Pt-i x. 
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Hieraus folgt schlicBlich, dass pi und wi linear abhangig sind, so dass U = W 
ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass doch G Et ist. 
1st i > 1 und ist bereits gezeigt, dass 

{wi (g) • • • (g) (g) pi+i (g) • • • g) pt-i <Si X \ X eVty 

in Et liegt, so folgt mittels 3.3 und dem bereits Bewiesenen, dass auch 

{wi • • • Wi+i pi+2 • • • Pt-1 a; I a; e Vt}" 

in Et liegt. Damit ist gezeigt, dass Ef = Et ist. 

Die Behauptung des Satzes folgt nun mittels Induktion nach t. 

Wir sind mm in dcr Lago, den Stabilisator G{Vi, . . . ,Vt) von S{Vi, . . . ,Vt) 

in PGL{^^.^^ Vi) zu bcstimmen. 

3.12. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und Vi,...,Vt seien Vek- 
torrdume endlichen Ranges iiber K mit 2 < Rg j^{Vi) fiir alle i. Ist a eine 
Kollineation von La'(®*=i^)7 die S{Vi, . . . ,Vt) invariant Idsst, und gibt es 
einen Punkt P G S{Vi, . . . , Vt), so dass a den Tangentialraum T{P) punktweise 
festldsst, so ist a = 1. 

Beweis. Weil der Rang von T{P) mindestens 2 ist, wird a durch eine lineare 

Abbildung induzicrt. Dies wcrdcn wir spatcr vcrwcndcn. 

Eine zweite Bemerkung, die uns gleich niitzlich sein wird, ist die, dass 
^(Vi, . . . ,Vt) einen Rahmen von Vi enthalt, woraus nach III. 1.10 folgt, 

dass cinzig die Idcntitiit untcr den projcktivcn KoUincationcn S{Vi,...,Vt) 
punktweise festlasst. Um die Existenz des Rahmens zu zeigen, sei Bi eine Basis 
von Vi. Setzt man Wj := J2beB- ^' ^^'^ definiert man ba durch ba ■= • • • 
a{t) fiir alio a G cart ■_;^_Bi, so bilden die Punkte Pq := {ui ® ■ ■ ■ ® Ut)K, Pa := 
baK einen Rahmen von Vi. 

Es sei t = 2. Ferner sei Q ein Punkt von V2). Dann ist R := U\{Q) n 
U2{P) nach 3.8 ein Punkt. Es folgt ;7i(Q) = Ui(R) und U2{P) = U2(R). Es 
folgt, dass R und U2{R) unter a festbleiben. Dann bleibt aber auch Ui{R) unter 
cr fest. Wegen Ui{R) = Ui{Q) ist also Ui{Q) unter a fest. Genauso zeigt man, 
dass auch U2{Q) untcr a fcstblcibt. Wcgcn Q — Ui{Q)nU2{Q) ist folghch Q bci 
a fest. Dies zeigt, dass a alle Punkte von S{Vi, V2) festlasst. Weil a von einer 
linearen Abbildung induziert wird, ist a nach obiger Bemerkung die Identitat. 

Es sci nun t > 2 und P = (pi • • • Pt)K- 1st 7^ xt G Vt, so ist 
X := (pi • • • 0pt_i 0a;t)if ein Punkt von Ut{P). Hieraus folgt = X. Dies 
impliziert, dass Ut-i{XY = Ut-i{X) ist. Da dies fiir jedes xt gilt, folgt, dass 
der Raum W, der von 

{pi • • • 0pt-2 0a;t_i Xt I xt-i e Vt-i,xt G Vt} 

erzeugt wird, unter a invariant ist. Die Punkte von S{Vi, . . . ,Vt), die in W 
liegcn, bilden cine zu S'(Vt_i,Vt) isomorphc Scgremannigfaltigkeit. Da P zu 
dieser Mannigfaltigkeit gehort und da der Tangentialraum Ut-i{P) + Ut{P) an 
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diesc Mannigfaltigkcit im Punktc P als Untcrraum von T(P) cbcnfalls punkt- 
weise festbleibt, folgt, dass W von a punktweise festgelassen wird. Nun ist 

(8)-:=l Vi ™ 




in kanonischcr Wcise isomorph, so dass wir dicse beiden Vektorraume identi- 
fizieren diirfen. Dann lasst aber a die Raume Ui{P) und W punktweise 

fest. Die lineare Abbildung, von der a induziert wird, wirkt auf diesen bei- 
den Raumcn als Skalarmultiplikation. Da P im Durchschnitt dicscr bcidcn 
Raume liegt, wird sie auf beiden Raumen durch die gleiche Skalarmultiplikation 
dargestellt. Somit lasst a den Tangentialraum T'{P) von S{Vi,. . . , Vt-2, Vt-i (S) 
Vt) punktweise fest. Nach Induktionsannahme ist daher a = 1. 

3.13. Satz. Es sei K ein kommutaiiver Korper und Vi,...,Vt seien Vek- 
torraume endlichen Ranges ilber K . Es sei 

{ri,...,r,} := {RgK{Vi) \ i := I, . . . ,t} 

und 

2 <ri < r2 < .. . <rs. 

Ferner sei aj die Anzahl deri mit Rg^(Vi) = rj. Ist G{Vi, . . . , Vj) diejenige Un- 
tergruppe von G{Vi, . . . ,Vt), die die Erzeugendenscharen Ei von S{Vi, . . . ,Vt) 
jede fur sich invariant lasst, so ist 

G{Vu. . . , Vt)/G{Vu . . . , 14) ^ X • • • X S„ 

und 

G{Vi, ...,Vt)^ PGL{Vi) X • • • X PGL{Vt). 

Bcwcis. Die crstc Aussagc folgt unmittclbar aus 3.11. 

Es sei Pi G GL{Vi) fiir i := 1,. . . ,t. Mit Hilfe von 3.2 und 1.3 erhalten wir 
die Existenz genau einer Abbildung pi^ ■ ■ ■ ^ pt mit 

{vi(E)---(E) VtY^'^-'^P* = z;f O . . . (g) . 

Es sei rj die Abbildung, die dem Element die von p\ ® ■ ■ ■ pt in 

Lif(0i =i ^i) induzierte Kollineation zuordnet. Dann ist rj ein Homomorphis- 
mus von GL{Vi) x • • • x GL{Vt) in GiVx, . . . , Vt). Es sei (pi, . . . , pt) im Kern 
von T]. Es gibt dann ein k G K* mit 

O • • • (g) = (g) • • • O vt)k. 

Hicraus folgt die Existenz von ki € K* mit vf^ = Viki fiir i := l,...,i. 
Dies zcigt, dass rj einen Monomorphismus von PGL{Vi) x ••• x PGL{Vt) in 
G{Vi, . . . ,Vt) induziert. 

Es bleibt zu zeigen, dass rj surjektiv ist. Dazu sei a eine lineare Abbildung, 
die eine Kollineation aus G{Vi, . . . ,Vt) induziert. Es sei P = {pi ® ■ ■ ■ ^ pt)K 
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ein Punkt von S{Vi ,Vt). Dann ist auch P'^ ein Punkt von S{Vi, ...,Vt). Es 
gibt folglich Qi GVi mit 

(pi (g) . . . , i^pt)" = gi ® . . . ® Qt- 

Es gilt dann Ui{PY = Ui{P'^) fiir alle i. Es gibt daher eine Abbildung ai e 

GL{Vi) mit 

{pi (E) ■ ■ ■ (E) x, (g) ■ ■ ■ PtY = Qi O • • • O xf* (g) • • • (g) gt 

und es folgt p^^ — qi. Nach dem, was wir bereits gezeigt haben, induziert a{ax (g 
• • • (g (Tt)^^ cine KoUineation, die zu G(Vi, . . . , Vf) gehort. Diese KoUineation 
lasst aber T{P) punktweise fcst, da die lineare Abbiklung (t(o"i (g • • • ®<Jt)^^ die 
Unterraumc Ui{P) vektorweisc fcstlasst. Mit 3.12 folgt daher, dass die fragliche 
KoUineation die Identitat ist. Also ist cr = cii (g ••• (g dt, so dass 77 auch surjektiv 
ist. Damit ist alles bewiesen. 

4. Geometrische Erzeugung Segrescher Mannigfaltigkeiten 

Die Definition der Segreschen Mannigfaltigkeiten, die wir im letzten Abschnitt 
gcgcbcn habcn, liisst natiirlich viel zu wiinsclicn iibrig. Sic gibt cine rein al- 
gebraische Beschreibung dieser Objekte, so dass sich die Frage erhebt, ob es 
geometrische Kennzeichnungen dieser Mannigfaltigkeiten gibt. Die Antwort 
lautet natiirlic:li ,,ja", zTunindest, wenn wir die Endlichkeit der Range der Pa- 
rameterriiumc voraiissctzcn. 

4.1. Satz. Es sei L ein projektiver Verband und Ui, . . . ,Un seien unabhdngige 
Elemente dieses Verbandes, dh., es gelte 

Ukn^Ui = 
iex 

fiir alle echten Teilmengen X von {!,... ,n) und alle Indizes k, die nicht in X 
liegend. Ist P ein Punkt von Y^^.-i Ui und gilt 

iex 

fiir alle echten Teilmengen X von {1, . . . ,n}, so gibt es genau einen Teilraum 
T des Ranges n von L, der P enthdlt und der jeden der Rdume Ui nicht trivial 
schneidet. 

Es ist TnUi fiir alle i ein Punkt und {T (1 Ui \ i := 1, . . . ,n} ist eine Basis 
von T. 

Beweis. Wir machen Induktion nach n. Es sei zunachst n = 2. In diesem 
Falle setzen wir 

T:= iUi+P)niU2 + P). 
Dann ist P < T. Auf Grund dcs Modulargcsctzcs gilt 



Ui + {{Ui + P) n U2) = (f/i + P) n (c/i + U2) = Ui + P, 
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da ja P < Ui + U2 ist. Hicraus folgt, dass {Ui + P)r\U2 ein Punkt ist, da P ja 
nicht in C/i liegt. Wegen 

T n f/2 = (C/i + P) n {U2+)) n c/2 = (J7i + P) n c/2 

ist TC\U2 also ein Punkt. Ebenso sieht man, dass Tr\Ui ein Punkt ist. Nochma- 
lige Benutzung des Modulargesetzes liefert 

T = (c/i + P) n (P + i72) = P + {{Ui + P) n U2), 

so dass T die Summe zweier Punktc ist. Folglich ist T eine Gerade. Damit ist 
die Existenz von T gezeigt. Ist andererseits T' eine Gerade durch P, die Ui und 
U2 trifft, so ist 

T' < (Ui + P) n {U2 + P)=T, 

womit auch die Einzigkeit von T nachgewiesen ist. 

Es sei nun n ^ 3. Wir setzen V :— X^"!} Ui- Dann gilt P < V + Un und 
P ^ V,Un- Nach dem bereits Bewiesenen gibt es genau eine Gerade G durch 
P, die V und f/„ jeweils in einem Punkte trifft. Setze Q := V O G. Ist dann 
X eine echte Teilmenge von — 1}, so folgt Q ^ J2ieu ' andernfalls 

P < J2iexu{n} ware. Es gibt also einen Teilraum H des Ranges n — 1, der 
durch Q geht und jeden der Teilraume Ui mit i < n nicht trivial trifft. Setzt 
man T := G + H, so liegt P auf T und T schneidet jeden der Raume Ui nicht 
trivial. Nun ist offenbar G (1 H = Q und daher 

Rgi(T) = Rg JG) + Rgi(ff) - l = 2 + n- l- l = n, 

so dass die Existenz von T bewiesen ist. 

Die Bedeutungen von G,H,Q und V werden beibehalten. Es sei T' ein 
Raum des Ranges n, der P enthalt und alle Ui nicht trivial schneidet. Weil die 
Ui unabhangig sind, folgt 

(n \ n 

J2{Ui nT')\=J2 ^SLiUi nT')>n 
i: = l ' i:=l 

und weiter Rg^iU, H T) = 1. Sctzc R, := Ui C^ T' . Dann ist P„ < P + J7„. 
Wegen P ^ YJ^Z\ Ri ist T' = P + Er=} R^■ Es folgt Rn<P + V. Dies besagt, 
dass Rn<{P + Un) n (P + y) = G ist. Also ist G < T'. Es folgt, dass auch 
Q <T' ist. Also ist T' n F ein Raum des Ranges n — 1 durch Q, der die Ui mit 
i < n—1 nicht trivial schneidet. Nach Induktionsannahme ist daher T' DV = H 
und weiter T = T' . Damit ist die Einzigkeit von T bewiesen. Gleichzeitig sehen 
wir, dass T OUi ein Punkt ist und dass die Menge dieser Punkte eine Basis von 
T ist. Damit ist alios bewiesen. 

Da T die Raume Ui transversal schneidet, nennen wir T Transversale der 
Ui durch den Punkt P. 

4.2. Satz. Es sei L ein projektiver Verband endlichen Ranges mit dem grofiten 
Element II. Ferner seien Ui, . . . ,Un,D e L und H sei die direkte Summe von 
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je n von ihnen. 1st P ein Punkt auf D, so bezeichne Tp die Transversale der 
Ui, . . . ,Un durch den Punkt P. Es gilt nun: 

a) 1st B eine Basis von D, so ist 

Bi := {TpDUilPG B} 

eine Basis von Ui. 

b) Ist C ein Rahmen von D, so ist 

Ci := {TpCUilPG C} 

eine Rahmen von Ui. 

c) Ist B eine Basis von D und ist P G B, so ist 

{P}U{TpnUi \i:=l,...,n} 

ein Rahmen von Tp. 

Beweis. a) Wir setzen Vi = J^peBf ^- Dann ist Vi < Ui. Es folgt 

Tp<Ui + ... + Ui-i + Vi + Ui+i + ... + Un. 

Wegen P <Tp ist also 

D<Ui + ... + Ui-^ + Vi + Ui+x + ... + Un. 

Dann ist aber 

Il = Ui + ... + U^-i + D + U^+i + ... + Un 

< C/i + . . . + U,^i + V,U,+i + ... + [/„, 

so dass wegen der Unabhangigkeit der Uj folgt, dass Ui = Vi ist. Somit ist 
Bi ein Erzeugendensystem von Ui. Weil 11 von je n der Raume Ui, . . . ,Un,D 
crzougt wird, sind dicsc Raumc alk; isomorph. Daher ist Bi ein minimales 
Erzeugendensystem, dh., eine Basis von Ui. 

b) folgt unmittelbar aus a). 

c) folgt mit 4.1. 

4.3. Korollar. Es sei K ein Korper und V sei ein Vektorraum endlichen 
Ranges iiber K. Ferner seien U\, . . . ,Un,D G IjKiV) und V sei die direkte 
Summe von je n dieser Raume. Ebenso sei V die direkte Summe von je n der 
U[, ... , U^, . . . , U^, D' G Lk{V). Ist dann Pq, . . . ,Pr ein Rahmen von D und 
Pq, . . . , ein Rahmen von D' , so gibt es ein a £ PGL{V) mit 

uf = ui 



fiir i := 1, . . . ,n und 

p? = p'. 
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Dieses Korollar zu beweisen, sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. 

Unsere bisherige Definition dcr Scgrcschcn Mannigfaltigkeiten machte ex- 
pfizit Gebrauch von den Parameterraumen Vi,. . . ,Vt. Davon woUen wir nun 
loskommen. Dazu definieren wir jetzt allgemeiner: Es sei W ein Vektorraum 
endlichcn Ranges iibcr dcni kommutativen Korpcr K nnd S sei eine Menge 
von Punkten von hK^W). Wir nennen S eine Segremannigfaltigkeit, falls es 
JC-Vektorraunie Vi, . . . , gibt und einen Isomorphisnius a von Ljc Vi) 
auf Lk{W) mit S{Vi, . . . , VtY = S. Gcomctrisch relevant ist nur dcr Fall, dass 
t > 2 ist und die Range der Vi allesamt ebenfalls mindestens gleich 2 sind. Dann 
ist der Rang von W mindestens gleich 4, so dass es nach dem zweiten Struktur- 
satz eine semilineare Abbildung von Vt gibt, durch die a induzicrt wird. 

Man sieht leicht, dass es dann auch eine lineare Abbildung von 

0Li V auf 

W gibt, die einen Isomorphismus der Verbande induziert, welcher S{Vi, . . . ,Vt) 
auf S abbildet. Da die Range der Vi den Isomorphietyp von S vollig festlegen, 
sagen wir auch, falls es die Deutlichkeit erfordert, dass S eine Segresche Man- 
nigfaltigkeit mit den Invarianten ni, . . . ,nt sei. Diese Definition ist sorgfiiltig 
zu lesen. Sie beinhaltct namlich auch, dass Rg;^(VF) = n'.^j^rii ist, wcnn cs in 
Lk{W) eine Segresche Mannigfaltigkeit mit den Invarianten ni, . . . , rii gibt. 

Der nachste Satz zeigt uns, wie man Segresche Mannigfaltigkeiten geome- 
trisch erzeugen kann. 

4.4. Satz. Es seien ni, . . . ,nt naturliche Zahlen mit > 2 fiir alle i. Es sei 
K ein kom,m,utativer Korper und W sei ein K- Vektorraum. Schliefilich seien 
Wi, . . . ,Wrn, E) Unterrdume von W, so dass W die direkte Sum,m,e von je rit 
von ihnen ist. Ist dann S eine Segresche Mannigfaltigkeit mit den Invarianten 
ni, . . . , nt-i von L(_D) und ist S die Menge der Punkte P von L/f (VK), zu denen 
es einen Punkt Q ^ S gibt, so dass P auf der Transversalen Tq von Wi , . . . , Wm 
durch Q liegt, so ist S eine Segresche Mannigfaltigkeit mit den Invarianten 
ni, ...,nt. 

Beweis. Es seien Vi,. . . ,Vt Vektorraume iiber K mit Rg^(T^) = n,. Diese 
werden wir gleich benutzen. 

Aus der Annahme, dass W die direkte Summe von je Ut der Raume Wi,. . ., 
Wrn,D ist, folgt, dass die Wi allesamt zu D isomorph sind. Hieraus folgt 

RgKiW) = utRgKiD) = nLi 

so dass W als Vektorraum zu Vi isomorph ist. Wir diirfen daher W = 

Vi annehmen. 

Es sei Bi eine Basis von Vi und A := cart*.^j^i3i. Ferner sei Wi := X^bes ^ 
und ba := a{l) ■ ■ ■ (S) a{t) fiir a G A. Schliel31ich sei Pq := {wi ■ ■ ■ (S> Wt)K 
und Pa ■= baK. Dann ist 

{Po} U{Pa\aeA} 
ein Rahmen von W, der in S{Vi, . . . ,Vt) enthalten ist, wie wir schon einmal 
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feststellten. Fiir b G Bt setzen wir 

Mb := Yl ^-K 

aeA,a{t)=b 

und 

i: = l,...,t-l,Xi^Vi 

AUe diese Raume haben den Rang 0^=1 ^^'^'^ isomorph zueinander. 
Ferner folgt, weil {b^ \ a & A} eine Basis von W ist, dass W die direkte Summe 

der Mb ist. Es sei c € Bt und y e N D J2beBt_^,i ^b- Wegen y e N ist 
y = V (g)Wt mit V G Vi. Andcrcrscits ist y = J2aeA,a{t)^c ^aka. Hicraus 

folgt mit Umsortieren der Summanden y = X]6eBt_{c} Vb^b mit Vb G (^*._,\ Vi. 
Also ist 

y = V iS> wt = ^ Vb (S) b. 

beBt-{c} 

Weil die Summe aller b £ B^ ist, folgt, dass auch {B^ — {c}) U {wf} eine 
Basis von Vt ist. Mit 1.11 folgt daher, dass unter anderem v = ist. Also ist 
y = 0. Hieraus folgt schliefilich, dass W auch die direkte Summe von D und 
SbeSj f^^y ^b ist. Wegen 4.3 diirfen wir also annehmen, dass D = N und dass 

{Wi\i:=l,...,nt} = {Mb\beBt} 

ist. Die Untergruppe der projektiven Gruppe, die die Raume A'' und M„ jeden 
fiir sich invariant lasst, induzicrt nach 4.3 und III. 1.11 die PGL{D) in Lk{D). 
Daher diirfen wir auch noch annehmen, dass S aus den Punkten der Form 
(xi (g) • • • Xt-i 'Wt)K besteht. Wir miissen schliefilich noch zeigen, dass 
5* = S{Vi, . . . ,Vt) ist. Dazu sei P := (a;i • • • Xt)K ein Punkt von S und es 
gelte 

P<UtiQ). 

Ist b G Bt, so ist (xi • • • xt-i b)K ein Punkt auf Ut{Q), aber auch auf Mb. 
Dies zcigt, dass Ut{Q) eine Transvcrsalc der Mb ist. Also ist P G 5 und folglich 
Siy-i, . . . , Vt) C Ist andererseits R£ S,so gibt es einen Punkt Q G 5, so dass 
iZ auf der Transversalen Tq der Raume Mb durch den Punkt Q licgt. Wie wir 
bcrcits feststellten, ist auch Ut{Q) cine Transversale der Mb durch Q. Nach 4.3 
ist daher Tq — Ut{Q), so dass P G 5'(Vi, . . . ,Vt) ist. Damit ist alles bewiesen. 

Da S{Vi) nichts anderes als die Menge der Punkte von Lk{Vi) ist, ist 
nach diesem Satz klar, wie man sich rekursiv eine Segremannigfaltigkeit mit 
vorgegebenen Invarianten rein geometrisch konstruieren kann. Besonders zu- 
friedenstellend ist das Verfahren, wenn man eine Segremannigfaltigkeit mit nur 
zwei Invarianten konstruieren will. Sind beide Invarianten 2, so erhalt man eine 
Segremannigfaltigkeit, die man in der schoncn alten Zeit bcrcits in der Vorlesung 
„Analytische Geometric" unter dem Namen Hyperboloid kennenlernte. 
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4.5. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum des 
Ranges 4 iiber K. 1st S eine Segremannigfaltigkeit mit den Invarianten 2, 2 in 
^k{V), so ist S eine Quadrik, die durch eine quadratische Form von maximalen 
Index dargestellt wird. 

Beweis. Wir konnen annehmen, dass V = Vi (Sik V2 ist mit zwei Vek- 
torraumen Vi des Ranges 2 iiber K und dass die fragliche Segremannigfaltigkeit 
gleich -S'(Vi, V2) ist. Es sei &i,62 cine Basis von Vi und 63,64 eine Basis von V2 
Ist dann u = 6ifci + b2k2 und v = 63^3 + 64/04, so ist 

u 1; = (61 63)^1^3 + (61 (g) 64)^1^:3 + (62 63)^2^3 + (62 64)^2^4. 

Bezeichnet man die Koordinaten eines Vektors beziiglich der Basis aus den 6j06j 
mit Xij, so folgt, dass die Koordinaten des Vektors u t; der quadratischen 
Gleichung 

a;i3a;24 - a;i4a;23 = 

geniigen, so dass 5 also in der durch diese Gleichung definierten Quadrik enthal- 
ten ist. Es sei umgekehrt {xi3,xi4, X23, X24)K ein Pimkt dieser Quadrik. Da 61 
und 62 voUig gleichberechtigt sind wie auch 63 und 64 und da auch Vi und V2 
gleiche Rollen spielen, diirfen wir annehmen, dass a; 13 ^0 ist. Wir setzen 

ki := 1, ks := X13, ^2 := ^,k4 ■= 

Dann ist 

= 0:13X24 - 2:14x23 = ^32:24 - kik2kz. 

Hieraus folgt X24 = A:2fc4, da k^ ja von Null verschieden ist. Dies zeigt, dass 
alle Punkte der Quadrik zu S gehoren. Da durch jeden Punkt von S zwei Ge- 
raden gchen, deren Punkte alle zu S gehoren, und da diese Gcraden nach V.5.4 
voUstandig isotrop sind, ist der Index der die Quadrik darstellenden quadrati- 
schen Form mindestens 2. Weil der Rang von V gleich 4 ist, ist er sogar gleich 
2. Damit ist alles gezeigt. 

4.6. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 4 iiber einem kommutativen 
Korper. Sind Gi , G2 und G3 paarweise windschiefe Geraden von V und ist Q 
die Menge der Punkte, die auf Transversalen von G\ , G2 und G3 liegen, so ist 
Q eine Quadrik von maximalem Index. 

Beweis. Mittels 4.4 folgt, dass Q eine Segresche Mannigfaltigkeit auf den In- 
varianten 2, 2 ist. Nach 4.5 ist Q dann eine Quadrik, die durch eine quadratische 
Form von maximalen Index dargestellt wird. 

Wir sind nun in der Lage, Satz 1.10.2 zu beweisen, den wir hier noch einmal 
notieren werden, damit der Leser ihn vor Augen hat. 

1.10.2. Satz. Es sei L ein irreduzibler projektiver Verband, dessen Rang min- 
destens 4 sei. Genau dann gilt in L der Satz von Pappos, wenn fiir jedes Hex- 
agramme mystique Gi, G2, G3, i?i, iJ2, i?3 gilt: ist H eine Transversale der Gi 
und G eine Transversale der Hj, so ist G H H ^ 0. 
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Bcweis. SchlicBt sich jcdcs Hcxagrammc mystique, so gilt in L der Satz von 
Pappos. Dies ist gerade die Aussage des Satzes von Dandelin (Satz 1. 10.1), den 
wir nicht noch einmal beweisen werden. 

Um die Umkchning zu bcwciscn, diirfcn wir auf Grund dcs crstcn Struk- 
tursatzes annehmen, dass es einen Vektorraum V gibt, so dass L = L{V) ist. 
Weil L pappossch ist, ist der Koordinatenkorper von L nach Satz II. 6. 3 kom- 
mutativ. Es sci nun Gi,G2,G3, Hi, H2, cin Hcxagrammc mystique. Dann 
ist U := Gi + G2 ein Unterraum des Ranges 4 und das Hexagramme mystique 
ist in H enthalten. Wir diirfen daher annehmen, dass U = V ist. Dann ist 
Rg^(y) = 4. Nach Satz 4.4 ist die Mengc S der Punkte, die auf Transvcrsalen 
der Gi liegen, eine Segremannigfaltigkeit mit den Invarianten 2, 2. Dann ist S 
aber auch die Menge der Punkte, die auf Transversalen der Hi liegen, da durch 
einen Punkt von Hi nach Satz 4.1 genau cine Transvcrsalc der Hi gcht und die 
Punkte von S alle auf Transversalen der Hi liegen. Ist nun H eine Transversale 
der Gi und G eine solche der Hi, so folgt mit 3.8, dass G (1 H ein Punkt ist. 
Damit ist der Beweis von 1.10.2 nachgetragen. 

Die Segreschen Mannigfaltigkeiten mit den Invarianten 2, 2 gestatten uns 
auch eine Frage zu beantworten, die A. F. Mobius im Jahre 1828 im crelleschen 
Journal stellte und mit Hilfe seines baryzentrischen Kalkiils auch sogleich beant- 
wortete, die Frage namlich: „Kann von zwei dreiseitigen Pyramiden eine jede 
in Bezug auf die andere um- und einbeschrieben zugleich heissen? " Solche Md- 
biuspaare, wie sie heute heifien, gibt es in der Tat in jeder dreidimensionalen 
projektiven Geometric iiber einem kommutativen Korper, der wenigstens drei 
Elemente besitzt. 

4.7. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper, der von GF{2) verschieden 
sei. Es sei ferner V ein Vektorraum des Ranges 4 iiber K und S sei eine 
Segresche Mannigfaltigkeit mit den Invarianten 2,2 in L{V) und Ex und E2 
seien die beiden Geraden aus Ei und Hi, H2, H3, H/i vier verschiedene Geraden 
aus E2- {Damit es solche vier Geraden gibt, braucht man, dass K mindestens 
drei Elemente enthdlt.) Setze 



Dann sind die Tetraeder Po,Pi,P2, P3 und Qo,Qi,Q2, Qs ein Mobiuspaar. 

Beweis. Es ist, da die GidHj ja Punkte sind, die fiir verschiedene Indexpaare 
auch verschieden sind. 



Po 
Pi 
P2 
P3 



= Go n ifi 
= GonHo 
= GinH^ 
= Gi n H2 



Qo 
Qi 
Q2 



= G2 n Ho 

:= G2 n Hi 
:= G3 n H2 

= Gs n H3. 



Po + Pi + P2 = GonHi + GonHo + Gin H3 
= Go + GxnH3 

= Go + Go n + Gi n ifs = Go + H3, 
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so dass Q3 < Pq + Pi + P2 gilt. Ferner ist 

Pi + P2 + = Go n i?o + Gi n iJ3 + Gi n H2 

= Go n -ffo + Gi 

= GonHo + GinHo + Gi = Ho + Gi, 

so dass Qo < P1+P2+P3 ist. Ganz analog beweist man, dass Q < P2+P3+P0 
und Q3 < -P2 + Po + Pi gilt. 
Ferner gilt 

Qo + Qi + Q2 = iJo n G2 + -ffi n G2 + n G3 

= G2 + H2 n G2 + H2 n G3 = G2 + H2, 

so dass P3 < Qo + <3i + Q2 ist. Entsprechend beweist man, dass Po < Qi + 
Q2 + Q37 Pi < Q2 + Q3 + Qo ist. Entsprechend beweist man, dass Pq < Qi + 
Q2 + Q3, Pi < Q2, Q3 + Qo iind P2 < Q3 + Qo + Qi ist. 

Zum Schlui3 ziehen wir noch eine Folgerung iiber orthogonale Gruppen aus 
dem Vorstehenden. 

4.8. Satz. Es set K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum des 
Ranges 4 iiber K . Ist Q eine nicht ausgeartete, spurwertige quadratische Form 
vom Index 2 aufV, so enthalt die von 0{V,Q) aufL{V) induzierte Kollineati- 
onsgruppe PO{V, Q) einen Normalteiler vom Index 2, welcher zu PGL(2, K) x 
PGL{2, K) isomorph ist. 

Beweis. Dies folgt aus der Isometric der quadratischen Formen von maxi- 
malem Index (Satz V.6.6) zusammen mit Satz 4.5 und Satz 3.13. 



VII. 



Grafimannsche Mannigfaltigkeiten 

In diesem Kapitel definieren und studieren wir die grafimannschen Mannig- 

faltigkcntcm cincs Vcktorraiimcs. Das sind die Gcbildc aus den Untcrraiimen des 
Ranges k. Einen selir wesentlichen Satz iiber diese Gebilde haben wir schon 
bewiesen, namlich den Satz von Chow (Satz 1.8.4). Im vorliegenden Kapitel 
sctzcn wir mm voraus, dass die Koordinatcnkorper kommutativ sind. Das vcr- 
setzt uns in die Lage, die Unterraume des Ranges k einer projektiven Geometrie 
des Ranges n durch Punktmannigfaltigkeiten in einem projektiven Raum des 
Ranges darzustcUen. Um dieses Programm durchzufiihren, benotigen wir 
die Grai3mannalgebra eines Vektorraumes, die wir mit Hilfe der Tensoralgebra 
des Vektorraumes definieren werden, so dass wir uns zunachst mit der Tensor- 
algebra eines Moduls iiber cinem kommutativen Ring beschaftigcn werden. 

Bei all diesen Untersuchungen ist es ganz wesentlich vorauszusetzen, dass die 
Moduln Moduln iiber kommutativen Ringen sind. Ist namlich M ein Rechtsmo- 
dul fiber einem kommutativen Ring i?, so wird M durch die Vorschrift rm := mr 
fiir r € R und to S M zu einem zweiseitigen i?-Modul, fiir den iiberdies rm = mr 
fiir alle r G R und alle m G M gilt. Diese Eigenschaften werden wir standig 
auszunutzen haben. Setzt man andererseits voraus, dass M ein zweiseitiger 
i?-Modul ist, fiir den rm — mr fiir alle to und r gilt, so folgt mit 

{rs)m = m{rs) = {mr)s = s{rm) = {sr)m, 

dass i?/ann(M) kommutativ ist. 

1. Die Grafimannalgebra eines Moduls 

Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ist M ein i?-Modul, so 

nehmen wir, wie schon verabredet, an, dass M ein unitarcr i?-Bimodul sei mit 
rm = mr fiir alle r G R und alle m G M. Wir definieren eine Rekursionsregel 
p durch p{A, M) := A (g)/? M fiir alle i?-Moduln A. Dann ist, wie vor Satz 
VI.1.9 beschrieben, auch p{A,M) ein i?-Bimodul. Nach dem Dedekindschen 
Rekursionssatz gibt es dahcr eine Abbildung mit T'^{M) = R und 

T^+^{M) = T^{M) <^R M. 

Mittels VI.1.8 und VI.1.7 folgt die Existenz eines Isomorphismus crm,n von 

(M) (g (M) auf r^+" (M) mit 

crm,n{{xi • • • (g) Xm) ® {Vl ^ ■ ■ ■ ^ Vn)) = ail • • • (g) (g) t/i (g) • • • t/„ 
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fiir alle xi, . . . , Xm, Ui, ■ ■ ■ , Vn G M. Dabci ist etwa a;i (g) a;2 0:3 xa als 
((a;i ® X2) ® Xz) ® Xi zu lesen. Wir setzen nun 

00 

Tr{M) :=0TA(M). 

i:=0 

Sind f,gG Tr{M), so definieren wir fg durch 

00 n 

/5 := XI XI '^hri-iifi ® 9n-i)- 
n:=Oi:=0 

Dann ist Tji{M) eine i?- Algebra mit Eins, die sog. Tensoralgebra von M. Die 
Multiplikation in Tr{M) ist assoziativ. 

Wir haben stillschweigend das Element y G T^{M) mit der Folge aus Tfi{M) 
identifiziert, die an der iten Stelle den Wert y hat und an alien iibrigen Stellen 
Null ist. Diese Identifizicrung maclicn wir nun der Dciitliclikcit halbcr zum Toil 
wieder riickgangig, indem wir mit e{y) die Folge / bezeichnen, fiir die fi = y 
und fi = gilt fiir alle von 1 verschiedenen i. Dabei ist mit y natiirlich ein 
Element aus Tj^i^M) gemeint. 

1.1. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und Ad sei ein R-Modul 
und A eine assoziative R-Algebra mit Eins. Ist ji ein Modulhomomorphismus 
von M in A, so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus a von Tji{M) in 
A mit /i = ae. 

Beweis. Auf Grund der Definition der Tensoralgebra ist 

a;i (g) • • • a;„ = e{xi) . . . e{x„) 

fiir alle n und alle n-Tupel {xi,. . . , Xn) mit Xi G M. Sind a und /3 nun Alge- 
brenhomomorphismen von Tji{M) in A mit ae = fie, so folgt 

a{xi • • • a;„) = a{e{xi) 
— ae{xi) . 
= /3e(xi). 

= Pixi 

Da Tii{M) von der Menge der a;i • • • 0a;„ als Modul erzeugt wird, folgt a = /3, 
so dass die Einzigkeit von a bewiesen ist. 
Es sei n > 0. Die Abbildung A„, die durch 

Xn{xi, ...,Xn)-= /u(a;i) . . . n{xn) 

definiert wird, ist multilinear. Es gibt daher eine i?-lineare Abbildung 7„ von 
Tg(M) in A mit 

Inixi • • • a;„) = n{xi) . . . n{xn)- 



...e{Xn)) 

. . ae{xn) 
../Seixn) 
■ ■ ■ e(a;„) 

• • • Xn). 
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1st e die Eins von A, so setzen wir noch 

70 (r) := re 

fiir alle r G R. Mittels dieser Abbildungen definieren wir a durch 

«(/) :=E^*(/^) 

fiir alle / e Tji{M). Es ist klar, dass a eine lineare Abbildung von Tji{M) in 
A ist. Nacli Konstruktion von a gilt ferner ae = fx und Q!(l) = e. Es blcibt zu 
zeigen, dass a multiplikativ ist. Sind Xi, . . . , Xm, yi, ■ ■ ■ , Un S M, so folgt (hier 
erst benutzen wir die Assoziativitat der Multiplikation in A) 

a{{xi (g) • • • Xm){yi (S) • • • (S) Vn)) = a{xi (g) • • • (g) yi • • • (g) ?/„) 

= i^{xi) . . . /u(a;„)/i(?/i) . . . 
= a{xi • • • Xm)a{yi • • • j/„). 

Hieraus folgt zusammen mit der Linearitat von a die Multiplikativitat von a. 

Dcr naclistc! Satz zeigt, dass die Tcnsoralgcbra cincs frcicn Moduls ein wohl- 
bekanntes Objekt ist. Er wird uns im nachsten Kapitel an einer entscheidenden 
Stelle weiterhelfen. 

1.2. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und F sei ein freier R- 

Modul. Ferner sei e die vor Satz 1.1 definierte Abbildung von F in Tii{F). Ist 
B eine Basis von F und bezeichnet pol^(i?) die freie assoziative Algebra iiber 
R in der Menge der Unbestimmten B, so gibt es einen Isomorphismus von 
pol^[B] aufTniF) mit ip{b) = e{b) fiir alle be B. 

Beweis. Die Definition dcr freien assoziativen Algebra bcsagt, dass es einen 
Homomorphismus <f von pol^[i?] in Tii{F) gibt mit '.p{b) = e(6) fiir alle b G B. 
Nach 1.1 gibt es einen Homomorphismus ip von Tij(F) in pol^[B] mit ilJe{b) = b 
fiir alle b & B. Es folgt ^(^(6) = 6 und damit 

V"/' = 1po1r[S]- 

Andrerseits ist ipip€{b) = e{b) fiir alle b G B und damit 

= 1tr(f)- 

Damit ist alles bewiesen. 

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M sei ein Modul iiber R. 
Ferner sei J das zweiseitige Ideal von Tii{M), welches von alien Elementen der 
Form X iSi X mit x € M erzeugt wird. Wir setzen 

Aj,iM) := Tn{M)/I 

und nennen /\^(M) die Graflmannalgebra von M. Wir setzen ferner 

Ah(M) :=(TiJ(M) + /)//. 
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Die Multiplikation in /\^(M) bezcichncn wir mit A. 

Offenbar gilt / n T^{M) = {0} = / n T^(M). Wir durfen daher r € i? mit 
r + I und m G M mit m + I identifizieren. 

1.3. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M sei ein Modul 

iiher R. Ferner sei A eine assoziative R-Algehra mit Eins. 1st eine R-lineare 
Abbildung von M in A und gilt <p(x)^ = fiir alle x G M , so gibt es genau einen 
Homomorphismus ip von /\^(M) in A mit ip{x) = ip{x) fiir alle x e M. 

Beweis. Dies folgt mit Standardschliissen aus 1.1. 

1.4. Satz. Es sei R ein kom/rnutativer Ring mit Eins und M und N seien zwei 
R-Moduln. 1st ein Homomorphismus von M in N , so gibt es genau einen 
Homomorphismus ip von /\^(M) in /\fi{N) mit tpix) = (fi{x) fiir alle x G M. 
1st ip surjektiv, so ist auch ip surjektiv. Ferner gilt ip{/\'^{M)) C /\'^{N) fiir 
alle nicht negativen ganzen Zahlen k. 

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit von ip folgen mit 1.3. Die Aussage, dass 
V'(Afl(-^)) C Afl(-^) ist, gilt fiir A; = 1 und folgt dann fiir beliebiges k durch 
Induktion. Weil Afl(^) die Algebra Afl(^) erzeugt, ist ip surjektiv, falls ip 
surjektiv ist. 

Die Abbildung ip ist niclit notwendig injektiv, wenn ip es ist. 

1.5. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M sei ein R-Modul. 
Sind xi, . . . , Xn & M und ist a eine Permutation aus der symmetrischen Gruppe 
Sn vom Grade n, so gilt 

a;^(i) A ... A a;<^(„) = sgn((T)a;i A . . . A a;„. 

Sind i und j zwei verschiedene der Indizes 1, . . . , n und ist Xi = Xj, so ist 

Xi A . . . A Xn = 0- 

Beweis. Es ist 

Xi A a;2 + a;2 A Xi = {xi + X2) A [x^ + X\) — Xi A a;i — a;2 A 0:2 = 0, 

so dass die erstc Aussage fiir n = 2 riclitig ist. Induktion zeigt ihre Giiltigkeit 
fiir beliebiges n, wenn man nur noch beachtet, dass jede Permutation Produkt 
von Transpositionen ist. 

Nach dem bereits Bewiesenen ist 

xi A . . . AXn = ia;, Axj Ay 

mit einem geeigneten y. Wegen Xi = xj ist aber xt A xj = 0. Damit ist alles 
bewiesen. 

1.6. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M sei ein R-Modul. 
Ist {pi, . . . , bn} ein Erzeugendensystem von M , so ist 



l\'j^{M) = {0} fiir alle i > n. 
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Beweis. Es sei i > n und sei . . . , a;, e M. Es gibt dann ajk S R mit 

n 

Xk = ^ bjajk- 

Es folgt 

n n 

XiA...AXi = ^ bjaji A ... A ^ bjUji = ^(6a(i)i A ... A ba(i)i)Aa, 

j: = l = l a 

wobei a die Menge der Abbildungen von {1, . . . , i} in {1, . . . n} durchlauft und 
Aa G R gilt. Wegen n < i ist keines der a injektiv, so dass nach 1.5 fiir alle a 
die Gleichung 

A ... A = 
gilt. Hieraus folgt die Behauptung. 

1.7. Satz. Es sei R ein kommutativer Ring mit 1 und F sei ein freier Modul 
iiber R. Es sei weiter B eine Basis von F, die linear geordnet sei. 1st J € 
Fin(B), sind bi, . . . , bn die Elemente von J und gilt b\ < . . . < bn, so setzen 
wir 

6,7 := 6i A . . . A bn. 

Ferner setzen wir bijj := 1. Dann ist {bj \ J G Fin(_B)} eine Basis von /\^(_F). 

Beweis. Mit 1.5 folgt, dass {bj \ J e Fin(i?)} ein Erzeugendensystem von 
ist. Wir miissen also nur noch zeigen, dass {bj \ J G Fin(B)} auch 
linear unabhangig ist. 

Es sei {wj I J G Fin(i3)} eine mit Fm{B) indizierte Menge und A sei ein 
freier i?-Modul mit der Basis {wj \ J G Fm{B)}. Sind i, j G B, so setzen wir 

{0, falls i = j, 

1, falls i < j, 

— 1, falls i > j. 

Ferner setzen wir 



WiWj := 




Setzt man die fiir je zwei Basiselemente definierte Multiplikation linear fort, so 
wird A cine i?- Algebra, wic wir nun sehen werden. Dazu geniigt es zu zeigen, 
dass A eine Eins besitzt und dass 

{wiWj)wl = Wi{wjWl) 

ist fiir alle I, J, L e Fin(B). 

Offenbar ist das Einselement von A. 
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Um die Assoziativitat zu beweisen, scion /, ,/, L G Fin(i3). 1st In J 7^ 0, so 
ist wjwj = und daher {wiWj)wl = 0. Andererseits folgt aus I (1 J ^, dass 
auch 7 n ( J U i) ^ ist. Daher ist 

Wi{wjWl) = ±WiWjuL = 0. 

In diesem Falle ist also {wiWj)wl = wi{wjWl). Der Fall /D-L 7^ erledigt sich 
analog. Es sei also 7 fl J = und J f\L = $. Dann ist 

n {k,i)= n (fc'O n (^'^ 

keiuj,ieL kei,ieL keJ,ieL 

und daher 

{wiWj)wL = WIUJWL 

iei,jeJ 

= n ^^''^'^ n {k^i)wnjijuL 

i&i,j&J keiuJjeL 

= n n (^'0 n {k,i)m^juL. 

i&i,j€J kei,ieL keJ,ieL 
Andererseits ist, da ja J n L = ^ ist, 

Wi{wjWl)= Yl O'JW/'J^Jui, 

ke.LieL 

keJ,ieL ieijeJuL 

= n n n (^'O^^/ujul. 

keJ,ieL ieijeJ keJ,ieL 

Also ist {wjwj)wl = wj{wjwl), so dass A in dcr Tat cine 7?,-Algebra ist. 

Es gibt einen Homomorphismus a von 7^ in A mit a(6) = w^jyy. Ist / = 
EbeB so folgt 

"(/)' = IZI3«'W«'{c} 
6es ceB 

= XI "'w/b + XI («'{6}W{c} + W{c}W{b})fbfc = 0. 
5eS b,ceB,b<c 

Es gibt daher einen Homomorphismus (3 von in ^ mit 

a(6) = 

fiir alle b G B. Hieraus folgt (3{bi) = wj fiir alle 7 e Fin(i3), so dass die 6/ in 
dcr Tat cine Basis von Afl(-^) sind. Es folgt weiter, dass ^ ein Isomorphismus 
ist. Damit ist alles bewiesen. 
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Der Beweis des Satzes liefert auch noch die beiden folgenden KoroUare. 

1.8. Korollar. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und F sei tin freier 
R-Modul. Dann ist 

•DO 

fe:=0 

1.9. Korollar. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und F sei ein freier 
R-Modul des Ranges n. Dann ist 

RgK(AK(i^)) = 2" 

und 

fiir alle ganzen Zahlen k mit < k < n. 

Ist B unendlich, so hat Fm{B) und auch die Menge Fmk{B) der fc-Teilmen- 
gen von B die gleiche Machtigkeit wie B, so dass und /\%{F) in diesem 

Falle den gleichen Rang wie F haben. 

1.10. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum iiber 
K. Sind vi, . . . , Vr € V, so sind vi, . . . , Vr genau dann linear unabhdngig, 
wenn vi A . . . AVr ist. 

Beweis. Sind vi, . . . , Vr linear unabhangig, so sind sie Teil cincr Basis von 
V. Dann gehort aber vi A . . . A Vr nach 1.7 zu einer Basis von Aij(^)> also 
von verschieden. 

Sind vi, . . . , Vr linear abhangig, so ist oBdA 

r-1 

Vr = ^ ViXi 
i~l 

und nach 1.5 folglich 

r-1 

Vi A . . . AVr = ^(('J^l A ... A Vr-l) A Vi)\i = 0. 
i: = l 

Damit ist alles bewiesen. 

Wir schlicficn dicscn Abschnitt mit einem Satz, den wir nur so formulicren 
werden, wie wir ihn spater benotigen. Zuvor jedoch noch eine Definition. Ist 
u e l\x{y)i so heifit V zerlegbar, falls es vi, . . . , Vr G V gibt mit u = viA. . .AVr. 

1.11. Satz. £^5 sei V ein Vektorraum iiber dem kommutativen Korper K. Ist 

a ein Endomorphismus von V , so gilt: 

a) Es gibt genau einen Endomorphismus ct^^ von A/f (^) 

a^r{vi A . . . AVr) = ct{vi) a ... a (j{vt) 
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fiir alle vi, £ V. Insbesondere hildet a^r zerlegbare Vektoren auf 

zerlegbare Vektoren ab. 

b) Es ist {aT)#r = cr^rTif^r, fclls T eifi weiterer Endomorphismus von V ist. 

c) Fiir jeden Automorphismus a von V ist a^r ^in Automorphismus von AjcC^)- 

d) Ist u € /\k{V) und v e /\k{V), so ist 

(T#r(u) Acr#s(u) =a^(^r+s){u/\v). 

Beweis. a) Es seien vi, Vr G V. Nach Satz 1.4 gibt es cincn Endo- 
morphismus p von Aif(^) ™t '^i'") — P(^) ^1^6 V & V. Es sei a^r die 
Einschrankung von p auf Ajc (^)- Dann ist a^r nach 1.4 ein Endomorphismus 
von /\^j({V) und es gilt 

<J^r{v\ A . . . AVr) = p{vi A ... A Vr) 

= p{vi) A ... A p{vr) 
= a{vi) A ... A a{vr)- 

b) Es ist 

(ar)#r(wi A . . . AVr) = (Tt(wi) A ... A crr(Ur) 

= cr#r(T(t;i)A...AT(Wr)) 

= cr#rT#r('l^l A...AUr). 

Da Ajf (^) ■^011 seinen zerlegbaren Vektoren erzeugt wird, ist somit 

c) Es ist (ly)^r = lyy (y)- 1st nun a ein Automorphismus von y, so folgt 
mit b) 

und 

Also ist auch cr#r ein Automorphismus. 

d) Weil u Linearkombination von zerlegbaren Vektoren der Lange r und v 
Linearkombination von zerlegbaren Vektoren der Lange s ist, ist u A u Linear- 
kombination von zerlegbaren Vektoren der Lange r + s, so dass uAv € A?*(^) 
ist. Hat nun p wieder die Bedeutung wie beim Beweise von a), so ist 

o-#r{u) A T^siv) = p{u) A p{v) = p{u A v) = a#(r+s)(zt A v). 



Hieraus folgt die Behauptung unter d). 
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2. Dualitat in der Grafimannalgebra 

Es sei K ein kommutativcr Korpcr und V und W seicn zwei Vektorraumc iiber 
K. Die Abbildung / des r-fachen cartesischen Produktes y von V mit sich 
selbst in W heifit r-fach altemierende Abbildung von V in W, falls / in jedem 
Argument linear ist und iiberdies /(f i, . . . ,Vr) = ist, falls zwei der Argumcnte 
gleich sind. Die Menge aller r-fach linearen Abbildungen von y in bezeichnen 
wir mit Alt^(y, VF). 

2.1. Satz. Es seien V und W Vektorrdume iiber dem kommutativen Korper 
K. Ist f € Alt^(y) und sind vi, . . . , Vr linear abhdngige Vektoren aus V, so 

ist f{vi, ...,Vr)=0. 

Beweis. Es sei oBdA Vr = X^I—i ^iai. Dann ist 

r-l 

f{vi,...,Vr) = '^f{vi,...,Vr-l,Vi)ai = 0. 

i: = l 

2.2. KoroUar. Es seien V und W Vektorrdume iiber dem kommutativen 
Korper K. Ist V endlich erzeugt und ist r > Rg^(y), so ist A\t^j^{V) = {0}. 

Der Beweis des nachste Satzes ist eine einfache Ubungsaufgabe, wenn man 
nur beachtet, dass die symmetrische Gruppe Sr von ihren Transpositionen 
erzeugt wird. 

2.3. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V und W seien Vektorrdume 
iiber K. Sind vi, . . . , Vr & V , ist n G Sr und ist f G Alt^(y, W), so ist 

. . . , v^(^r)) = sgn(7r)/(wi, . ..,Vr). 

Mit Lin^(y, W) bezeichnen wir die Menge der r-fach linearen Abbildungen 
von V in W. Ist / G Lin^(y, W), so setzen wir 

fa{vi,...,Vr) := ^ sgn(7r)/K(i),...,t;^(^)). 

Die Abbildung fa heiQt die Antisymmetrisierte von /. Die Menge der anti- 
symmctrisicrtcn, r-fach linearen Abbildungen von y in bezeichnen wir mit 

2.4. Satz. Es seien V und W Vektorrdume iiber dem kommutativen Korper 
K. Ist r eine natiirliche Zahl, so ist 

Alt^^iVW) = Ani-KiVW). 

Beweis. Es sei / e Lin^(V, W). Ferner seien vi, . . . , Vr S V und es gebe 
i, j mit i ^ j und Vi = Vj. Es sei r die Transposition, die i mit j vertauscht. 
Dann ist Sr = ArU rAr und Ar n rAr = 0. Es folgt 

fa{vi, ...,Vr)= ^ (/(t^7r(l), • • • ,W^(r)) " /(l^r7r(l), • • • ,1^r7r(r))- 
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1st 7r(fc) 7^ i, j, so ist i'i-,r(fe) = "^wik)- 1st 7r(fc) = z, so folgt 



'i^-r7r(fe) 



'^^r(i) = '"j =Vi= V^i^k) 



und ist 7r(A;) = j, so folgt 



VT{j) =Vi = Vj = V^(^k)- 



Also ist Vrjr{k) = ^7r(fe) fur ^Ue A; und damit 



fa{vi,...,Vr) =0. 



Dies zeigt, dass Ant^(F,W^) C Alt^(y,H^) ist. 

Es sci g E Alt^(y, W). Es sei fcrner B cine Basis von V, die linear geordnet 
sei. Scliliei31icli bezeichne T die Menge aller Abbildungen von {1, . . . ,r} in B. 
Die Menge aller r-Tupel (71, . . . ,7^.) bildet eine Basis von y. Es gibt daher 
genau ein / e Lin^(y, W) mit 



Ist 7 nicht injektiv, so ist auch ■yir nicht injektiv fiir alle n e Sr- In diesem Falle 
ist also 



/a(7i, . . . ,7^) = sgn(p)/(7p(i), . . . ,7p(^)) 
= sgn(p)sf(7p(i),...,7p(r)) 

= 5(7l,---,7r)- 

Somit stimmen fa und 5 auf einer Basis von y iiberein, so dass fa = g ist. 

2.5. Satz. £'5 seien F und W Vektorrdume iiber dem kommutativen Korper 

K . Es sei B eine Basis von V , die linear geordnet sei. Ferner sei T die Menge 
aller streng monoton steigenden Abbildungen von {l,...,r} in B. Ist r] eine 
Abbildung von T in W, so gibt es genau ein f G Alt^(y, W) mit 




falls 71 < . . . < 7, 
sonst 



fiir alle 7 e T. Es ist 



/a(7i, ■ • ■ ,7r) = sgn(7r)/(7^(i),...,7^(r)). 

neSr 



fa{-fi,...,jr) = = 3(71,..., 7r). 
Ist 7 injektiv, so gibt es genau ein p € Sr mit 



7p(l) < ••• < 7/9(r)- 



Daher ist 



/(/3i,...,/3,)=r,(/3) 



fiir alle ^ € T. 
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Beweis. Sind vi, . . . , Vr G V, so ist 

mit einer Matrix a iiber K. Diese Bezeichnung woUen wir im. Folgenden festhal- 
ten. 

Es sei A die Mcngc allcr Abbildungen von {l,...,r} in B. Um die Einzig- 
keitsaussage des Satzcs zu beweisen, sei / € Alt^(y, W) und f{bi, . . . ,br) = 
ri{(3) fiir alle /3 G F. Dann ist 

r 

f{v-i, ...,Vr) = ^ fiPl, . . . ^r) n "-l^'i 
/3eA i: = l 

r 

iSerneSr i:=i 

r 

Da die rechte Seite nur von /3 und a abhangt, ist die Einzigkeit von / gezeigt. 
Definiert man umgekehrt / durch 

f{vi, ...,Vr):=Y^ ri{l3) ^ sgn(7r) W ap,i, 

so vcrifizicrt man Icicht, dass / alio gcwiinschtcn Eigcnschaftcn hat. 

2.6. Satz. Es seien V und W endlich erzeugte Vektorrdume iiber dem kom- 
mutativen Korper K. Seize n := Rgj^{V) und m := 'Rgj^iW). Dann ist 

Rg^(Ar^(y,iy))=(^)m. 

Beweis. Nach 2.2 gilt diese Formel jedenfalls dann, wenn r > n ist, da dann 
ja (;:) = ist. 

Es sei r < n. Es sei B eine linear geordnete Basis von V und C sei eine Basis 
von W. Es sei ferner T die Menge der streng monoton wachsenden Abbildungen 
von {1, . . . , r} in B. Ist ^ e F und c € C, so definieren wir die Abbildung 7^_c 
von F in durch 

, „, f c, falls 13 = 5, 
^^'^^^> \0, falls (5. 

Nach 2.5 gibt es genau ein S Alt^(y, W) mit 

f (X X \ — j ^' ^^^^^ 1^ ~ S, 
fp,c[di,...,dr) :~ <^Q^ falls (5. 

Wir zeigen, dass die fjs^c eine Basis von Alt^(V^, W^) bilden. 



2. Dualitat in der GraBmannalgebra 



395 



Es sei 

/3er cec 

Mit 7 e r folgt 

I3ercec cec ffer cec 

Dahcr ist fc^ ^ = fiir alle 7 € F und alle c G C. Somit sind die /^_c linear 
unabhangig. 

Es sei / e Alt^iV, W) und 7 e T. Dann ist 



/(7l,---,7r) = X^cfcc,^. 



Setze 

Ist dann /3 € F, so folgt 

g{Pl,...,/3r) = ^^/7,c(^l,---,/3r)^c,7 = ^ f^A^^l' ■ ■ ■ ' l^r)kc,fi 

-yeTcec cec 

cec 

Mit 2.5 folgt f = g, so dass die //j ^ den Raum Alt^(y, W) auch erzeugen. 

Weil die f^^c, wie wir gerade gesehen haben, eine Basis von Alt^(y, W^) 
bilden, ist 

Rgj,{Aiej,{V,W)) = \r\m = (^^m, 

q. o. o. 

Es sei K ein kommutativer Korper und V und W seien zwei /T-Vektorraume. 

Ist (T eine lineare Abbildung von T1^{V) in W, so heifit a eine r-fach alternierende 
Abbildung, falls {vi, . . . ,Vr) ^ {vi . . . VrY eine r-fach alternierende Abbil- 
dung ist. Mit A{T]^{V), W) bezeichnen wir die Menge der alternierenden Ab- 
bildungen von TJ^{V) in W. Da jede Abbildung aus A\t]^{V, W) sich auf genau 
eine Weise durch das Tensorprodukt faktorisieren lasst, folgt, dass A{T^{V), W) 
und Alt5(-(Vi T4^) vermoge dieser Faktorisierung kanonisch isomorph sind. Ist 
W = K, so schreiben wir AT^{V) an Stelle des schwcrfalligeren Ausdrucks 
A{Ti,{V),K). Ist Rg^(y) = n, so ist Rg(Ar]^(T/)) = Q. 

Mit NT^{V) bezeichnen wir den Teilraum von T1^{V), der von alien Vek- 
toren Wi (g) . . . 18) erzeugt wird, bei denen mindestens zwei der Vi gleich sind. 

2.7. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum iiber 
K. Ist I das Ideal der Tensoralgebra TxiV), welches von alien v®v mit v €:V 
erzeugt wird, so ist 

iVT^(y) = r^(y)n7. 



396 



Kapitel VII. GraBmannsche Mannigfaltigkeiten 



Beweis. Mit Satz 1.5 folgt NT^{V) C / nr]f(y). 

Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, sei w G /nTg-(y). Es gibt dann 
zerlegbare Vektoren zi, . . . , zt, in deren Zerlegung Produkte der Form v v 
vorkommen, sowie ki, . . . , kt € K mit 

t 

w = ^ Ziki. 

i~l 

Ohne die AUgemeinheit einzuschranken, diirfen wir annehmen, dass zi, . . . ,Zs €. 
T]^{V) und Zs+i, . . . , Zt ^ T^{V) ist. Mit 1.8 folgt dann, setzt man noch 

oo 

dass 

s t 

w-J2^iki= E zjkj€T-^{V)nC = {0} 

i~l j:=s+l 

ist. Also ist 

s 

w = Y,z,heNT-j,{V). 
Damit ist der Satz bewiesen. 

2.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiher dem kommutativen Korper K . Es 
gibt genau einen Isomorphismus (p von T'^{V) / NT^{V) auf /\^j^(V) mit 

(p{vi (g) . . . (g) + NT^{V)) = -yi A . . . A 

Bcwcis. Es ist ja A^(^) = (^if (^) + wobci / wicdcr das Ideal der 

Tensoralgebra von V ist, welehes von den Elementen w (g w mit v € V erzeugt 
wird. Bezeiehnet man mit k die; Einschrankung des kanonischen Epimorphismus 
von T]^{V) + I auf T^{V), so gilt 

k{vi ® . . . ® Vr) = Vi a . . . a Vr, 

woraus welter folgt, dass k surjektiv ist. Mit 2.7 folgt 

Kern(K) = InT^{V)= NT^{V), 

woraus mittels des ersten Isomorphiesatzes die Behauptung folgt. 

Es sei V ein Vektorraum iiber dem kommutativen Korper K und V* sei sein 
Dualraum. Um Klammern zu sparen, schreiben wir wieder fv fiir das Bild von 
V unter /, falls / e V* und v eV ist. Sind nun /i, . . . , e V*, so ist 

r 

(/l O . . . (g) fr){Vi (g . . . g) ■y^) = fiVi ... frVr = JJ fVi- 

i:=l 
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Dies zcigt, dass T]:.{V*) C T^{Vy ist. 1st V cndlichcn Ranges, so ist T]^{V*) = 
T^{V)*, da beidc Vcktorraunic don Rang Rg^(V^)'' habcn. 

2.9. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper. Ist V ein Vektorraum iiber K, 
so ist 

NT^^{V)^=AT^^{V). 

Beweis. Es ist NT^{V) der von alien vi (g) . . . (g) Vr, bei denen wenigstens 
zwei der Vi gleich sind, erzeugte Unterraum von T^(V^). Nun ist a S T'^{V)* 
genau dann alternierend, wenn NT'f({V) C Kern(fT) gilt. Daher ist j4T^(F) = 
iVT- (y)^, q. e. d. 

Es sei / € T^{V). Wir definieren die Abbildung g von in K durch 

g{vi, ...,Vr):= f{vi O . . . Vr). 

Dann ist g natiirlich eine multilineare Abbildung von V in K. Daher gibt es fiir 
die Antisymmetrisierte ga von g ein fa G Tj^{V)* mit 

ga{vi, . . . ,Vr) = fa{vi (g) . . . w^) 

fiir alle vi, . . . , Vr G V. Dieses fa nennen wir sinngemafi Antisymmetrisierte 
von /. Es gilt 

fa{vi . . . O = gaivi, ...,Vr)= ^ sgn(7r)5f(t;^(i), . . . g„(^r)) 

TreSr 

= X] sgn(7r)/K(i) (g) . . . ® v^^r))- 

2.10. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum iiber 
K. Femer seien yi, . . . , yr gV*. Setze 

/ := j/i (g) . . . (g) y^. 

Dann ist 

fa= sgn(7r)(y^(i) O . . . (g) ?/^(r)). 

TreSr 

Beweis. Nach der zuvor gemachten Bemerkung folgt mittels / = t/i®. • .ig)yri 
dass 

fa{vi ig) . . . (g ■u^) = X sgn(7r)/(i;^(i) (g . . . (g v^(^^-j) 

r r 

= X sgn(7r)(y„(i) ... ... w^) 

ist. Hieraus folgt die Behauptung. 
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2.11. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem kommutativen 
Korper K . Es gibt dann genau ein Skalarprodukt f, sodass (A/cl^*); A/s:(^)> /) 
ein duales Raumpaar ist und iiberdies 

fiVi A ■■■ Ayr, xi A ... Axr) = detiy^Xj \ i,j r) 

gilt fiir alle yi, . . . , yr <eV* und alle x\, . . . , Xr <E V . 

Beweis. Dass es hochstens ein solches Skalarprodukt gibt, folgt daraus, dass 
von den yi A ... Ayr und Ais:(^) x\A...AXr erzeugt werden. 

Mit 2.8 folgt die Existenz eines Epimorphismus ip von T^(y*) auf t\^K{V*) 

mit 

i)(,yi ® ...®yr) = y\A...Ayr. 

Es ist 

Kern(V') = iVT^(F*). 
Da die Abbildung . . . , y^) — (yi • • • (S) yr)oi alternierend ist, ist 

NT'iiiV*) C Kern(a). 

Somit gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus rj von A/s:(^*) 
T^iy*) mit a = 'qij). Insbesondere ist 

{yi® ...(E) yr)a = r]{yi A ... A yr)- 

Weil die . den Raum T]^{V*) erzeugen, erzeugen die {yi(^. . .®yr)a den 
Raum T^{V*)a. Folglich ist ry ein Epimorphismus von A/s:(^*) ^^f T^(V'*)a. 
Mittels 2.4 folgt AT^j^iV) = T^{V*)a und daher 

mAKiV*)) = (") = mAT^^iV)) = RgmV*)a). 

Hieraus und aus der Surjektivitat von r] folgt, dass rj auch injektiv ist. Somit 

ist 7] also ein Isomorphismus von /\^j^{V*) auf T1^{V*)a. 

T^{V*)a ist gerade der zu NT^{V) orthogonale Unterraum von T]^{V*). 
Ist y e T^{V*)a und x G T^{V), so wird also durch die Vorschrift 

giy,x + NTi,iV)) :^ yx 

ein Skalarprodukt g auf T^(y*)a x T^(V)/NT^{V) crklart. Benutzt man den 
Isomorphismus ip^^ von Aif (^) '^uf T^(y)/A^r]^(F) und den eben bestimmten 
Isomorphismus r] von Ajf(^*) Tf({V*)a, so wird 

zu einem dualen Raumpaar beziiglich /, wenn man / durch die Vorschrift 

f{y,x) := g{r){y),ip-^{x)) 
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definiert. 1st x = xi A . . . A Xr und y = yi A ... A yr, so folgt mit Satz 2.10 

f{y, x) = giiyi yr)a, xi(S...(SXr + NT^{V)) 

= (yi ® . . . ig) yr)a{xi ig) . . . ig) Xr) 

= ( sgn(7r)(y^(i) O . . . O y„^r) j (a;i . . . O a;^) 

r 

= det{yjXi I j,i := l,...,r). 
Damit ist alles bewiesen. 

2.12. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum 
endlichen Ranges iiber K . Ferner sei fr das in 2.11 beschriebene Skalarprodukt 
«^^/ Aif(^*) X Ax(^)- dann x = J2r.=oXi G A/f(^) ™^ G Aif(^) ^"'^ 

y = J27~o Vi ^ /\k(^*) ™^ Vi ^ Aif (^*) ^'^^ 

so ist f ein Skalarprodukt auf /\jf{V*) x /\k{V). 

Ist bi, . . . , bn eine Basis von V und 6J, . . . , 6* die zu dieser Basis duale 
Basis von V* , so ist 

{6^ |7eFin({l,...,n})} 

die zu 

{&J |/eFin({l,...,n})} 

duale Basis von Ak(^*)- 

Beweis. Es ist banal, dass / ein Skalarprodukt ist. 

Es seien I, J G Fin({l, . . . ,n}). Ist |/| ^ | J|, so ist /(6j, bj) = 0. Es sei also 
|/| = I J|. Dann ist 

f{b*j,bj) = det{b*bj\iel,j eJ). 

1st nun / 7^ J, so gibt es wegen |/| = \ J\ ein k & I — J. Es folgt b^bj = fiir 
alle j G J und damit f{blbj) = 0. Ist / = J, so ist 

' ^ ~ \ 0, falls i ^ j 

und daher 

det(6*6,- |i,je7) = l. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Zum Schluss noch eine Ubungsaufgabe fiir den Leser. 

2.13. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum 
endlichen Ranges iiber K . Ist dann (Ak(^*)' A/f (^)' /) '^'^^ ^-^^ beschrie- 
bene duale Raumpaar, so gilt {cr*)^r = if^^r)* fur o-Us. a € EndxiV). 
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3. Innere Produkte 

Es sei V cin Vcktorraum cndlichen Ranges fiber dem kommutativen Korpcr K 
und V* bezeichne wie iiblich seinen Dualraum. Wir betrachten auf Aif(^*) ^ 
/\ic{V) das in Satz 2.12 definierte Skalarprodukt /. Es sei y e Ax (^*)- Die 
durch (Py{z) := z A y definierte Abbildung (p* ist eine Endomorphismus von 
Ak(^*)- 'fiy duale Abbildung von A/f(^) ^^'^^ bezeichnen wir mit 

ipy. Wir definieren i_ durch 

y\-x := ipy{x) 

fiir alle y € Ax (^*) ^^d alle x e Ax(^)- Es gilt dann 

f{z,y^x) = f{z,ipy{x)) = f{^p*y{z),x) = f{zAy,x) 

ffir alle y, z G Ak(^*) ^^^^ ^ ^ Ak(^)- ^'^^ nenncn y\—X rechtsseitiges 
inneres Produkt von y mit x. Entsprechend ist die Abbildung y ^ y A x ein 
Endomorphismus von Aif(^)- -^^ Sibt also einen Endomorphismus _i von 
/\k{V*) in sich mit 

f{z-iy,x) = f{z,yAx) 

fiir alle z G Aif(^*) ^"^"^ ^^^^ 2/) a; S A/f(^)- Wir nennen ^ _i y linksseitiges 
inneres Produkt von 2; mit y. 

Wir notieren einige Rechenregeln. 

3.1. Satz. i?s sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiher dem kommutativen 
Korper K. Dann gilt: 

a) Es ist z\-{y+x) = {z\-y) + {z\-x) fiir alle z G Ax(^*) "'^^ ^^^^ 2/? a; e /\k{V). 

b) Es ist {z+y)\—X = {z\—x) + {y\—x) fiir alle z, y G Ak(^*) '^"'^ '^^^'^ ^ ^ Ak(^)- 

c) iJs ist {yk)\-X = y\-{xk) = {y\-x)k fiir alle y S Ax(^*) ^""^ '^'^^ 2; € Ak{^)- 

d) £'5 ist A y) i_ a; = ^ i_ (y i_a;) /wr alle z, y G Ax(^*) ^'^^ '^'^^ ^ ^ Ax (^)- 

Entsprechend gilt: 

a') i?s isi 2 _i (y + x) = (z _i y) + (z _i a;) /wr a^fe z € Ax(^*) '""'^ '^^^^ 2^' 

xeAx(^)- 

b') Es ist {z + y) -1 X = {z s x) + {y -i x) fiir alle z, y G Ax(^*) "'^'^ ^^^^ 

xGA^iv). 

c') £^5 ist {yk)-ix = y-i{xk) = {y-ix)k fiir alle y G Ax(^*) ^'^'^ ^^^^ ^ ^ Ax(^)- 
d') Es ist z -i{y A x) = z ^ {y -ix) fiir alle z, y G Ax(^*) '^'^^ ^ ^ Ax(^)- 
Beweis. a) Es sei m € Ax(^*)- Dann ist 

f{u, z\-{x + y)) ^ f{u Az,x + y) 

= f{uAz,x) + f{uAz,y) 
= f{u, z i_ x) + /(u, 2; L y) 
= f{u, izi-x) + {zi-y)). 

Da w beliebig war, gilt 

z\-{x + y) = {z\-x) + {z\-y). 
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d') Es sei u G /\k{V). Dann ist 



f{z _i (y A a;), u) = f{z, {yAx)A u) 



= f{z,y A{x Au)) 
= f{z-iy,xAu) 
= f{{z^y)^x,u). 



Die restlichen Aussagcn bcweisen sich analog. 

Die Elemente aus f\'j^{V) nennen wir auch r- Vektoren und die Elcmente aus 
t\xi^*) nennen wir r-Formen. Ist x ein r-Vektor und y ein s-Vektor, so ist 
X Ay = 0, falls r + s > Rgj^{V) ist. Ist r + s < Rgj^{V), so folgt mit 1.8, dass 
X Ay ein (r + s)-Vektor ist. Entsprechendes gilt fiir r- und s-Formen. 

3.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem kommutativen 
Korper K . Ist x ein r-Vektor und y eine s-Form, so gilt: 

a) Fiir r < s ist y\-x = 0. Ist r > s, so ist y \-x ein (r — s)-Vektor. 

b) Fiir r > s ist y -ix = 0. Ist r < s, so ist y -ix eine (s — r)-Form. 

1st r = s, so ist y\-X = f{y,x) = y -ix. Dabei ist f wieder das oben definierte 
Skalarprodukt auf f\j^{V*) x /\i({V). 

Beweis. a) Es sei z eine f-Form. Dann ist 



Ist r s + t, was insbesondere fiir alle t der Fall ist, falls r < s gilt, so ist 
f{z Ay,x) = aufgrund der Definition von /, da 2; A y ja eine s + t-Foim ist. 
1st r < s so ist also y i_ x = 0, da ja dann /(z, y\-x) = fiir alio Formen z gilt. 
1st r > s, so ist f{z,y\-x) hochstens dann von Null verschieden, wenn r = s + t 
ist. Dies impliziert, dass 



f{z,y\-x) = f{zAy,x). 




ist. 



b) Es sei u ein t-Vektor. Dann ist 



f{y-ix,u) = f{y,xAu). 



Hieraus erschliei3t man b) analog zu a). 

1st r = s, so ist y i_a; e A/f (^) = ^- ^l^o ist, da /(1, 1) = 1 ist. 



y\-x = {y\-x)f (1,1) 



f{y 1- x, 1) = f{y, xAl)= f{y, x) 



und 



y-ix^ /(l,l)(y_ia;) 



f{l,y-ix) = f{l Ay,x) = f{y,x). 



Damit ist alles bewiesen. 
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3.3. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 
Korper K. Ferner sei z eine n-Form ungleich der Nullform. Definiert man (f 
durch 

(fi{x) := z -ix, 

so ist (p ein Isomorphismus von /\j^{V) auf /\j^(V*) . 1st ipr die Einschrdnkung 
von if auf /\^j^{V), so ist (pr ein Isomorphismus von /\^j^(y) auf /\^ ^(V*). 
Ist y ein n-Vektor mit f{z,y) = 1, und ein soldier existiert stets, so ist 

fiir alle u G Ak(^*)- 

Beweis. Aus 3.1 a') und c') folgt, dass (p eine lineare Abbildung von l\j^{y) 
in /\x{V*) ist. Es sei bi, . ■ . , bn eine Basis von V. Dann ist 

0^6iA...A6„e Ak(^)- 

Wegen Rg(A^(^)) = 1 ist daher 

MiV) = ibrA...Abr,)K, 

so dass insbesondere alle n-Vektorcn zerlegbar sind. Da dies auch fiir alle n- 
Formen gilt, ist 

z = Ab*2 A . . . Ab*^, 

wobei bl, . . . , 6* die zu 6i, . . . , 6„ duale Basis ist. Indem wir bi durch bik~^ 
ersetzen, erreichen wir, dass 

2; = 6i A 6; A . . . A &; 

ist. Setze 

y := 6i A . . . A 6„. 

Dann ist f{z,y) = 1. 

Es seien L, J C {1, . . . , n}. Dann ist 

f{ip{bj),bL)=f{z^bj,bL) = f{z,bjAbL)= n 0''^)/(&{1,...,6„}>&JUl). 

ieL,jeJ 

Ist / das Komplement von J in {1, . . . , n}, so ist 

f{%_,^y,bjuL) = m,bL). 

Beachtet man noch, dass /(6/, = ist fiir I ^ L,so sieht man die Giiltigkeit 
von 

fi^{bj),bL)= n 

iei,jeJ 

Definiere die Abbildung ^ von /\x{V) in durch 

ieijeJ 
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wobei / das Komplement von J in {1, . . . , n} ist. Dann ist 
m{bj),bL)= n ij^i)fib*M. 

Also ist f{(p{bj), Bl) = ,f{£,(bj), 6l) fiir alle Teilmengen L und J von {!,..., n}. 
Weil die 6l eine Basis von A/s:(^) bilden, folgt (p{bj) = ^{bj) und damit 
schliei31icli y = ^. Also ist 

ieijeJ 

wenn nur / das Komplement von J in {1, . . . , n} ist. 

Definiere die Abbildung ip von Aif C^*) I\k(^) durch 

il}{u) := u\-y 

fiir alle u G Ak(^*)- Vertauscht man in der vorstehenden Argumentation die 
Rollen von V und V*, was wegen der Endlichkeit des Ranges moglich ist, so 
sieht man, dass tl) eine lineare Abbildung ist, fiir die 

m)= n 0'*)^^ 

ieijeJ 

gilt, falls nur J das Komplement von / in {1, . . . , n} ist. (Wer glaubt, es miisse 
in der Formcl hcificn — ich war mir einen Augenblick auch unsicher — , 
der rechne!) Aus all dem folgt schliefilich 

und ^ 

Somit ist ip bijcktiv und = H^^^ ■ 

Weil cin Isomorphismus ist, folgt mit 3.2 weiter, dass ein Isomorphismus 

von Ak(V^) auf Kn^*) ist. 

3.4. KoroUar. Die Voraussetzungen seien wie bei Satz 3.3. Ferner sei 
bi,. . . ,bn eine Basis von V und bj mit I € Fin({l, . . . , n}) bzw. b*j mit J G 
Fin({l, . . . , n}) die von der gegebenen Basis abgeleiteten Basen von /\j^{V) bzw. 
/\ji{V*). Ist dann I eine Teilmenge von {1, . . . , n} und ist J ihr Komplement, 
so ist 

ieijeJ 

und 

iei,jeJ 
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1st X ein Vektorraum iiber K und ist k € K, so bezeichnen wir mit die 
durch i^k{x) ■= xk definierte lineare Abbildung von X in sich. 

3.5. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber K. Ist a G GL{V), so 
gibt es k G K* mit 

fiir alle r mit < r < n. Dabei ist ip wieder der in Satz 3.3 definierte Isomor- 
phismus von /\j^{V) auf /\j^{y*). 

Beweis. Es sei y der bei der Definition von ip bemitztc n-Vcktor. Ferner sei 
Vi, . . . ^ Vn einc Basis von V mit j/ = wi A . . . A w„ und wj^, . . . , u* sci ihrc duale 
Basis. Weil a ein Automorphismus ist, ist auch u{vi), . . . , (T{vn) eine Basis von 
V. Es folgt 

n 

Oy^a{vi)A...Aa{vn)€/\{V). 

K 

Es gibt folglich ein k e K* mit 

y = a{vik) A a{v2) A ... A a{vn). 

Die zu vik, V2, . ■ . , Vn duale Basis ist v^k^^, V2, ■ . . , v*. Setze 61 := vik 
und hi := Vi fiir i > 1 sowie bl := vlk~^ und b* := v* fiir i > 1. Dann ist also 
b*, . . . , 6* die zu fei, . . . , 6„ duale Basis. Forncr ist 

f{a*-\b*j),a{bi)) = f{b*,a-'a{bi)) = f{b*M). 

Also ist a*~^{b\), (t*~^(6*) die zu (t(&i), (t(6„) duale Basis. Ist nun 
i eine streng monoton steigende Abbildung von {1, . . . , r} in {1, . . . , n} und j 
eine streng monoton steigende Abbildung von {1, . . . , n — r} auf {1, . . . , n} — 
{*{!,. ..,r}})SO folgt mit 3.4 

V>(T^r{bn A ... A 6iJ = v(<7(6ij A ... A a{bi^)) 

n—r r 

= n n {ji,im){a*-Hb*jA...Aa*-\bl_J) 

l:=l m:=l 

n—r r 

m:=l 

Wegen der Monotonie von i und j ist entweder ii = 1 oder ji = 1. Diese beiden 
Falle sind nun zu unterschicdcn. 
Es sei ii = 1. Dann ist also 

n—r r 

^<J^rl^k{vi Av^^A...AVi^)^W_ Y\ Ul, ''m>'^#7"-'-) '"'"^ ^---^ ^L-J 

l: = l m: = l 

= <T*f^l_^-^{viAVi^A...AviJ. 
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1st ji = 1, so ist 

n—r r 

<pa#r{vn A ... A ViJ = 11 0''' *'")^#(n-r)/^fe ^(^i* A t;*, A ... A Vj^_J 

l~l m:=l 
= «^#(n-r)A*fc VK A . . . A 

Da die Vi^A. . -AVi^ eine Basis von /\j^{V) bilden und da mit ip vertauschbar 
ist, gilt also 

4. Zerlegbare Vektoren 

Zerlegbare Vektoren sind fiir die Geometrie von besonderer Bedeutung, da sich 
mit ihrer Hilfe die Unterraume von Vektorraumen darstellen lassen. Daher 
werden wir nun einige Aussagen iiber sie beweisen. Einige der Satze gelten 
auch in allgemeineren Situationen. Wir beschranken uns aber im Folgenden auf 
Vektorraume, da man die Beweise der fraglichen Satze abkiirzen kann, indem 
man Eigenschaften benutzt, die nur Vektorraume besitzen. 

4.1. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V set ein Vektorraum iiber 
K. IstO^zG Ax(^)' setzen wir 

:= {x \ X G V, z A X ^ 0}. 

Dann ist Vz G L(y). Sind xi, .... Xg linear unabhdngige Vektoren aus Vz, so 

ist s < r und es gibt ein w G /\^ ''(V) mit 

z = w A Xi A . . . A Xg. 

Insbesondere ist Rg j^{Vz) < r. 

Beweis. Es ist klar, dass Vz ein Unterraum von V ist. Es gibt eine Basis B 
von V mit xi, . . . , Xs & B. Es gibt ferner eine linear e Ordnung von B mit 

Xl < X2 < ■ ■ ■ < Xg. 

Nach 1.7 ist 

z = bjkj. 

7GFin^(B) 

Wegen Xi gVz ist 

= z A Xi = ^ {bi A Xi)ki. 

/eFin^(B) 

Mit 1.7 folgt hieraus 

(6/ A Xijki = 

fiir alle I G Fmr{B). Ist Xi ^ I, so ist bj Axi und daher Kj = 0. Ist kj ^ 0, 
so ist also Xi € / fiir z := 1, . . . , r. Weil z nicht Null ist, gibt es ein I mit 
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\I\ = r und ki ^ 0. Fiir dieses / gilt dann also Xi G I fiir i := 1, . . . , s. Also ist 
s < |7| = r. 

1st ki ^ 0, so ist a;i, a;s e /, wie wir gerade gesehen haben. Es gibt 
dann also ein wj G t\K^(^) 

hi = Wi Axi A . . . AXg. 

Ist Ki = 0, so ersetzen wir hi und wi jeweils durch und nennen diese Elemente 
wiederum 6/ und wj. Dann ist also in jedem Falle 

hi = Wi Axi A ... AXs- 

Hiermit folgt 

z = ^ bikj = ^ {wi A A ... A Xs)ki 

/eFinr(B) leFin^(B) 



= I ^ wiki j A A . . . A ; 



V6Finr(B) 

Damit ist allcs bcwicscn. 

Ist z G /\k{V), so heifit z genau dann zerlegbar, wenn es Xi, . . . , Xr G V 
gibt mit 

^ = a;i A . . . A 0;^. 



4.2. KoroUar. Es sei K ein kommutativer Korper und V ein K -Vekiorraum. 
Ist ^ z £ t\K^)' ^'^ genau dann zerlegbar, wenn Rg j({Vz) = r ist. Ist 
z = X\A . .. A Xr, so ist 

r 

i:=l 

Beweis. Es sei ^; = a;i A . . . A mit Xi e V. Dann ist z A = und 
somit Xi e Vz fiir alle i. Weil xi, . . . , nach 1.10 linear unabhangig sind, ist 
T < R'gii:(K)- Nach 1.10 ist andcrorscits Rg^(14) < r, so dass Rg^(14) = r 
ist. Hieraus folgt wiederum Vz = XiK. 

Ist umgekehrt Rg;^ (14) = r und ist . . . , Xr eine Basis von 14, so gibt es 
nach 4.1 cin k G A/r'^(^) ~ ^ 2; = /;;Aa;iA...Aa;r = (fca;i) A ... A a;^. 
Damit ist das Korollar bewiesen. 

4.3. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein K-Vektorraum. 
Sind xi, . . . , Xr und yi, . . . , Ur jer linear unabhdngige Vektoren aus V , so ist 
genau dann 

r r 

^ XiK = yiK, 

i:=l i: = l 

wenn {xi A ... A Xr)K = (t/i A . . . A yr)K ist. 
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Beweis. Es sei A ... A Xr)K = (yi A . . . A yr)K. Es gibt dann ein k G K 

mit 

yi A . . . A Ur = {xi A . . . A Xr)k. 

Es folgt 

yiA...AyrAXi = Q 
und damit, wenn man noch 4.2 beriicksichtigt, 

r 

j:=l 

fiir alle i. Also gilt 

r r 

^XiK<Y^ yiK. 

i: = l i: = l 

Aus Symmetriegrunden gilt auch die umgekehrte Inklusion, so dass in der Tat 

r r 
i:=l i:=l 

silt- 

Es sei nun Yl\--i — Y^l--i Vi^- Nach 4.2 ist 

r 

^ViK = Fj^iA...Aj/,- 
i:=l 

Nach 1.10 gibt es daher ein k G /\^k^{V) mit 

2/1 A . . . A j/j. = fc A a;i A . . . A a;^ = A . . . A Xr)k. 

Es folgt 

(yi A . . . A yr)K < {xi A . . . A Xr)K. 
Aus Symmetriegriinden ist dann 

(yi A . . . A yr)K = {xi A . . . A Xr)K. 

Damit ist alios bcwicscn. 

4.4. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum iiber 
K. Ferner sei ^ x G l\'x{^) '^''^d 7^ 2/ ^ Aifl^) '"^'^ ^ '"^'^ V seien beide 
zerlegbar. Genau dann istVx <Vy, wenn r < s ist und es ein z G /\x-^{V) gibt 
mit y = z Ax. 

Beweis. Es sei a; = a;i A . . . A a:;,.. Dann ist Vx = Y^l-=i XiK. Uberdies sind 
, • • • ; X^ nach 1.10 linear unabhiingig. 

Es sei nun Vx <Vy. Dann sind also xi, . . . , x,. linear unabhangige Vektoren 
aus Vy. Nach 3.10 ist daher r < s und es gibt ein z G /\^k^{V) mit y = z Ax. 
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Es sei umgekehrt y = w Ax mit einem w G t\K^{V)- Dann ist 
und folglich 

r 

i~l 

Damit ist 4.4 bewiesen. 

4.5. Satz. Es sei K ein kommutativer Korper und V sei ein Vektorraum iiher 
K . Ferner seien x und y zerlegbare Vektoren ungleich Null aus Aif (^)- Genau 
dann istVxdVy^ {0}, wenn x Ay = ist. 

Beweis. Es sei T4 H Vy ^ {0}. Ist ui, . . . , Ur eine Basis von Vx r\Vy und 
setzt man z := Ui A ... A Ur, so folgt mit 4.2, dass Vx^Vy = Vz ist. Nach 4.1 
ist y = ^ A u und x = w A z mit gewissen u und w. Es folgt 

xAy = wAzAzAu = 0, 

da wegen der Zerlegbarkeit von 2:ja2;A^ = 0ist. 

Es sei VxdVy = {0} und x = XiA. . .AXr sowie y = yiA. . .Ayg. Dann ist xi, 
. . . , Xr eine Basis von T4 und yi, . . . ,ys cine Basis von Vy. Wegen VxdVy = {0} 
ist xi, . . . , Xr, yi, . ■ ■ , ys eine Basis von Vx +Vy. Also ist 

X Ay = Xi A . . . A Xr Ayi A . . . Ays 0. 

Damit ist alles bewiesen. 

Es sei z eine n-Form ungleich der NuUform. Wir definieren wie in Satz 3.3 
den Isomorphismus ip von auf /\i({V*) durch ip{x) := zsx. 

4.6. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiher dem kommutativen 
Korper K. Ist x G Ak^V)' ^■'^ ^ genau dann zerlegbar, wenn ip{x) zerlegbar 
ist. 

Bcwcis. Ist X = 0, so ist ^p{x) = und x und >p{x) sind zerlegbar. Es sei 
also X 0. Ferner sei a; = xi A . . . A mit Xi G V fiir alle i. Nach 1.10 sind die 
Xi linear unabhangig, da j a a; 7^ ist. Sie konnen also zu einer Basis xi, . . . , 
Xr, . . . , Xn von V erganzt werden. Es sci xj, . . . , x* die zu Xi, . . . , a;„ duale 
Basis. Ist r = n, so ist (p{x) € A/e l^)) auch ip{x) zerlegbar ist. Es sei 

also r < n. Indem wir x„ gegebenenfalls durch einen Skalar abandern, konnen 
wir erreichen, dass 

2: = .T* A . . . A x* 

ist, wobei z die zur Konstruktion von (p benutzte n-Form ist. Nach 3.4 ist daher 

^(x) = (-l)("-'-)'-x;+iA...A<, 

so dass (p{x) zerlegbar ist. 

Die Umkehrung ist ebenso trivial zu beweisen. 
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4.7. KoroUar. Jeder {n — l)-Vektor ist zerlegbar. 

Beweis. Dies folgt aus 4.6 und 3.3, wenn man nur noch bemerkt, dass 1- 
Formen trivialerweise zerlegbar sind. 

Sind X, y G Ax(^)' setzen wir 

xy y:= Lp~'^{ip{x) A ip{y)). 
Mit dieser Bczoichnung gilt: 

4.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiher dem kommutativen 
Korper K. Ferner sei r < n. Ist u £ Kk^)' ^ genau dann zerlegbar, 
wenn fiir alle zerlegbaren (n — r — 1)- Vektoren x gilt, dass u V (u A a;) = ist. 

Beweis. Es sei u zerlegbar. Ferner sei x ein zerlegbarer (n — r — l)-Vektor. 
Ist M Ax = 0, so ist nichts zu beweisen. Es sei also mAx 7^ und u — Zi/\ . . . /\Ur 
und x = Ur+i A ... A Un-i- Nach 1.10 sind die Vektoren ui, . . . , linear 
unabhangig. Es gibt also eincn Vcktor u„, so dass ui, . . . , u„ eine Basis von V 
ist. Es sei u^;, • ■ • , wjj, die zu ui, . . . , Un duale Basis. Indem wir gegebenenfalls 
Un um einen Skalarfaktor abandern, diirfen wir annehmen, dass 

y = UiA...AUn 

und 

2; = M* A . . . A u* 

ist, wobei y der n-Vektor und z die n-Form aus Satz 3.3 sind. Nach 3.4 ist 

(p{u A a;) = (p{ui A ... A w„_i) = (-1)"~"^m* 

und 

ip{u) = ipiui A...AUr) = (-l)"("-'-)«+i A ... A <). 

Somit ist ip{u) A ip{u A x) = und daher auch uV {u A x) = 0. 

Es sci nun umgekehrt ?i V (u A x) = fiir allc (n — r — l)-Vcktoren x. Ferner 
sei xi, . . . , Xn eine Basis von V und xj mit / G Fin({l, . . .n}) sei die dieser 
Basis entsprechende Basis von Aa:(^)- Dann ist 

u = xjkj 

mit ki G K fiir alle /. Ist u = 0, so ist « zerlegbar. Es sei also u ^ 0. Es gibt 
dann ein L G Finr({l, . . . , n}) mit fci, ^ 0. Die Menge 

{l,...,n}-L 

enthalt n — r Elemente und daher auch n — r Teilmengen der Lange der Lange 
n — r — 1. Diese seien Ji, . . . , J„_r- Dann ist 

U A Xj. = (x/ A XJ^)kI. 

|/|=r 
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Nun ist xi A xj. = 0, falls / fl Jj 7^ 0. Es sei / n Jj = 0. Ferner sei 

{l,...,n} = LU JjU{ai}. 
Ist nun I ^ L, so folgt aus 

I = In{LU J.,U {a,}) = (/n L) u (/n Ji) U {Ln{a^}) = (/n L) U {Ln{a,}), 

dass Qi G L und |/ n L| = r — 1 ist. Also ist / = A U {aj} mit einer (r — 1)- 
Teilmenge A von L. Hieraus folgt, dass 

AeFinr(i) 

ist. Es sei = A xj^)li. Dann ist 

n—r n—r 

= ^ XJ^)kLl^ + ^ ^ (a;AU{aJ A Xj^)kAu{ai}U 

i:=l i:=l AeFin^(L) 

n—r 

= ^±{XLUJi)kLk + ^XbK,b- 
i:=l B 

Dabei sind die B von der Form AujaijU J^. Nun folgt aus LOJi = fiir alle z, 
dass LUJi = LUJj impliziert, dass i = j ist. Ferner ist LUJi ^ B = AL){aj}UJj, 
da sonst Ld ({a^} U Jj) ^0 ware. Daher sind die Vektoren xluj, und xm linear 
unabhangig. Hieraus folgt, dass ±kLh = ist fiir i := 1, . . . , n — r. Wcgcn 
kL ^ sind dahor alle k = 0. Dies besagt, dass die n — r Vektoren uAxj. linear 
unabhangig sind. Weil uAxj. ein (n— l)-Vektor ist, ist ip{uAxj^) eine 1-Form, 
dh. es ist ip{u A xj. ) S V* . Nun ist u\/ {u A a;j.) = fiir alle i. Daher ist auch 
tp{u) A ip{u A xj.) = fiir alle i und damit 

ipiuAxj,) e 

Weil if ein Isomorphismus ist, folgt 

Weil u ein r-Vektor ist, ist ip{u) nach 3.3 eine (n — r)-Form. Nach 4.1 ist 
andererseits 

Daher ist Rgif(V^(„)) = n—r, so dass ip{u) nach 4.2 eine zerlegbare (n— r)-Form 
ist. Mit 4.6 folgt, dass auch u zerlegbar ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

5. Doppelverhaltnisse 

Doppelverhaltnisse spielten in der projektiven Geometric lange Zeit eine heraus- 
ragende RoUe. Wir benotigen sie nur, um projektive Kollineationen papposscher 
Raume zu kennzeichnen, da uns diese Kennzeichnung im nachsten Abschnitt 
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bequem sein wird. Wir wcrdcn uns hicr dahcr kurz fassen. Wcr mchr iiber 
Doppelverhaltnisse wissen mochte, der sei an Baer 1952, S. 71-94 verwiesen. 

Es sei V ein Vektorraum des Ranges 2 iiber dem kommutativen Korper K. 
Ferner seicn P, Q. R und S vier verschiedene Punkte von L(V). Es gibt dann 
Vektoren p £ P und q & Q mit P = pK, Q = qK und R = {p + q)K. Es gibt 
ferner ein d G K mit S = {p + qd)K. Wir nennen d Doppelverhdltnis der Punkte 
P, Q, R, S. Es gilt nun der folgende Satz. 

5.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges 2 iiber dem kommutativen 
Korper K . Sind P, Q, R und S vier verschiedene Punkte von L(V^), so haben P, 
Q, R, S genau ein Doppelverhdltnis. Dieses bezeichnen wir mit DV{P, Q;R,S). 

Bcwcis. Die Existcnzaussagc wurdc schon bcwicscn. Um die Eindcutigkeit 
zu beweisen, seien d und d' zwei Doppelverhaltnisse der Punkte P, Q, R und 
S. Es gibt dann von Null verschiedene Vektoren p, p' G P und q, q' G Q mit 

R={p + q)K=ip' + q')K 

und 

S={p + qd)K = + (^d')K. 
Es gibt also a, b G K mit 

p + q = {p' + q')a 

und 

p + qd^{p' + q'd')b. 
Ferner gibt es u, v G K mit p' = pu und q' = qv. Also ist 

P + Q = pua + qva 

und 

p + qd = pub + qvd'b. 

Es folgt 

1 = va = ua = ub 
und damit u = v = und b = a. Daher ist d = a~^d'a = d'. 

Ist K nicht kommutativ, so zeigt eine Analyse des gerade gefiihrten Bcweises, 
dass die Doppelverhaltnisse von vier Punktcn, die genauso dcfiniert werdcn, 
wie hier geschehen, eine Konjugiertenklasse von Elementen aus K* ausmachen. 
Diese Analyse ist bei Baer loc. cit. durchgefiihrt. 

Sind X und Y zwei Unterraume des Ranges r — 1 und r + 1 eines Vek- 
torraumes, so hat der Faktorraum Y/X den Rang 2, daher ist auch das Dop- 
pelverhaltnis von vier Unterraumen des Ranges r definiert, solange diese Unter- 
raume X enthalten und in Y enthalten sind. Diese Bemerkung machen wir uns 
beim niichsten Satz zunutze. 

5.2. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem kommutativen 
Korper K. Ferner sei Rg^(T^) > 3 und k sei eine Kollineation oder Korrelation 
von L{V). Dann sind dquivalent: 
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a) K ist projektiv. 

b) Sind X und Y Unterrdume von V des Ranges r — 1 und r + 1 und sind P, 
Q, R, S verschiedene Unterrdume des Ranges r, die allesamt zwischen X 
und Y liegen, so ist 

DV{P, Q; R, S) = DV{k{P), k{R), k{S)). 

c) Es gibt zwei Unterrdume X und Y von V des Ranges r — 1 und des Ranges 
r + 1, so dass 

DV{P, Q; R, S) = DV{k{P),k{Q); k{R),k{S)) 

gilt fiir alle Quadrupel verschiedener Unterrdume P, Q, R, S des Ranges r, 
die zwischen X und Y liegen. 

Beweis. Es seien X und Y zwei Unterraume des Ranges r — 1 bzw. r + 1 
von V und P, Q, R und S seien vier verschiedene Unterraume des Ranges r, die 
alle zwischen X und Y liegen. Es gibt dann Vektoren p und q mit P = X +pK, 
Q = X + qK, R = X + {p + q)K und S = X + {p + qd)K. Dann ist d das 
Doppelverhaltnis der Punkte P, Q, R und S. 

Es sei zunachst k eine KoUineation von L(y). Nach dem zweiten Struktur- 
satz gibt es dann eine semilineare Abbildung a von V, die k induziert. Es sei a 
der Begleitautomorphismus von a. Es folgt 

k{P) = k{X) + a{p)K 

k{Q) = K{X)+a{q)K 

k{R) = k{X) + {a{p) + G{q))K 

k{S) = k{X) + {<j{p) + (j{q)d'')K 

und damit 

DV{k{P), k{Q); KiR), k{S)) = d". 

Es sei K eine Korrelation und / sei eine k darstellende a-Semibilinearform. 
Es gibt dann Vektoren p' und q' und ein d' G K mit 

P'^ = XT\ (pK)" = Y'^+ p'K 
Q'' = XT\ (qK)'' = y« + q'K 

R-^XT) ((p + q)Kr = Y^ + [p' + q')K 
S^=x''f^ iip + qd)KY = Y^ + {p' + (^d!)K. 

Es folgt f{p,p') = = f{q,q') und f{p,q') ^ 5^ f{q,p'). Welter folgt 

= f{p + q,p' + (i) = f{p,q') + f{q,p') 

und damit f{p,q') — —f{q,p')- Hieraus folgt schliefilich 



= /(p + qd,p' + q'd') = f{p, q'){d' - d"), 
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so dass wegen f{p, q') ^ auch hier 

DV{k{P), k{Q); K(i?); k{S)) = d" 

ist. 

a) impliziert b): Ist k projektiv, so ist in den vorstehenden Ausfiihrungen 
a = 1, so dass b) in der Tat eine Folgc von a) ist. 

b) impliziert c): Banal. 

c) impliziert a): k werde durch die semilineare Abbildung a mit dem Be- 
gleitautomorphismus a induziert bzw. durch eine a- Form dargestellt. Ferner 
seien P und Q zwei verschiedene Unterraume des Ranges r, die zwischen X und 
Y liegen. Es gibt dann Vektoren p und q mit P = X + pK und Q = X + qK. 
Setze R := X + {p + q)K. Es se\ d & K und d ^ 0, 1. Setze S := X + {p + qd)K. 
Dann sind P, Q, R und S vicr verschiedene Unterraume des Range r, die alle 
zwischen X und Y liegen. Es folgt 

d = DV{P, Q, R, S) = DV{k{P), k{Q), k{R), k{S)) = d". 

Es ist also d" = d fiir alio d Cz K, die von und 1 vcrschieden sind. Es ist aber 
auch 0" = und 1" = 1. Daher ist a = Ik, so dass k projektiv ist. Damit ist 
alles bewiesen. 

Das Semikolon in DV{P, Q; R, S) soli andeuten, dass es Symmetrien gibt. So 

ist bcispiclswcisc DV{P,Q; R, S) = DV{Q, P; S, R). Hicrauf wcrdcn wir abcr 
nicht weiter eingehen. Gesagt sei nur, dass DV bei den 24 Permutationen der 
P, Q, R, S hochstens sechs verschiedene Werte annimmt. 

6. GraBmannsche Mannigfaltigkeiten I 

Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen Korper K. Die 
Menge Gr{V) der Punkte von L(/\^(y)), die durch zerlegbare Vektoren aufge- 
spannt werden, nennen wir grafimannsche Mannigfaltigkeit mit den Parametern 
n und r. Die Bilder von Gr{V) unter der Kollineationsgruppe von L(/\^(y)) 
nennen wir ebenfalls grafimannsche Mannigfaltigkeiten. Zwei grafimannsche 
Mannigfaltigkeiten G in L{X) und H in L{Y) hcifien projektiv dquivalent, falls 
es einen Isomorphismus a von L(X) auf L(l") gibt mit (j(G) — H. 

Wie zuvor bczcichncn wir mit UR^ {V) die Menge der Unterraume des Ranges 
r von V. Ist U e URr(V) und sind Ui, . . . , Ur und Vi, . . . , Vr Basen von U, so 
ist 

(mi A . . . A Ur)K = {vi A . . . A Vr)K 
nach 4.3 und nach 1.10 ist Mi A ... A ^ 0. Setzt man nun 

7(f/) := (ui A . . . A Ur)K, 

so ist 7 also wohldefiniert und iiberdies eine Abbildung von URr(V^) in Gr{V). 
Ist andcrcrseits (xi A . . . A Xr)K ein Punkt von Gr{V), so sind die Xi linear 
unabhangig und es ist 



7(Ei:=l ^i^) ={xiA...A Xr)K, 
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so dass 7 auch surjektiv ist. Wir nennen 7 grafimannsche Abbildung von l]Kr{V) 
auf Gr{V). 

Sind X und Y Unterraume von V mit X < Y und ist Rg^(X) < r < 
Rg^(y), so setzen wir 

VRr{Y,X) :={U\U€ VRr{V),X< U < Y). 

Die wichtigste Eigenschaft von 7 wird durch den folgenden Satz ausgedriickt. 

6.1. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 

Korper K . Ferner seien X und Y zwei Unterraume von V und es gelte X <Y . 
Seize t := Rg^(X) und s := Rg^(y). Es sei xi, . . . , Xt eine Basis von X. Ist 
dann t < r < s, so gibt es einen Monomorphismus r] von /\^*(y/X) in Ajs-(^) 
mit 

r){{yi + X) A ... A {yr-t + X)) = xi A . . . A Xt A yi A . . . A yr-t 
fiir alle yi, . . . , yr-t G Y . Setzt man 

G:={7(C/) I t/eUR,(y,X)}, 

so ist weiter G = rj{G s-t.r-tiX / X)) . Inshesondere ist G eine zu Gs-t,r-t{Y/X) 
isomorphe Teilmannigfaltigkeit von Gr{V). Die Punkte von G spannen einen 
Teilraum des Ranges auf. 

Beweis. Sind y\ . . . , yr-t € Y, so setzen wir 

i'iVi +X,..., yr-t +X) ■.= XiA...AXrAyiA...A yr-t- 
1st u G X, so ist 

xi A . . . Axt Au = 0. 

Dahcr ist ip wohldcfinicrt. Weil tp banalcrwcisc (r — t)-fach alternierend ist, gibt 
es eine lineare Abbildung 77 von in Ajs:(^) 

r]{{yi + X) A ... A {yr-t + X)) = A . . . A a;* A yi A . . . A yr-t- 

Mittcls cincr Basis zi+ X, . . . , Zg-t + X von Y/X sicht man, dass rj mindestens 
den Rang bat. Weil das Urbild aber diesen Rang hat, folgt, dass rj ein 

Monomorphismus ist. Hieraus folgt wiederum, dass 

H ■.= 7]{Gs-t,r-t{Y/X)) 

eine zu Gs-t,r-tiY/X) isomorphe Teilmannigfaltigkeit von Gr{V) ist. Ferner 
ist H CG. Es sei nun P e G und U := 7"^(P). Dann istX<U<Y. Es gibt 
daher Elcmcntc yi, . . . , yr-t € Y, so dass xi, . . . , Xr, yi, ■ ■ ■ , yr-t eine Basis 
von U ist. Wegen 

P = -1{U) = (a;i A . . . A A 2/1 A . . . A yr-t)K 
= T]i{yi+X)A...A{yr-t+X))K 

ist sogar H = G. Damit ist alles bewiesen. 
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Die Vcktorcn aus /\j^{V) sind alle zerlegbar und nach 4.7 sind auch alle 
Vektoren aus Ak^^(^) zerlegbar, falls n der Rang von V ist. Hieraus folgt, dass 
Gn,i{V) aus den Punkten von L{/\]^{V)) und Gn,n-i{V) aus den Punkten von 
L(/\^~ {V)) besteht. Aus diesen Bemerkungen folgen nun sofort die KoroUare 
6.2 und 6.3. 

6.2. KoroUar. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 
Korper K. Ferner seien X und Y zwei Teilrdume des Ranges i — 1 und s von 

V und es gelte X <Y. Ist wieder 

G~ {^{U) \UGLr{Y,X)}, 

so besteht G aus den Punkten eines Unterraumes W des Ranges s — r + 1. 
Uberdies wird die Einschrdnkung 70 von 7 aufhr{Y,X) durch eine lineare Ab- 
bildung von Y/ X auf W induziert. 

6.3. KoroUar. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 
Korper K. Femer seien X und Y zwei Teilrdume des Ranges t und r + 1 von 

V und es gelte X <Y. Dann besteht 

G:= {j{U) \U€l]Rr{Y,X))} 

aus den Punkten eines Unterraumes W des Ranges r + l — t. Uberdies wird die 
Einschrdnkung 71 von 7 aufLr{Y,X) durch eine lineare Abbildung von Y/X 
aufW induziert. 

Setzt man s := n in 6.2, so folgt, dass Gr{V) eine Schar von Teilraumen 
des Ranges n — r + l enthalt. Setzt man t := in 6.3, so sicht man, dass Gr{V) 
auch eine Schar S^^ von Teilraumen des Ranges r+1 enthalt. Wir werden spater 
sehen, dass alle Teilraume von L(Ajs-(^))! deren Punkte zu Gr{V) gehoren, in 
einem Raum aus U S^^ enthalten sind. 

6.4. Satz. Es sei V ein Vektorraum endlichen Ranges iiber dem kommutativen 
Korper K. Ferner sei U G URr(V') und V = U (B C. Ist dann S die Menge 
der Punkte der Form (c A mi A . . . A Ur-\)K mit c G C und Ui G U, so ist 
S zur Segreschen Mannigfaltigkeit S{C,U*) projektiv dquivalent. Ist W ein 
erzeugender Raum der ersten Schar von S, so ist j{U) + W G . Ist W ein 
erzeugender Raum der zweiten Schar von S, so ist 'y{U) + W G S^^ . 

Beweis. Es sei e die Inklusionsabbildung von U in l\i^{U) und u sei die 
Inklusionsabbildung von U mV < Dann ist i{u) A l{u) = u A u = 

fiir alle u G U. Es gibt also einen Algebrenhomomorphismus r von f\j^{U) in 
/\j({V) mit Te{u) = l{u) = u fiir alle u G U. Insbesondere ist 

r((e(ui) A ... A e{ur-i)) = Te(ui) A ... A T€{ur-i) = Ui A . . . A Ur-i- 

Also ist t{/\^j^^{U)) < t\K^{y)- Da Rg^(?7) = r ist, sind die Elemente aus 
t\x^{U) alio zerlegbar. Es sei x G t\K^{U) und es gelte t{x) = 0. Es gibt 
dann U\, . . . , Ur-i G U mit 



X = e{u\) A ... A e{ur-i). 
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Es folgt 

= r(e(fii) A ... A = wi A ... A Ur-i, 

so dass die Ui linear abhangig sind. Dann sind abcr auch die e{ui) linear 
abhangig, so dass 

X = e(ui) A ... A e{ur-i) = 

ist. Somit ist die Einschrankung von r auf /\^j(^{U) ein Monomorphismus von 
f\'^\U) in K^\V). Setze 

[/ := {ui A ... A Ur-i I Ui e U}. 

Dann ist H ein zu Ak^^(^) isomorpher Unterraum von Air^(^)' gerade 
gezeigt. 

Die durch 

(tti A ... A Ur~i)*u := Ui A . . . A u^-i A u 

definierte Abbildung * ist eine lineare Abbildung von 17 in t/*. Aus {ui A ... A 
Ur-i)* = folgt, da Rgjf ([/) = r ist, dass ui A . . . A u^-i = ist. Daher ist * 
injektiv. Schliei31ich folgt aus 

Rg^(f/) = Rg^(A^-'(f/)) = r = RgKiUn, 

dass * sogar bijektiv ist. 
Die Abbildung 

(c, (ui A . . . A Ur-i)*) — )• c A Ml A . . . A u^-i 

ist eine bilineare Abbildung von C x J7* in Aa:(^)- -^^ S^^^ folglich eine lineare 
Abbildung a von C (g) J7* in Aa:(^) mit 

cr(c (g) (Ui A . . . A Ur-l)*) = CAUi A . . . Ur-l- 

Dcr von den c A ui A . . . A u^-i aufgcspanntc Unterraum X hat mindestens den 
Rang (n — r)r. Ist namlich Basis von C und 61 , .... 6r eine 

Basis von U, so ist wegen U (iC = {0} die Menge der r-Vektoren der Form 

Cj A 61 A ... A bi-i A A . . . A 6r 

nach Satz 1.7 linear unabhangig. Die Anzahl dieser Vektoren ist aber gleich 
(n — r)r. Weil X ein epimorphes Bild von C ®U* ist und well der Rang dieses 
Raumes gleich (n — r)r ist, folgt, dass der Rang von X gleich (n — r)r ist. 
Dies hat wiederum zur Folge, dass a ein Isomorphismus von C ®U* auf X ist. 
Offensichtlich gilt auch 

<j{S{C, U*)) = s. 

Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen. 

Als nachstes zeigen wir, dass j{U) nX = {0} ist. Dazu nehmen wir an, dies 
sei nicht dcr Fall. Da 7(C/) ein Punkt ist, ist dann 7(f/) < X, so dass es ein 
c € C und Ui in U gibt mit 

"^{17) = (c A ui A . . . A Ur-i)K. 
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Weil c A wi A . . . A Ur-i ^ ist, sind die Ui linear unabhangig. Es gibt also 
ein Mo S U, so dass uq, . . . , Ur-i eine Basis von U ist. Dann ist aber j{U) = 
{uo A ... A Ur-i)K. Es gibt also ein k G K* mit 

C A Ul A . . . A Ur-l — (uo A . . . Ur-l)k. 

Es folgt 

(c — UqU) a Ui a . . . Ur-i = 0, 

so dass c — uok, ui, . . . , Ur-i linear abhangig sind. Weil die ui, . . . , Ur-i linear 
unabhangig sind, folgt, dass c — ugfe von ui, . . . , linear abhangt. Dies hat 
schliel31ich c G U zur Folge. Damit erhalten wir den Widerspruch 

Oj^c&CnU = {0}. 

Also ist doch j{U)nX = {0}. 

Es sei nun W ein Raum der ersten Schar von S. Es gibt dann ui, 
Ur-i e U mit 

W = {c A ui A . . . A Ur_i I c e C}. 
Es gibt ferner ein uq, so dass uq, ui, . . • , w^-i eine Basis von U ist. Es folgt 

7(J7) = {(uofc) A Ml A ... A Ur-i I e i^}. 

Somit ist 

j{U) + W = {{unk + c) A ui A . . . A u^-i | fc G A', c G C}. 

Hieraus folgt, dass Kgj^{j{U) + W) = n — r + I ist. Ferner ist klar, dass die 
Punkte von 7(J7) + W gerade den Unterraumen vom Rang r entsprechen, die 
Ui, . . . , Uj, cnthaltcn. Also ist j{U) + W & . 

Es sei nun W ein Raum der zweiten Schar von S. Es gibt dann ein c £ C 
mit c 7^ und 

W = {c Aui A . . . A Ur-i I Ui e U}. 

Es sei vq, ■ ■ ■ , Vr-i cine Basis von U. Dann ist 'y{U) = {vq A ... A Vr-i)K. Es 
sei P ein Punkt von j{U) + W und es sei P = xK. Es gibt dann ein k & K und 
Ui, . . . , Ur-i e U mit 

X — (vok) A wi A ... A Vr-i + c A Ml A ... A m^-i. 

Wir diirfen annehmen, dass mi A . . . A M^-i 7^ ist. Dann gibt es ein mq, so dass 
Mo, Ml, . . . , Ur-i eine Basis von U ist. Es folgt 7(J7) = (uo A ... A Ur-i)K, so 
dass es ein I e K gibt mit 

X = (uqI) a Ml a ... a Mr-l + C A Ml A ... A Ur-l 
= {uqI + c) a Ml a ... a Ur-l- 

Hieraus folgt 

^-\P) = V^<U(ScK. 
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Es sei umgekehrt X ein Unterraum des Ranges r von U ® cK. 1st X = U, 
so ist 7(X) < j{U) + W. Es sei also X ^U. Dann ist RgxiX n [/) = r - 1. Es 
sei ui, . . . , eine Basis von U (1 X und ui, . . . , u^-i eine Basis von X. 
Es gibt dann ein u gU und ein k G K mit = w + cfc. Es folgt 

t; A Ui A . . . A Ur-i = uAui A . . . A Ur-i + (c A Ui A . . . A Ur-i)fc. 

Folglich ist 7(X) < 7(?7) + W^. Damit ist gezeigt, dass die Punkte von 'y{U) + W 
gerade die Bildcr dcr Unterraume des Ranges r von U ® cK sind. Folglich ist 

7(C/) + We S^^ . Damit ist alios bcwicscn. 

Mit S'^(£/) bezeichncn wir die Mcnge der Raume j{U) + W mit W G E1UE2, 
wobei Ei die ite Schar von Erzcugcnden von S ist. Wir nennen S^{U) Segreschen 
Kegel mit der Spitze ^{U) von Gr{V). Den von den Raumen aus S^i(ij^ aufges- 
pannte Unterraum bezeichnen wir mit T^[u) und nennen ihn Tangentialraum 
von Gr{V) in 7(J7). Wie der Beweis von 6.4 zeigt, gilt 

6.5. KoroUar. Es ist RgK{T^{u)) = {n-r)r + l. 

6.6. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 
Korper K. Ist U ein Unterraum von /\^k{V), dessen Punkte alle in GriV) 
liegen, so ist U Unterraum eines Raumes aus U S^^ . 

Beweis. Es seien P und Q zwei verschiedene Punkte von U. Ferner sei 

P = {ui A ... A Ur)K und Q = {viA . . . A Vr)K. Weil P und Q vcrschieden sind, 
sind Ui A . . . AUr und vi A . . . Avr linear unabhangig. Wegen P + Q < U und 
well die Punkte von U alle zu Gr{V) gehoren gibt es wi, . . . , Wr mit 

Ul A . . . A Ur + Vi A . . . A Vr = Wi A . . . A Wr. 

Uberdies ist wi A . . . A 7^ 0, da ui A . . . A und vi A . . . AVr linear unabhangig 
sind. Schliel31ich folgt, dass KuiA...Awr 7^ K)iA...Ai)r i^^. Wir diirfen daher oBdA 
annehmen, dass wi ^ KiA.-.AiJr i^^. Nun ist 

= Wi A ... A Wr Awi = Ul A ... AUr Awi + Vi A ... AVr Awi 

und daher 

Ul A . . . AUr AWi = —Vi A . . . AVr Awi. 

Setze y := Ul A . . . AUr A wi. Aus der gerade bewiesenen Gleichung folgt dann, 
da wi ^ KiA.-.Avr Si^t' '^^^ 2/ 7^ ist. Nun ist 

yAUi = = yAVi 

fiir alle i. Daher ist 
und 

K>iA...Ai;r ^ 

Weil Rg^(yj,) — r + 1 ist, folgt, dass P + Q in cincm Raum aus S^^ licgt, da 
ja 7C14iA...A«^) = P und 7(KiA...At;r) = Q ist. Weil RgxiVy) = r + 1 ist folgt, 
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dass Rgx(K iA...Atir n VujA...At)r) — 7" ^ 1 ist. Dahcr licgt P + Q auch in einem 
Teilraum aus . Die beiden Raume aus U gehoren zum Segreschen 
Kegel Sp mit der Spitze P. Hieraus folgt, falls X der von der zu P gehorenden 
Segreschen Mannigfaltigkcit S aufgcspanntc Raum ist, dass U D X ganz in S 
liegt. Aus VI. 3. 9 und 6.4 folgt nun die Bchauptung. 

6.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum iiber dem kommutativen Korper K und 
der Rang von V sei endlich. Sind U, U' G \]Rr{V), so sind dquivalent: 

a) Es ist Rg^(f/ + [/') = r + 1. 

b) Es ist RgiiiU n [/') = r - 1. 

c) Es ist 7(J7) ^ liU') und alle Punkte von 'j{U) + 'y{U') liegen in Griy)- 
Beweis. Es ist 

RgK{U + U') + Rg^(C/ n U') = Rg^iU) + RgKiU') = 2r. 

Hieraus folgt, dass a) und b) aquivalent sind. 

Aus a) und b) zusammen folgt einmal 7(i7) ^ liU') und mit 6.1 weiterhin, 

dass 

7{U)n{U') eG^Gi{{U + U')/{U n u')) 

ist. Dies besagt, dass 7(?7) und j{U') auf einer Geraden liegen, deren Punkte 
alle zu Gr{V) gehoren. 

Aus c) folgen, wie wir beim Beweise von 6.6 gesehen haben, a) und b). Damit 
ist alles gezeigt. 

6.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 

Korper K. Ferner seien X und Y Unterrdume des Ranges r—1 bzw. r+1 von 
V. Sind dann P, Q, R, S vier verschiedene Unterrdume des Ranges r von Y, 
die X enthalten, und ist 7 die grafimannsche Abbildung von \]Rr{V) aufGr{V), 
so gilt 

DV{P, Q- R, S) = DV{^{P)n{Q);i{R),liS)). 

Sind umgekehrt P' , Q' , R! und S' vier verschiedene, kollineare Punkte von 
Griy), so ist 

DVi^-HP'),j-\Q')n-HR'),l-\S')) = DV{P',Q';R',S'). 

Beweis. Es sei ui, . . . , Ur-i eine Basis von X. Ferner sei d := DV{P, Q; R, S). 
Es gibt Vektorcn p und q mit P = X + pK, Q = X + qK, R = X + {p + q)K 
und S = X -\- [p + qd)K. Hieraus folgt 



1{P) 


= (mi A . 


. . A Ur- 


-i/\p)K 




i{Q) 


= {ui A . 


. . A Ur- 








= (ui A . 


. . A Ur- 


-1 A (p + 


q))K 


liS) 


= (mi A . 


. . A Ur- 


-1 A (p + 


qd))K. 



Setzt man 

p' := Ui A . . . A Ur-i A p 
(/ := Ui A . . . A Ur-i A q, 



420 



Kapitel VII. GraBmannsche Mannigfaltigkeiten 



so ist also 7(P) = p'K, ^{Q) = q'K, ^{R) = {p' + q')K und 7(5) = {p' + q'd)K. 
Also ist 

DV{^{p)MQyMR)MS)) = d. 

Dass ebenfalls das Doppelverhaltnis invariant lasst, beweist sich ebenso 
einfach. 

6.9. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 
Korper K. Ferner sei 7 die grafimannsche Ahhildung von URr.(l^) auf GriV) 
und 5 sei die grafimannsche Ahhildung von URs(y) aufGs{V). Ist k ein Isomor- 
phismus t;on L(/\^(F)) aw/ L(/\^(T^)), der Gr{V) aufGs{V) abbildet, so gibt 
es eine Kollineation oder eine Korrelation A von L(y) mit X{U) = 5~^K'y{U) 
fiir alle U G \]Rr{V). Ist A eine Kollineation, so ist r = s, und ist A eine 
Korrelation, so ist r + s = n. Genau dann ist k projektiv, wenn A projektiv ist. 

Bcwcis. Es scicn U und U' bcnaclibartc Untcrraumc dcs Ranges r. Dann ist 
^&k{U + U')=r + 1, so dass nach 6.7 alle Punkte von j{U) + j{U') in Gr{V) 
liegen. Daher liegen alle Punkte von kj{U) + K'y{U') in Gs{V). Nach 6.7 sind 
folglich auch 6~^K'y{U) und S~^K'y{U') benachbart, so dass die Existcnz von A 
aus dem Satz von Chow (Satz 1.8.4) folgt, wie auch die Aussage iiber r und s. 

Weil es Geraden gibt, deren Punkte allesamt in Gr{V) liegen, folgt die letzte 
Behauptung aus den Satzen 6.8 und 5.2. 

6.10. Korollar. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommuta- 
tiven Korper K. Genau dann sind Gr{V) und Gs{V) projektiv dquivalent, wenn 
r = s oder wenn r + s = n ist. 

Beweis. Es ist aufgrund von 6.9 nur noch zu zeigen, dass Gr{V) und Gs(V) 
projektiv aqiiivalcnt sind, wenn r + s = n ist. Dies folgt aber aus 3.3 und 4.6, 
wenn man nur noch V mit V* iiber eine Basis von V und deren Dualbasis von 
V* identifiziert, was ja wegen der Kommutativitat von K moglich ist. 

6.11. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiher dem kommutativen 

Korper K . Der Monomorphismus a — > cr^,. induziert einen Monomorphismus 
von PGL{y) auf eine UntergruppeT^{V) des StahilisatorsTriV) von GriV) in 
PGL{/\^j,{V)). Esgilt: 

a) Ist n ^ 2r, so ist Tr{V) = r^(F). 

b) Ist n = 2r, so ist \Tr{V) : r^(y)| = 2. 

Beweis. Aus Satz 1.11 folgt, dass die Abbildung 

einen Homomorphismus von PGL{V) auf eine Untcrgruppe r^(y) von Tr{V) 
induziert. Lasst a^r alle Punkte von Gr{V) fest, so ist also 

a{vi) A ... A a{vr) = (J^r{vi A . . . AVr) = {v\ A . . . A Vr)k 

fiir alle {vi,...,Vr) G V^ , wobei k von den vi abhangt. Es folgt, dass a alle 
Unterraume des Ranges r von V festlasst, so dass die Abbildung a in L(V) die 
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Idcntitat induzicrt. Dies zeigt, dass die Abbildung a — >■ a^r einen Isomorphis- 
mus von PGL{V) auf T°{V) induziert. 

Nach 6.9 gibt es zu jedem k G ^r{V) eine KoUineation oder Korrelation A 
von L{V) mit 

X{U) = 7-'nj{U) 

fiir alle U G \JRr{V). Es sei TKV) die Untergruppe aller k G Tr{V), fiir die 
A eine KoUineation ist. Es sei U = 0[.^i und k G r^(y). Schliei31ich sei 
A G G-L(y) und A induzicrc die zu k gehSrende KoUineation in L(l^), die wir 
ebenfalls mit A bezeichnen. Dann ist 

7A(C/) = (A(ui) A ... A X{ur))K = X^r{ui A ... A Ur)K = \^rl{U). 

Somit ist 7A = X^rli db., 

= A = 7"U#^7, 

so dass K = X#r ist. Folglich ist Tl{V) = T°{V). 

a) In diesem Falle ist TUV) = TriV) und damit T"^{V) = rr(y). 

b) Weil das Produkt zweier Korrelationen eine KoUineation ist, ist 

|r.(y):r°| = |r,(T/):r^(y)|<2. 

Die KoUineationen aus r°(y) lassen die Scharen und S^^ je fiir sich invariant. 
Lasst man r in 6.10 die RoUen von r und von s spielen, was wegen n = 2r ja 
moglich ist, so sieht man, dass cs audi KoUineationen in Tr{V) gibt, die die 
Scharen und S^^ vertauschen. Damit ist aUes bewiesen. 

7. GretBmannsche Mannigfaltigkeiten II 

Wir haben in Abschnitt 4 Kriterien fiir die Zerlegbarkeit von r-Vektoren gegeben. 
In dicscm Abschnitt wcrdcn wir nun cine gcomctrischc Dcutung dicscr Kriterien 
geben. Sie lassen sich namhch dahingehend interpretieren, dass sich jede grai3- 
mannsche Mannigfaltigkeit als Schnitt von endlich vielen Quadriken darstellen 
lasst. 

Es sei V ein Vektorraum iibcr dem kommutativcn Korpcr K und / sei das 
in Satz 2.12 beschriebene Skalarprodukt auf Aif(^*) ^ I\k(^)- ^ 
legbarcr (n — r — l)-Vektor und w eine zerlegbare (r — l)-Form, so definieren 
wir die Abbildung Q^^x von /S^j^iy) in K durch 

QwA^) '■= /(^^. ^ V (2; A a;)). 

Banal ist, dass Qw,x{zk) = Qw,x{z)k^ ist. Langweilige Routinerechnungen 
zeigen, wobei man auf die Definition von V vor Satz 4.8 zuriickgreifen muss, 

dass 

QwA^ + z') = QwA^) + QwA^') + fi^^ zW{z' A x)) + f{w, z'W{zA x)) 
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ist. Ebensolche Routinerechnungen zeigen, dass die Abbildung 
{z, z') f{w, zV {z' A x)) + f{w, z' V {zA x)) 
bilinear ist. Daher ist Qw,x eine quadratische Form. 

7.1. Satz. Ist a G GL{V), ist x ein zerlegbarer {n — r — l)-Vektor und w eine 
zerlegbare (r — l)-Form, ist schliefilich x = <y^(^^_^_-^^^{x) und w = a^^^_-^^{'w), 
so sind Quj,x und Qw,x projektiv dquivalent. 

Beweis. Nach 3.5 gibt es ein k £ K* mit ipcr^rl^k = Benutzt man 

dies und 1.11 d), so folgt: 

(p(cr#r(2)) V {<J#r{z) Ax)= Lp{a^r{z)) A ip{a^r{z) A a#(„_r_i)(x)) 

= (T*^-^l_,)<piz) A a*-\{x)k-^ 

Also ist 

(T#r{z) V {a^r Ax) = a*~^{ip{z) A (p{z A x))k~'^. 

Nach 3.5 gilt auch </3(T#(r-i)Mfc = o"#(n-r+i)</', da k von r unabhangig ist. Also 
ist 

cr#r{z) V {(J^r{z) Ax) = (7#(r_i)(2; V A x))k~^. 
Hieraus folgt scliliel31icli, dass 

QwA(^*r{z)) = f{w, zW {zA x))k~'^ = k~'^Qyj^s;{z) 

ist. Folglich sind Qw,x und Qw^s projektiv Equivalent. 

Fiir den Rest des Abschnitts vereinbaren wir das folgende. Es sei V ein 

Vektorraum dcs Ranges n iiber dem kommutativen Korper K. Es sci xi, . . . , 
Xn eine Basis von V und j/ = cci A . . . A x„. Ferner * die zu cci , . . . , 

Xn duale Basis von V*. Mit (a;/ | 7 C {1, . . . , n}) bzw. (x} | J C {1, . . . , n}) 
seien die entsprechenden Basen von Aif(^) b^'^- I\k^*) bezeichnet. Statt 

Qx'.xi schrciben wir Qjj. 

7.2. Satz. Es seien I , I' , J , J' Teilmengen von {1, . . . ,n}. Gilt \I\ = n—r— 1 = 
\I'\ und \ J\ = r — 1 = I J'l sowie \I (1 J\ = \I' fl J'\, so sind Qjj und Qj'j' 
projektiv dquivalent. 

Beweis. Aufgrund der Annahme iiber I, J, I' und J' gibt es ein tt G Sn mit 
7r(/) = /' und 7r(J) = J'. Ferner gibt es genau ein a G GL{V) mit cr(xj) = 
a;^-i(,;) fiir allc i. Dann ist a~^{xi) = mid (T*{Xj) = x'^^^-y wie man 

leicht nachrcchnct. Es folgt a^n{y) = sgn{7r)y und (T^(„_r_i)(a;/) = eiXf und 
'^#(r-i)(^j) = ^2X*j,, wobei €i = ±1 ist. Hieraus folgt, wie der Beweis von 7.1 
zeigt, dass 

Qjj{a^r{z)) = eie2(T{'7T)Qj'j'{z) 
ist. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Es sei z e Aa:(^)- Dann ist z = J2\L\=r^^^^- Nach 3.4 ist daher 

\L\=r \eL,ixeL'' 

Dabei ist L'^ das Komplement von L in {1, . . . , n}. Ferner ist 
zAxi= Y XLuidL JJ (a,^), 

|L|=r aeL,0eI 

und daher 

(p(^;Aa;/) = ^ n n 

Somit ist 

|L|=r |M|=r 

wobei 

Bl,m = 

n (m,a) n n n (^-o 

ist. Schliei31ich ist 

zV {z Axi) = ^ XLn{Mui)aLaMBL,M Yl i^'V)- 

\L\=r\M\=r rieLn{Mui) 

eeL=u(M=n/=) 

Nun sind {xr \ R) und {x*g \ S) duale Bascn. Folglich ist 

f{xLniMui),x*j) = 0, 
falls L n (M U 7) ^ J ist. Also ist 

Qj,i = ej o-lOimBl,!^ 

|L| = |M|=r,I,n(MU7)=J 

mit 

ej= n 

Wir woUen schcn, wic wir den Ausdruck fiir Qjj noch vcrcinfachen konncn. 
Dazu fragen wir zunachst, wann unter der Nebenbedingung Ln(MU/) = J der 
KoefEzient B^^m ist. Dazu ist, wie der eben etablierte Ausdruck fiir B^^m 
zeigt, hinreichend und notwendig, dass M fl / = und iUMU/ = {l,...,n} 
ist. Aus M n / = folgt, dass 

|MU/|=r + n- r- l = n- l 
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ist. Es gibt also ein Im mit 

MU/uOm} = {l,...,n} 

und 

iM ^ MUl. 

Aus L U M U / {1, . . . , n} folgt, dass jm e L ist, und L n (M U /) = J und 
ijvf ^ M U I implizieren, dass im ^ J ist. Also ist | J U {im}! = Nun ist 
L C J u {im} und |i| = r, so dass L = JU {im} ist. Wir setzen nun 

Dann gilt 

7.3. Satz. Es sei \I\ = n — r — 1 und \ J\ = r — 1. Dann ist 

Qj,i{z) = eje'j ^ «Maju{j„}Cju{ 

\M\=r,MnI=$,JCMUI 

Dabei ist iu das Element aus der Gleichung MU/U{iM} = {1, • . • jJ^}. Ferner 

wohei EX abkiirzend fiir X^ygx ^ ■5^e/ii. 

Beweis. Setze L := J U {im}- Es sei L = {Ai, . . . , A^} mit Ai < . . . < A^. 
Dann ist 

n ('"'^) = n n (^^^^^ = fii-ir-^^-^'--'^ 

= (^_l^nr+lr(r-l)+iM+'SJ 

Ferner ist M"^ (1 1" = {im}, so dass 

n (<5,7)= E (^M,7) = (-ir"-^ 

7eMu/,5eM<=n/'= jeMui 
ist. Schliefilich ist 

Daher ist 

OL,M — \ — ^) ^ (-^L,M — £j'^L,M- 

Hieraus folgt schliefilich die Behauptung. 

7.4. Satz. IstIr\J = <l), so ist Qjj = 0. 



7. GraBmannsche Mannigfaltigkeiten II 



425 



Beweis. Aufgrund von 7.2 diirfen wir annehmen, dass 

!={!,. ..,n-r-l} 

und 

J := {n — r, . . . ,n — 2} 

ist. Aus J C M U / und / n J = folgt, dass J C M ist. Fiir gibt es dahcr 
nur die beiden Moglichkeiten Mi = J U {n — 1} und M2 = JU {n}. Dann ist 
aber 

Li = J U {n} = M2 

und 

^2 = JU {n - 1} = Ml. 
Nun ist P < a, falls /? S / und a G M^ ist. Also ist 

n («,/3)= n ("'^)- 

Diesen gemeinsamen Wert nennen wir e. 
Es ist iMi = n G Li und daher 

Ferner ist = n — 1 G L2 und n G L2. Daher ist 

n (')'.«M2) = -1- 

Somit ist 

Bli,Mi = e = —Bl2,M2- 
Hieraus folgt schliefilich, dass 

Qj,i{z) = ejeje(aijaMi — il^^^m^) = ^J^'j^i^MzO-Mi — aMiOMa) = 

ist. Damit ist 7.4 bcwicscn. 

Wir sind nun in dcr Lagc, den folgendcn Satz zu beweisen. 

7.5. Satz. Ist V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen Korper 
K, so ist Gj-iy) Schnitt von 



n 
r + 1 



n \ /r+1 
r-l) ~ \r-l 



Quadriken in L(/\^(y)). 

Beweis. Nach 4.8 ist z e Aa:(^) 

genau dann zerlegbar, wenn fiir alle zerleg- 
baren (n — r — l)-Vektoren x die Gleichung zW {zAx) = gilt. Dies ist natiirlich 
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genau dann der Fall, wenn z V (z A a;/) = fur alle {n — r — 1)-Tcilmcngcn I 
gilt. Nun ist z V (z A x/) ein (r — l)-Vektor. Also ist z V (z A xj) genau dann 
gleich Null, wenn 

QjA^) = 

fiir alle I mit |7| = r — 1 ist. Es folgt, dass Gr{V) Schnitt der Quadriken zu den 

(n \ f ''^ \ f " \ f ^ \ 
n-r-lj\r-lj~\r + lj\r-lj 

quadratisclien Formcn Qj j ist. Von dicscn tragcn abcr nach 7.4 diejenigen zu 
dem Schnitt nichts boi, fiir die I r\ J = % ist. Dcron Anzalil ist 

\n-r -l)\r -Ij ^ \r + l)\r -IJ' 

Hieraus folgt die Bchauptung.^ 

Wir betrachten den Spezialfall n = 4, r = 2, der schon von Pliicker unter- 
sucht wurde. In diesem Falle istn — r— 1 = 1 = r— 1. Hier sind also die 
quadratisclien Formcn Q{k},{k} fur fc := 1, . . . , 4 zu betrachten. Bcrcchnct man 
sie mit Hilfe von 7.3, so erhalt man, wobei der unwesentliche Faktor eje'j nicht 
beriicksichtigt ist, 

Ql,l(z) = 012034 - 013024 + O14O23 
Q2,2{z) = O12O34 - O24O13 + O23O14 
Qz,i{z) = O34O12 - O13O24 + O23O14 
Q4,,i{z) = O34O12 — O24O13 + 014023. 

Die; vicr Quadriken, die uns Satz 7.5 liefert, sind also nicht voneinander ver- 
scliicdcn. Dies noticren wir als 

7.6. Satz. Ist V ein Vektorraum des Ranges 4 iiber dem kommutativen Korper 
K, so ist G2iy) eine Quadrik, die durch die Form 

Q{z) := O12O34 - O13O24 + O14O23 

dargestellt wird. Sie ist von maximalem Index. 

Man nennt GiiV) Pliickerquadrik, falls Rg^(y) = 4 ist. 

Wie der Fall der Pliickerquadrik zeigt, kann es sein, dass Qjj und Qj'j' 
die gleiche Quadrik darstcUen, ohne dass 1 = 1' und J = J' ist. Uber diese 
Situation gibt der nachste Satz Auskunft. Um ihn zu formulieren, benotigen 
wir noch die folgende Bezeichnung. Sind X und Y Mengen, so bezeichne X AY 
ihre symmetrische Differenz, das heifit die Menge 

(XUF) - {XnY). 

^Anmerkung der Herausgeber: der Autor hat hier einen Hinweis auf Fehler bei Bertini, 
KruU und Lense notiert. 
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Die Potcnzmcngc cincr Mcngc vcrschcn mit dcr symmctrischen Differenz als 
Vcrkniipfung ist bckanntlich oino clcmcntarabclschc 2-Gruppc. 

7.7. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n iiber dem kommutativen 
Korper K. Ferner seien I und I' zwei [n — r — 1)- und J und J' zwei (r — 1)- 
Teilmengen von {1, .... n} mit InJ^ib^J'nl'. Genau dann gibt es ein 
k € K* mit Qjj = kQj'j', wenn 1 = 1' und J = J' oder wenn I A I' = J A J' 
und \I A I' \ = 2 ist. 

Beweis. Es scicn / und J Tcilmcngon von {1, . . . ,n} mit \ J\ = r — 1, |/| = 
n — r — 1 und / fl J ^ 0. Nach 7.3 ist bis auf ein Vorzeichen, das fiir unsere 
Untersuchungen irrelevant ist, 

iM} ' 

\M\=r, Mn7=0, JCMUI 

Dabei ist zm das Element aus der Gleichung M U / U {im} = {1, • • • , 

Es seien /' und J' zwei wcitcrc Mengen der gleichen Art und cs gcbc cin 
k € K* mit Qjj = kQj>j>. Wahle ein M mit |M| = r, M n / = und 
J C M U /. Wir definieren z durch um ■= 1, aju{iM} '■— ^ ^nd Ul ■= fiir alle 
von M und J U {im} verschiedenen L. Dann ist 

Qj,i{z) = aMaju{iM}(^Ju{iM},M 0. 

Es folgt, dass auch Qj',/- (z) ^ ist. Es gibt also ein P mit |P| = r, P n /' = 
und J' CPU r, so dass 

ist. Wegen P ^ J' U {i'p} gibt es nun zwei Falle, namlich den 
Fall 1: Es ist M = P und J U {in} = J' U {i'^} 
und den 

Fall 2: Es ist P = J U {im} und M = J' U {i/p}. 

Wir zeigen, dass genau dann 1 = 1' gilt, wenn J = J' ist. Dazu sei zunaehst 
1 = 1'. In Fall 1 ergibt sich = «'m und wegen iu ^ J und iu = i'M ^ J' und 
J' U {I'm} = ^ U {Im} dann J = J' . In Fall 2 ergibt sich der Widerspruch 

= 7 n M = 7' n ( J' u {i'p]) Di'nJ' T^^. 

1st umgekehrt J = J', so folgt in Fall 1 aus J U {zm} = J' U dass 
■*M = *M ist. Dies impliziert wiederum I = I'. In Fall 2 folgt zunaehst aus 
7' n P = 0, dass 7' n J = ist. Damit erhalten wir den Widerspruch 

^ 7' n J' = 7' n J = 0. 

Es sei also I ^ I' und J ^ J' . Wegen |7| = |7'| ist dann 

|7-7'| = |7'-7| ^0. 

Es ist 

|7'= n J| = I J| - |7 n J| = r - 1 - |7 n J| < r - 2. 
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Es sei X G I' — I. Dann ist folglich 

|(J-/)U{a;}| < r - 1. 

Es gibt also ein M mit |M| = r, / n M = und ( J - /) U {x} C M. Mit diesem 
M liegt wegen M n /' ^ Fall 2 vor. Es ist also 

M = J' U {i'p} 

und 

P = JuOm}. 

Wegen a: G /' ist a; 7^ ip, so dass wegcn a; e M dann x € J' gilt. Weil x 
irgendein Element aus I' - I ist, folgt I' - I C J' n I' . Wegen = J n M und 
J' C M folgt / n J' = 0. Daher ist 

J' - J = J' n /'. 

entsprechend folgt 

7' nj = 

und 

7 - 7' = J n 7. 
Setze s := |7' — 7|. Dann ist auch s = |7 — 7'|. Es folgt 

\IU{Jnr)U{I'-I)\=n-r-l + r-l-s + s = n-2. 

Ware nun s > 1, so gabe es also ein M mit \M\ = r, M n I = 9, J D T C M 
und \M n 7'| = s — 1, so dass auch M f\I' ^$ ware. Dann ware aber J' C M 
im Widerspruch zur Wahl von M. Dieser Widerspruch zeigt, dass doch s = 1 
ist. 

Es ist 

|7 U 7'| = |7 U (7' - 7)1 = n - r - 1 + 1 = n - r. 
Wahlt man nun M := (7 U 7')'^, so ist man in Fall 1 und es gilt 

JU{iM} = J'U{i'M}. 

Es folgt 

J = (jn jOuO'm} 

und 

f = {JnJ')U{iM}. 

Es ist 

z'm e (7' U My = (7' U (7 U I'yy = 7"= n (7 U 7') = 7"= n 7. 

Also ist 

7=(7n7')uKM}- 
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Ebenso folgt 

I' = {ini')u{iM}. 

Damit ist gezeigt, dass 

IAI' = {i'M,iM} = JAJ' 

ist. Damit ist die Notwcndigkcit der Bcdingungcn dcs Satzcs gczcigt. 

Die Bedingungen des Satzes seien erfiiUt. Ist I — I' und J = J', so ist 
Qi,j = Qj',i'- Es sei also I A I' = J A J' und |/ A I'\ = 2. Auf Grund von 
Satz 7.2 diirfen wir annehmen, dass folgendes gilt: 

inl' = {l,...,n-r-2} 

/= (/n/')U{n-r-l} 
J' = (/ n /') U{n-r} 
JriJ' = {n-r + l,...,n-2} 
J={n-r-l}U(Jn J') 
J' = {n-r}U{JnJ'). 

Fiir M, im und P gibt cs wcgcn 7 n M = und J PI J' C M nur die folgcnden 
drei Moglichkeiten: 

Ml = (Jn J')U {n- l,n} 
M2 = (Jn J')U{n-r,n} 
M3 = ( J n J') U {n - r, n - 1} 

Es folgt ijvfi = n — r, = n — 1 und im^, = f^- Fiir die zugehorigen P erhalten 
wir 

Pi = ( J n J') U {n - 1, n} = Ml 
P2 = ^ U {n - 1} 
P3 = J U {n}. 

Es folgt ip^ = n — r — 1, ip^ = n und i'p^ = n — 1. Es sind nun die KoefSzienten 
Cju{i„j}.M und C'j/uiij,} p auszurechnen, wobei die Koeffizienten von Qj'j' 
mittels /' zu berechnen sind. Zur Erinnerung, es ist 

Cju{iM},M= n ^"'^^ n (Ti«M). 
Mit M := Ml und P := Pi ergibt sich 

cyu{iM},M = (-ir^-'-^H-i)' 

und 

Mit M := M2 und P := P2 ergibt sich 

cju{.M},M = (-ir("-'-^H-i) = (-1) 



= (-1) 
= (-1)^ 
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und 

/^f / 1 ■\r(n— r— 1) — 1 / -i \rn—l 

^J'U{i'j,},P - \~^) - \~^) 

Mit M := Ms und P := P3 ergibt sich 

/I \r(n—r—l) / i \rn 

und 

Cj'u{w = = (-1)™. 

Es ist also in der Tat 

Qj,i = kQj'j', 

wobei 

ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Beim Beweise dieses Satzes wurde wieder wesentlich von der Kommutativitat 
von K Gcbrauch gcmacht. 

Gleiche Quadriken zu definieren, ist natiirlich eine Aquivalenzrelation auf 
der Menge der Qj,/- 1st r = 2, so ist es relativ einfach, die Anzahl der Aquiva- 
lenzklassen abzuzahlen. Dies liegt daran, dass in diesem Falle J C 7 und | J| = 1 
gilt. 

7.8. Satz. Es sei V ein Vektorraum des Ranges n > 4 iiber dem kommutativen 
Korper K. Dann ist G2{V) Schnitt von 

Quadriken von L{/\j^{V)). 

Bcwcis. Es sci / cine (n — 3)-Tcilmcngc von {1, . . . ,n} und cs sci J = {k} 
mit k £ I. Ist 1 ^ /, so setzen wir /' := /A{1, k} und J' := /A{1, k}. Dann ist 
J' = {1} und |7'| = n - 3 sowie 1 e /'. Mit Satz 7.7 folgt, dass Qjj und Qj'j' 
die gleiche Quadrik darstellen. Daher diirfen wir im Folgenden stets annehmen, 
dass 1 G / gilt. 

Mit Zj bezeichnen wir die Menge der ersten j natiirlichen Zahlen. Ferner 
setzen wir 

n, := {I\\I\=n- 3, Zn-3-i CI,n-2-i^I} 

fiir i := 0, . . . , n — 4. 

Es ist Ho = {Zn-a}- Daher liefer n die I aus Ho — es gibt nur eines — genau 
n — 3 quadratische Formen Qjj. Es sei bereits bewiesen, dass die I G Uj:=o ^3 
genau X]j-=o ("' i^^) ("^ ^ 3 — j) verschiedene quadratische Formen liefern. 

Es sei / € Hi+i- Ferner sei x & I. Setze Z := Z„_3_(i+i). Ist x ^ Z, so folgt 



\I-{ZU {x})\ = n-3-{n-3-i-l)-l = i. 
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Setzc L := I — (Z U {x} und /' := Zns-i U L, so ist /' G 11^ und cs folgt mit 
7.7, dass Q{x},i und Q{n-4-i},i' die gleiche Quadrik darstellen. Wir erhalten 
also hochstens dann eine neue quadratische Form, wenn x G Z ist. Ist x G Z, 
so kommt Q{x}j unter den bereits konstruierten Formcn wcgcn 7.7 auch nicht 
vor. Schliefilich folgt, dass die neu konstruierten Formen auch alle untereinander 
verschieden sind. Wegen Z = Z„_3_i_i C I und n — 2 — i — 1 / gibt es fiir 
I — Z dann noch 



Fiir n = 4 erhalten wir, wie schon zuvor, dass G2{V) eine Quadrik ist. Fiir 
n = 5, 6, 7, 8, 9 ist G2{V) Schnitt von 5, 15, 35, 70, 126 Quadriken in L(/\^(V)). 




Moglichkeiten. Damit liefern die I G Hj+i weitere 




Formen. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Der Aufbruch der Geometrie um Reinhold Baer 
in Frankfurt und seine Protagonisten 
— in memoriam Heinz Liineburg 

Vortrag von Karl Strambach bcim Bacr-KoUoquium 
in Kaiserslautern am 7. November 2009 



Liebe Prau Liineburg, lieber Martin, liebe Freunde ! 

Als ich vcrspatct, durch pcrsonlichc Umstande bedingt, in Mai 1961 begann, 
in Frankfurt Physik zu studieren, haben mich, obgleich von der Matlicma- 
tik vollkommen unbeleckt, die Mathematikvorlesungen am meisten angczogen. 
Es erofFnete sich mir cine neue faszinierende Welt, die ich naher kennenler- 
nen wollte, obgleich ich mir meines Unvermogens halbwegs bewusst war. Es 
war ein Gliicksfall, dass ich Annemarie Schlette traf, die mir begeistert vom 
Baerschen Laden erzahlte, wo man von alien Zwangen frei Mathematik lernen 
konne, und mir half, bei Helmut Salzmann einen Proseminarvortrag zu ergat- 
tern. So kam ich 1962 ins Baersche Wunderland, in dem neue Satze wie Pilze 
aus dem Boden sprossen. Ich war fast gcblcndct von der Vielzahl der Talente, 
die um mich umherschwirrten und fast wochentlich Neues zu berichten hat- 
ten. Auch die Spannweite der erzielten Resultate war immens: In der Algebra 
waren es etwa gruppentheoretische Eigenschaften, Engclschc Elemente, Fak- 
torisierung von Gruppen, distributive Quasigruppen, Erweiterungen abelscher 
Gruppen und ringtheoretische Radikale, in der Geometrie waren es endliche und 
topologische Ebenen, Mobius- und Lagucrrcigcomctrie und gruppentheoretische 
Methoden in der Geometrie, die die Gomiitcr crhitztcn. 

Ich fiihlte mich in diesem mathematischen Karpfenteich zur Geometric hinge- 
zogen, well ich mir einbildete, die Geometrie ist etwas Handfestcs, Grcifbares 
und bei meinen geringen mathematischen Kenntnissen eher Zuganglicheres. 
Dass ich heute vor Ihnen stehen darf, ist nicht mein Verdienst, sondern das 
von Helmut Salzmann, der mich behutsam an die Hand nahm und mir nicht 
nur die Geometrie, ja die Mathematik erschloss. 
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Dass die Geometric in Frankfurt in der Zeit des Baerschen Wirkens sich 
zu prachtvoller Bliite entfalten konnte, war der faszinierenden, einnehmenden, 
junge Mathematiker begeisternden und sie ermutigenden Personlichkeit von 
Reinhold Baer zu verdanken, der von 1940 bis 1952 selbst grundlegende Ar- 
beiten iiber endliche projektive Ebenen, man denke etwa an den von daher 
stammenden Begriff einer Baer-Unterebene, und ein Buch „ Linear Algebra and 
Projective Geometry" verfasst hat. Die Geometric lag Reinhold Baer lebcnslang 
am Herzen; davon zeugt auch diese Tagungsreihe, die er zusammen mit Herrn 
Pickert begriindet hat und die auch heute seinen Namen tragt. Ein weiterer 
gliicklichcr Umstand fiir die Geometric war Ruth Moufang, die Kollegin von 
Reinhold Baer war und ihre Schiller ebenfalls fiir die Grundlagen der Geometric 
und konvexe Korper einzunehmen wusste. Die Symbiose zwischen dem Baer- 
schen und Moufangschen Kreis war so perfekt, dass fiir mich Peter Dembowski 
ein fester Bestandteil der Baerschen Geometriegruppe war, obgleich sein Talent 
wohl von Frau Moufang entdeckt worden war. 

Die Baersche Geometriegruppe, die sich der endlichcn Geometric, ihren 
kombinatorischen Aspekten sowie ihren Verbindungen zur Gruppentheorie ver- 
schrieben hatte, hatte nach meiner damaligen Uberzeugung, und daran hat 
sich bis heute nichts geandert, drei tragende Saulen: Peter Dembowski, Heinz 
Liineburg und Christoph Bering. Obgleich die zeitlichen Unterschiede beim Ein- 
stieg in mathematische Publikationstatigkeit dieser drei Pilaster aus heutiger 
Sicht vernachlassigbar erschcincn, die crstc Arbeit von Peter Dembowski er- 
schien 1958, die von Heinz Liineburg 1960 und die von Christoph Bering 1963, 
fiir mich als Studenten und Bewunderer gehorten sie drei verschiedenen Gene- 
rat ionen an. 

Peter Dembowski war fiir mich der abgcklarte Wissenschaftler, der aus dem 
Nichts, d.h. ohne kompliziertcre Theorien benutzend, bleibende markante Resul- 
tate hervorzaubern konntc. Als hervorstechcndstes Bcispiel sei hier an seine Ha- 
bilitationsschrift iiber Mobiusebenen gerader Ordnung crinnert, in der bewiesen 
wird, dass jede endliche Mobiusebene, in der jeder Kreis cine ungerade Anzahl 
von Punktcn tragt, ovoidal ist; dies gcschic^ht dadurch, dass cr durch raffinicirto 
Abziihlkiinstc den dreidinicnsionalcn Raum mit Hilfc der Wintcrnitzschen Ax- 
iomc erschafft und die Mobiusebene als ein Ovoid hineinlcgt. Durch diese Ar- 
beit hat insbcsondcire die Klassifikation von Ovoidcn in projektivcn Riiumen 
iiber Galoisfeldern gerader Charakteristik an Bedcutung gcwonncn und dazu 
gefiihrt, dass man heutzutage intensiv sogar den Computer einsetzt, um auBer 
den elliptischcn und den Tits-Ovoiden neue Ovoide zu entdecken. Bis jctzt 
ist man zu projektiven Raumen iiber Galoisfeldern der Ordnung 2" mit n < 5 
vorgedrungen, hat abcr nach meiner Kenntnis Icidcr keine neuen Ovoide ge- 
fundcn. Peter Dembowski war und ist fiir mich derjcnige der drei Frankfurter 
Sterne der diskreten Geometric, der es liebte, endliche Geometricn in einen 
kombinatorischen Kontext zu riicken. 

Christoph Bering empfand ich als ein jugendliches Nachwuchsgenie, der 
Tolles leistet und durch seinen augenzwinkernden Humor es verhindert, als Zele- 
britat wahrgenommen zu werden. Unvergessen bleiben mir seine Vortrage iiber 
die Lenz-Barlotti-Klassifikation von Mobiusebenen, heutzutage Bering Klassi- 
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fikation gcnannt, bci den Kindcrtagungcn in Obcrwolfach. Obglcich cr bis Mitte 
der achtziger Jahre im Geiste der Frankfurter endlichen Geometrie gearbeitet 
und publiziert hat, empfinde ich ihn als einen Geometer, der den endlichen 
Gruppcn, gcschen als Automorphismengruppen, sein unbedingtes Interesse und 
seine Phantasie geschenkt hat. 

Heinz Liineburg altersmafiig zwischen den beiden, Dembowski und Hering, 
stehend war fiir mich die Achse der Frankfurter Forschung iiber nichttopo- 
logische Geometrie. In seinen Arbeiten iiber endliche Geometrie bewegte er 
sich aquidistant zwischen Kombinatorik und Gruppentheorie und klopfte aufier- 
dem die damaligen Stromungen der gcomctrischcn Forschung auf ihre Entwick- 
lungsfahigkeit ab. Davon zeugen seine Arbeiten iiber A-Raume, Hjelmslev- 
Ebenen, Blockplane, insbesondere Steinersche Tripel- und Quadrupelsysteme, 
Fundamcntalsatze der projektiven Geometrie, die RoUe der Zentral- und Axi- 
alkoUineationen sowie iiber elliptische Ebenen. 

Die erste groiJe Leidenschaft von Heinz Liineburg, der 1956 sein Studium 
in Frankfurt begann, also in dem Jahr, in dem Reinhold Baer aus Amerika 
zuriickkehrend einen Lehrstuhl in Frankfurt akzeptierte, gait der kleinen Rei- 
demeisterbedingung. Die Reidemeisterbedingung ist ein Schliefiungssatz, der in 
der Theorie der Loops und der zugehorigen Netze die Assoziativitat garantiert 
und am bequemsten mit Hilfe von Projektivitaten in 3-Netzen formulierbar ist. 
Eine Spezialisierung dieses Schliefiungssatzes war fiir Andrew Gleason der An- 
gelpunkt beim Beweis des Satzes, dass eine endliche Fano-Ebenc, d.h. cine end- 
liche Ebene, in der die Diagonalpunkte eines jeden Vierecks kollinear sind, pap- 
possch sein muss. Dass man, um dieses Resultat zu erreichen, die Kollinearitat 
der Diagonalpunkte eines jeden Vierecks wirklich verlangen muss, sieht man 
bereits in der projektiven Ebene iiber einem Fastkorper der Ordnung 9, dcnn in 
dieser cxistieren gewisse Vierecke mit kollinearen Diagonalpunkten. Die Glea- 
sonschc Arbeit muss im Baerschen Seminar heftig studiert wordcn sein und 
Heinz Liineburg zu der Vermutung gefiihrt haben, dass jede endliche projektive 
Ebene, in der die kleine Reidemeisterbedingung gilt, bereits desarguessch sein 
muss. Er hat dicse Vcrmutimg in drci Arbeiten cindrucksvoU bcstatigt, wobci 
er in der zweiten Arbeit sein Ziel bis auf eine Ausnahme, namlich die der Ebe- 
nen der Ordnung 60 erreicht hat. Die Schlachtimg dieser Ebenen gelang ihm 
zusammen mit Otto Kegel, dem Meister der Faktorisicrung. mit Hilfe des fol- 
genden Satzes: Ist G = ^ • S Produkt zweier echter Untergruppcii A und B und 
sind sowohl A als auch B isomorph zur alternierenden Gruppe des Grades 5, so 
ist G entweder das direkte Produkt A x B oder die alternierende Gruppe des 
Grades 6. Diese gemeinsame Arbeit von Heinz Liineburg mit Otto Kegel gibt 
ein beredtes Zeugnis davon, dass die an verschiedcnen Beeten des Baerschen 
Forschungsgartens Tatigen miteinander in enger Kommunikation standen und 
einander unterstiitzten. 

Innerhalb der Gruppentheorie sind es die Suzuki-Gruppen, die sich zu Lieb- 
lingsobjekten von Heinz Liineburg entwickelten und ihn jahrelang treu begleite- 
ten. Ausgangspunkt fiir diese Zuneigung waren die von Dembowski gepflegten 
endlichen Mobiusebenen. Heinz Liineburg beweist 1964, dass eine endliche 
Mobiusebene M, deren Automorphismengruppe auf den Punkten von M zwei- 
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fach transitiv ist, wobci abcr mir die Idcntitat drci vcrschicdcnc Fixpimktc hat, 
entweder miquelsch oder die Geometrie der ebenen Schnitte eines Tits-Ovoids 
ist. Spater zeigt er, dass sich die gleiche Folgerung ergibt auch fiir kreishomogene 
endlichc Mobiusebcncn odcr fiir cndliche Mobiuscbencn geradcr Ordnung, die 
eine transitive Automorphismengruppe gerader Ordnung gestatten. Da die Au- 
tomorphismengruppen von Tits-Ovoiden Suzuki-Gruppen sind, ist die Begeg- 
nung von Heinz Liineburg mit diesen Gruppcn unumganglich. Und nachdcm 
er sich mit ihnen eingehender befasst hat, sieht er, dass sie fiir ihn eine Briicke 
zu den Translationsebenen schlagen, indem er den folgenden Satz beweist: Ist 
q = 22''+i > 8, so gibt es genau eine Translationsebene, die die Ordnung hat 
und eine zur Suzuki-Gruppe der Ordnung (q'^ + l)q^{q — 1) isomorphe Kolhne- 
ationsgruppe besitzt; diese Ebene ist nicht desarguessch. 

Die Translationsebenen waren in Frankfurt wohlbekannt, denn T. G. Os- 
trom, dessen Lecture notes „ Finite translation planes" die erste zusammen- 
fassende Darstellung diese Gebietes war, besuchte haufig den Baerschen Kreis 
in Frankfurt und seine Vortrage iiber replaceable nets klingen mir noch heute in 
den Ohren. So war Heinz Liineburg bestens iiber den Forschungsstand beziiglich 
endlicher Translationsebenen informiert und konnte diese Ebenen, die seinen Na- 
men tragen, in einer grofien Arbeit fiir die Hamburger Abhandlungen in einen 
groBeren Rahmen der endlichen projektiven Ebenen einbetten, deren von den 
Elationen erzeugte KoUineationsgruppe Punktstabilisatoren vorgeschriebener 
Struktur hat. Eine schone Charakterisierung der Liineburgebencn hat 1972 
Liebler gegeben: Die Liineburgebenen sind diejenigen affinen Translationsebe- 
nen, bei denen eine Gruppe G von KoUineationen als Gruppe vom Rang drei 
auf der Menge der eigentlichen Punkte (d.h. der Stabilisator jedes eigentlichen 
Punktes in G hat drei Bahnen) und als Gruppe vom Rang zwei auf der Menge 
der uneigentlichen Punkte operiert. 

Den Kulminationspunkt Liineburgscher Forschungen iiber endliche Transla- 
tionsebenen stellt seine 1980 erschienene Monographic „ Translation planes" dar. 
Nachdem er in ihr die notigen Grundlagen zusammengestellt hatte, diskutiert er 
pcrmutationstheoretische Kriterien, die es sicherstcUen, dass eine endliche pro- 
jektive oder afhne Ebene, auf der cine Gruppe G von KoUineationen operiert, 
eine Translationsebene ist und G die Translationsgruppe enthalt. Von den dort 
bchandelten Kriterien von Aschcr Wagner, Kallaher, Ostrom sei cine Charakter- 
isienmg von Heinz Liineburg, die fiir seine Ebenen zutrifft, besondcrs crwahnt: 
Ist A eine endliche affine Ebene und G eine Gruppe von KoUineationen von 
A, so dass der Stabilisator jeder Geraden von A in G auf den Punkten dieser 
Geraden zweifach transitiv ist, so ist A eine Translationsebene und G enthalt 
die Translationsgruppe. 

Der Lowenanteil der Liineburgschen Monographic ist jedoch speziellen, sig- 
nifikanten Translationsebenen gewidmet, die in keinen groBen Familien leben, 
sondern eher ein Einsiedlerdasein fiihren. Von den von Heinz Liineburg entdeck- 
ten und zuerst in Geometriae Dedicata publizierten Translationsebenen, die er 
merkwiirdige Translationsebenen nennt, gibt es zwei Typen, die sich in der 
Struktur gewisser Elationsgruppen unterscheiden; von dem einem Typ gibt es 8 
nichtisomorphe, von dem andern Typ gibt es 14 nichtisomorphe Ebenen. Auch 
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im Kapitcl VII, welches der Klassifikation von Translationsebenen der Ordnung 
gewidmet ist, die den Korper GF(g) in ihrem Kern enthalten und eine zu 
SL2{q) isomorphe Kollineationsgruppe gestatten, ist das Hauptaugenmerk auf 
die Hering- und Schaffcr-Ebenen gerichtet. 

Dass sich Heinz Liineburg in den achtziger Jahren den endlichen Transla- 
tionsebenen entfremdet hat, kann man verstehen, wenn man in das neueste, 
2007 erschienene und 888 Seiten umfasscndc ,, Handbook of finite translation 
planes" von Norman Johnson, Vikram Jha und Mauro Biliotti hineinschaut, in 
dem alle bisher bekannten endlichen Translationsebenen gesammelt sind. Um in 
diesem Karpfenteich auch heutzutage noch crfolgrcich zu fischen, braucht man 
nicht nur Ausdauer und Geduld, sondern auch eine Buchhalterveranlagung, die 
Heinz Liineburg wohl abging. 

Neben den Suzuki-Gruppcn gait Liineburgs Interessc auch andcren extrava- 
ganten endlichen Gruppen, so etwa den Ree-Gruppen und den Mathieu-Grup- 
pen sowie deren Darstellungen als Automorphismengruppen geeigneter Block- 
plane. 

Liineburgsche Arbeiten, in denen keine abschliei3enden Antworten der behan- 
delten Probleme gegeben wurden, enthielten stets eine Fiille von Anregungen 

und Methoden, die die Leser dieser Arbeiten zum Weiterforschen anregten. 
So haben seine Arbeiten zur Existenz der endlichen projektiven Ebenen vom 
Lenz-Barlotti-Typ 1.6 und HI. 2 Hering und Kantor inspiriert zu beweisen, dass 
es weder eine endliche projektivc Ebcnc vom Lenz-Barlotti-Typ 1.6 noch eine 
Ebene vom Lenz-Typ HI gibt. Ich glaube, dass bis heute ungeklart ist, ob es 
unendliche projektive Ebenen vom Lenz-Barlotti-Typ 1.6 gibt. Der einzige an- 
dere offene Fall schcincn die endlichen projektiven Ebenen vom Lenz-Barlotti- 
Typ II. 1 zu sein. Mcine Quelle fiir diese Behauptungen ist: Gina Ghinclli and 
Francesca Merola, Lcnz-Barlotti-Classification and related open problems: an 
update, Roma 2005, Quaderni Elettronici del Seminario di Geometria Combi- 
natoria (Quadcrno 20). 

Obgleich ich mich nic direkt im unmittelbaren Umkreis Liineburgscher For- 
schimgen aufgchaltc^n habc, gibt cs zwci Thcmcn, wo sich unscrc Interessen 
beriihrt habcn. Einmal ist cs die Funktionalgleichung f{x + yf{x)) = f{x)f{y) 
von Golab und Schinzcl, die die Beziehungen zwischen Komplcmcnten eines 
scmidircktcn Prodiikts rcgclt. Peter Plaumann und ich habcn dicso Funktion- 
algleichung iibcr den p-adischcn Zahlcn trakticrt, Heinz Liineburg und Peter 
Plaumann haben sie iiber den Galoisfeldern behandelt. Das zweite Thema, 
das Heinz Liineburg und mich faszinierte, sind die Gruppen der Projektivitaten 
eines Blocks auf sich in vcrschiedenen Geometrien, also der von Staudtsche 
Standpunkt. 

Nachdem Carl Georg Christian von Staudt Mitte des neunzehnten Jahrhun- 
dcrts die Gruppe H der Projektivitaten einer Geraden auf sich in einer pap- 
posschen projektiven Ebene E betrachtet und bewiesen hatte, dass sie scharf 
dreifach transitiv ist, und nachdem mit Hessenberg klar war, dass E genau 
dann pappossch ist, wenn H scharf dreifach transitiv und dann isomorph zu 
PGL(2, K) ist, hat die Schonheit dieses Satzes die Geometer so eingeluUt, dass 
die naheliegende Frage, wie es um die Gruppe H der Projektivitaten einer Gera- 
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den auf sich in andcrcn, insbesondere nichtdesarguesschcn projcktivcn Ebcncn 
steht, lange nicht gestellt wurde. Erst 1959 hat sich Adriano Barlotti diesem 
Problem gestellt und bewiesen, dass die Gruppe 11 der Projektivitaten in den 
drei nichtdesarguesschcn Ebcncn dcr Ordnung 9 die symmctrische Gruppe des 
Grades 10 und in der Hallebene der Ordnung 16 die alternierende Gruppe des 
Grades 17 ist. Damit war die Hatz auf die Gruppe 11 der Projektivitaten in 
nichtdesarguesschen endhchen Ebenen eroffnet. Nachdem sic in viclcn cndlichen 
projektiven Ebenen bestimmt worden war, hatte sich schnell die Vermutung her- 
auskristallisiert, dass die Gruppe 11 der Projektivitaten in endlichen nichtdesar- 
guesschen projektiven Ebenen der Ordnung n stets die alternierende Gruppe des 
Grades n+1 enthalten muss. Da jedoch in den sechziger Jahren die Klassifika- 
tion der endlichen einfachen Gruppen noch ausstand, trotzte diese Vermutung 
jedem AngrifF. 

Obgleich Heinz Liineburg in den Beweisen seiner Arbeiten ausgiebig Projek- 
tivitaten zwischen Geraden benutzt hatte, trat er mit der Gruppe der Projek- 
tivitaten an die OfFenthchkeit erst mit seiner 1967 veroffentlichten Arbeit, in der 
die desarguesschen affinen Ebenen als diejenigen aflinen Ebenen gekennzeichnet 
werden, in denen es zu je drei verschiedenen Punkten P, Q, R ein (axioma- 
tisch definiertes) Teilverhaltnis r gibt, so dass PrQ = R gilt. Der Satz, in dem 
die Gruppe der Projektivitaten dabei mit voUer Wucht auftritt, ist das folgende 
Nebenergebnis der Arbeit: Eine endliche projektive Ebene ungerader Ordnung q 
ist genau dann desarguessch, wcnn dcr Stabilisator eincs Punktcs in dcr Gruppe 
der Projektivitaten einer Geraden auf sich einen Normalteiler der Ordnung q 
enthalt. Aufierdem wird einem bei der Durchsicht dieser Arbeit klar, dass der 
Verfasser wusste, man miisse mit gleichem Nachdruck wie die Gruppe 11 der 
Projektivitaten einer projektiven Ebene in affinen Ebenen auch die Gruppe der 
affinen Projektivitaten einer affinen Geraden auf sich studieren, deren Elemente 
Produkte affiner Parallelperspektivitaten sind. 

Die Bcschaftigung von Heinz Liineburg mit den Gruppen von Projektivitaten 
erreicht ihrcn Hohepunkt in dem Bericht „Some new results on groups of projec- 
tivities", welcher die Frucht seiner Vortriigc bei dcr Bad Windshcimcr Tagung 
„ Geometry - von Staudt's Point of View" ist. In diesem Beitrag wird auch 
iiber die Ergcbnissc seines Schiilers Theo Grundhofer, insbesondere beziiglich 
der Gruppe dcr affinen Projektivitaten, ausfiihrlich bcirichtct. 

Da inzwischen eine Klassifikation dcr endlichen einfachen Gruppen vorgclc- 
gen hatte, war Theo Grundhofer in der Lage, die Vermutung iiber die Grup- 
pen H der Projektivitaten in endlichen nichtdesarguesschen projektiven Ebenen 
fast vollstandig zu beweisen: Die Gruppe H der Projektivitaten einer endlichen 
nichtdesarguesschen projektiven Ebene der Ordnung n enthalt entweder die al- 
ternierende Gruppe des Grades n + 1 oder es ist n = 23 und H ist die groBte 
Mathieugruppe M24. Dass die zweite Moglichkeit ausgeschlossen ist, haben 
neuerdings Peter Miiller und Gabor Nagy gezeigt. Eine analoge Situation liegt 
nach Theo Grundhofer, Peter Miiller und Gabor Nagy auch fiir die Gruppe E 
der affinen Projektivitaten einer Geraden auf sich in einer affinen Ebene der 
Ordnung n vor, welchc kcine Translationsebene ist: S enthalt entweder die al- 
ternierende Gruppe der Ordnung n oder, was natiirlich unwahrscheinlich ist, es 
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ist n = 24 und die Gruppc E ist die Mathieu Gruppc des Grades 24. Fiir Trans- 
lationsebenen der Ordnung q"^ mit dem Kern GF(q') hat bereits in den achtziger 
Jahren Theo Grundhofer bewiesen, dass die Gruppe der affinen Projektivitaten 
eine Gruppe von afSnen Abbildungen ist, so dass der Stabilisator eines Punktes 
zwischen SL{d,q) und GL{d,q) liegt. 

Heinz Liineburg war fiir mich ein leidenschaftlicher Mathematiker, dessen 
Vortrage und Vorlcsungen so sorgfaltig vorbereitet waren, dass sic sofort zum 
Druck gehen konnten. Auf diese Weise sind die folgenden seiner Biicher ent- 
standen: „Kombinatorik", erschienen 1971, „Einfiihrung in die Algebra", er- 
schienen 1973, ,, Vorlesungen liber Zahlenthcorie", erschienen 1978, „ Galoisfelder, 
Kreisteilungskorper und Schieberegisterfolgen", erschienen 1979, „Vorlesungen 
iiber Analysis", erschienen 1981, „0n the rational normal form of endomor- 
phisms. A primer to constructive algebra" und ,,Klcine Fibel der Arithmetik", 
beide erschienen 1987, „ Tools and fundamental constructions of combinatorial 
mathematics", erschienen 1989, „ Vorlesungen iiber lineare Algebra. Versehen 
mit der zu ihrem Verstandnis notigen Algebra sowie einigen Bemerkungen zu 
ihrer Didaktik", erschienen 1993, „Die euklidische Ebene und ihre Verwandten" 
und „Gruppen, Ringe, Korper. Die grundlegenden Strukturen der Algebra", 
beide erschienen 1999 sowie ,,Rekursive Funktionen", erschienen 2002. Diese 
fiir die Studierenden bestimmten Werke woUen keine Enzyklopadien iiber die 
in ihnen behandelten Gebiete sein, sondern spiegeln die personliche Sicht des 
Verfassers wider, welche Sachverhalte man mchr gcwichtcn soil und was ver- 
nachlassigbar ist, well es in anderen Biichern schon hundertmal gesagt wor- 
den ist. In ihnen erweist sich Heinz Liineburg als ein begnadeter Didaktiker, 
der nicht durch Bciwcrk, sondern durch die Klarheit des Gedankens und durch 
strenge Beweisfiihrung iiberzeugt. Dies konnte man iibrigens bei jedem seiner 
Vortrage bewundern. Obwohl voll innerer Begeisterung und in der Uberzeugung 
Wertvolles bcizutragcn, stand sein schnorkelloser direkter Vortragsstil im Gegen- 
satz zu dem derjcnigen Mathematiker, die in ihren Vortragen an einer Wag- 
neroper stricken. 

Heinz Liineburg war fiir mich ein Freund, der scincn Prinzipicn ein Leben 
lang treu blieb und dessen erfolgrciche Karricre ihn wcder vcrbogen noch vom 
taglichcn Leben scpariert hat. Wenn er einmal nach rcifer Ubcrlcgung zu einem 
Urteil gckommen ist, war cr davon durch Opportunitatsgriinde nicht abzubrin- 
gen. Dies hat ihm, dem Bildungswcrtkonscrvativen, in den Fakultatssitzungen, 
in denen haufig nach Anpassung an Umbriiche verlangende politische Vorlagen 
gehechelt wird, sicherlich nicht nur Beifall beschert. 

Heinz Liineburg hatte ein sensibles Ohr fiir Veranderungen in der Mathe- 
matik. Er suchte nach zeitloser Mathematik, nahm jedoch wahr, dass seit den 
achtziger Jahren durch den steigenden Publikationszwang bei den Mathematik- 
ern die Lust abnahm, cinzelne Texte zu studieren, und wie im Sport der Wett- 
bewerbscharakter in den Vordergrund riickte. Heutzutage zahlt nicht nur der 
Gehalt einer mathematischen Arbeit, sondern auch im groi3en Mal3e in welch 
aggressivem Umfeld sie entstanden ist und ob sie ein Problem lost, an welchem 
sich schon einige mehr oder minder prominente Mathematiker die Zahnc ausge- 
bissen haben. Der Kampf der Teilgebiete der Mathematik um die Oberhoheit 
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in Zeitschriftcn mit hohcm impact factor, dcr cine scheinbare Objektivierung 
mathematischer Leistung erlauben soil, ist voll entbrannt. 

Heinz Liineburg war gegeniiber den modernen Entwicklungen der Mathe- 
matik aufgeschlossen, wolltc aber nicht in Abstraktionen der Schemata, Moduli 
und Motive einsteigen, deren Wolkenhaftigkeit man iiberwinden muss, wenn 
man sich bei ihnen wohlfiihlen will. Als Geometer ist man letztlich Greifbares 
gewohnt. Dariiber hinaus hat ihn die Entwicklung elektronischer Rechcnanla- 
gen fasziniert und so hat er sich den Algorithmen zugewandt, mit denen man 
eflFektiv elementare zahlentheoretische Funktionen berechnen kann, wie etwa 
den grofiten gemeinsamen Teller bzw. das kleinstc gcmcinsamc Viclfachc zwcier 
ganzer Zahlen, die Einheiten im Ring der ganzen Zahlen modulo n, die Prim- 
itivwurzeln modulo einer Primzahl, oder die grofite natiirliche Zahl, die die 
Quadratwurzcl einer gegebencn natiirlichen Zahl nicht iibertrifft. Er zeigte, wic 
man auch fiir inneralgebraische Fragestellungen, wie etwa die effektive Kon- 
struktion der algebraischen Erweiterungen der Primkorper GF{p) sowie der 
voUstiindigen Kreisteilungskorper, Algorithmen einsetzen kann. 

Heinz Liineburg war der festen Uberzeugung, dass der Computer ein Di- 
ener der Mathematiker bleiben muss (so etwa bei Schleifeninvarianten, von de- 
nen er behauptet, sie seien ihm fast zu einer fixen Idee geworden) und sich 
nicht als Herr etablieren darf. Da er wohl mit der Zeit merkte, dass diese Ten- 
denz dem Zeitgeist immanent war, hat er sich, anstatt unniitze Scharmiitzel zu 
fiihren, aufgemacht, nach den Wurzeln der Mathematik zu suchen. Dafiir war 
er bestens prapariert: Als Schiller des bekannten Frankfurter humanistischen 
Lessing-Gymnasiums, des Altgriechischen wie des Lateinischen machtig, stand 
er fest und mit voller Uberzeugung zu den Grundsatzen des Abendlandes. Nicht 
nur im Deutschen, sondcrn auch im Englischen, Franzosischen und Italienischen 
zu Hause, war er ein Verfechter einer abendliindischen Idee, welche nicht nur 
aus der anglo-sachsischen Monokultur ihre Kraft bezieht. 

Der groBartige Einstieg von Heinz Liineburg bei seiner Suche nach den 
geschichtlichen Wurzeln der Mathematik war das Ergebnis eines akribischen 
Studiums des Liber Abacci von Lcionardo Pisano. In dem daraus cntstandc- 
nen Buch „Leonardi Pisani Liber Abacci oder Lesevergniigen eines Mathe- 
matikers", das zwei Auflagen erlcbte, wird nicht nur cine Interpretation des 
Textes von Leonardo Pisano in der Sprache der \ms geliiufigen Mathematik 
gcgebcn, sondcrn auch ein Bild der Zeit ausgebreitet, in der Leonardo Pisano 
lebte und wirkte. Es ist keine kritische Edition, aber Heinz Liineburg findet hier 
seine in alien spateren historischen Arbeiten angewandtc Mcthode, den Lesern 
die Ergebnisse aus der Geschichte der Mathematik in modernem Gewand na- 
hezubringen. So lasst er etwa Euler, Gaufi und Lagrange von Korpern reden, ob- 
wohl das Konzept eines Korpers erst von Steinitz 1910 cntwickelt wurde. Ebenso 
zeigt sich bereits hier, auch durch seine etymologischen Kenntnissc befordert, 
dass Heinz Liineburg zum Urgrund der Mathematik, zur Zahl, zur Ziffer und 
und deren Herkunft vordringen will; natiirlich spielt dabei die Null, urspriinglich 
as-sifr, latinisiert ciffra genannt, eine besondere Rolle. 

Mir hat die Lektiire des c;rsten Kapitels von Liineburgs Leonardi Pisani 
Liber Abacci neue iiberraschende Einsichten gebracht. Von der Geschichte 



Der Aufbruch der Geometrie 



441 



der Mathematik unbeleckt, war mir zwar klar, dass die Griechcn, indem sie 
die Nabelschnur zwischen Wirklichkeit und insbesondere den Anwendungen 
durchgeschnitten hatten, die Geburtshelfer der Mathematik im heutigen Sinn 
sind. Doch von den Romcrn dachtc ich, dass die Erobcrung der Welt sie so 
in Anspruch nahm, dass keine Zeit zum mathematischen Spintisieren iibrig 
blieb. Und von der katholischen Kirche des Mittelalters hatte ich den Ein- 
druck der Gleichgiiltigkeit gegeniibcr der Mathematik. Meine Meinung war, 
dass die Mathematik nach den Griechen ihr Dasein in arabischem und jiidischem 
Umfeld, etwa in Spanien, gefristet hatte, ehe sie von der Renaissance wiederge- 
boren wurde. Heinz Liineburg hat mich belehrt, dass dicse naive Vorstellung 
falsch ist. Das romische Reich hatte ein gut ausgebautes Bildungssystem, in 
den Klostern wurden griechische Schriften studiert und es gab hohe kirchliche 
Wiirdentrager, die sich um den Erhalt des naturwissenschaftUchcn Wisscns der 
Griechen sorgten. Und das Buch Liber Abacci selbst gibt Zeugnis davon, dass 
der Fluss der Mathematik in keiner Periode des Mittelalters ausgetrocknet ist. 

Die zweite Uberraschung, die mir Heinz Liineburg mit seinem Buch bescherte, 
betrifft Palermo, wo ich jetzt jedes Jahr einige Zeit zubringe. Mir erschien die 
Eroberung von Palermo durch die Normannen im positiven Licht, wobei ich 
diese Ansicht aus der Soliditat des Palazzo dei Normanni, der Schonheit der 
Capella Palatina und der imponierenden Pracht des Doms von Monreale be- 
zog. Doch bei Heinz Liineburg kann man nachlesen, dass die Pisaner, die die 
Normannen bei deren Kampf gcgen die Sarazener unterstiitzten, Palermo nach 
dessen Eroberung so tiichtig pliinderten, dass sie aus dem Erlos der Beute in 
Pisa den von den Touristen bestaunten Dom auf der Piazza dei miracoli erbauen 
konnten. Meine Meinung iiber Kaiser Fricdrich den Zweiten, an dessen Grab ich 
in der Palermitaner Kathcdrale ab und zu vorbeischlendre, hat Heinz Liineburg 
vollauf bestatigt: Friedrich der Zweite war nicht nur ein ausgewiesener Experte 
der Falknerci, sondern auch ein entschiedener Forderer der Wissenschaften und 
Bcgriindcr der Universitat Neapel. 

Das letzte von Heinz Liineburg erschienene Werk sind die beiden Bande 
bctitclt „ Von Zahlen und Groficn. Dritthalbtauscnd Jahrc Theorie und Praxis", 
die der Geschichte der algcbraischen Gleichungen und der Korper gewidmet 
sind. Sie sind, wie bei Liinebm-g iiblich, in der Sprache der heutigen Mathema- 
tik vcrfasst, cnthaltcn abcr unziihligo historische und etymologischo Ausfliige, 
natiirlich auch in Latein und Italicnisch, und einige Bemerkungen, die zeigen, 
dass der Autor der verlorenen klassischen Bildung der Jugend und der gerade 
jetzt vor unseren Augen sterbenden Humboldtschen Universitat nachtrauert. 

Heinz Liineburg hat sich selbst nicht als Mathematikhistorikcr bctrachtet. 
Er sagt, dass er bei einem Gegenstand mchr in die Tiefe, wahrend der Historiker 
mehr in die Breite geht. Ich mochte hier aus den Vorlesungen zur Geschichte der 
Mathematik von Hans Wussing, dem auch hcutc noch beriihmten Mathematik- 
historiker aus Leipzig, zitieren, um Ihnen die Entscheidung zu erleichtern, ob es 
unbedingt eine Ehre sein muss, zur professionellen Zunft der Wissenschaftshis- 
toriker zu gehoren. Wussing fiihrt auf Seite 18 aus: Die marxistische Historiogra- 
phie der Mathematik bcruht methodologisch auf dem historischen und dialek- 
tischen Materialismus. Danach ist jede Wissenschaft eine gesellschaftliche Er- 
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scheinung. Auch die Mathcmatik ist cine spezifische Form dcs gescUschaftlichen 
Bewusstseins. Sie ist mehr als das Ergebnis von Kenntnissen und Erkenntnis- 
sen, von Theorien und Methoden; sie ist zugleich geformt von den materiellen 
und idecllen Interessen dcr jeweils herrschcnden Klasscn. 

Heinz Liineburg wurde jah aus dem Leben gerissen, er war bis zum letz- 
ten Tag voUer mathematischer Ideen und beabsichtigter Buchprojekte. Martin 
Liineburg und Theo Grundhofer fanden denn auch im Nachlass drei Werke, die 
es lohnten publiziert zu werden. Zwei von ihnen waren von Heinz Liineburg 
so vollstandig bearbeitet, dass sie, versehen mit marginalen Bemerkungen der 
Herausgeber, zum Druck im Oldenbourg-Verlag angcnommen wurden und im 
nachsten Jahr erscheinen werden. Das eine dieser zwei Biicher tragt den Ti- 
tel „Zahlentheorie", hat zweihundert Seiten und zeugt davon, wie nachhaltig 
sich Heinz Liineburg mit dcr Entwicklung der Zahlentheorie beschaftigt hat. 
Mit den drei Biichern von Euklid startend, die die zahlentheoretischen heii3en, 
gelangt er zu den Ringen der ganzen algebraischen Zahlen und dem fermatschen 
Zwei-Quadrate-Satz. Im zweiten 220 Seiten umfassenden Buch mit dem Titel 
„Gr6i3en und Zahlen. Ein Aufbau des Zahlensystems auf der Grundlage der 
eudoxischen Proportionenlehre" lasst er von seinem friiheren Vervollstandigen 
der rationalcn Zahlen durch Cauchyfolgen ab und wendet sich den dedekind- 
schen Schnitten auf der Menge der positiven rationalen Zahlen zu, wobei er 
anschliefiend die negativen reellen Zahlen auf die gleiche Weise gewinnt, wie 
man die negativen ganzen Zahlen aus den natiirlichen bekommt. So erhalt er 
gleichzeitig mit den reellen Zahlen alle Logarithmus- sowie alle Exponential- 
funktionen. 

Das drittc hinterlassene Wcrk ist ein 108-seitiges Manuskript „Streifziige 
durch die Geschichte der Mathcmatik", das besonders reizvoU ist, well Heinz 
Liineburg darin in lockerer Form die im Laufe seines Lebens gcwonnenen ge- 
schichtlichen Erkenntnisse iiber Zahlen versammelt, Erkenntnisse von den na- 
tiirlichen bis zu den rationalen Zahlen. Ich personlich bin am meisten von dem in 
dem Buch vorgesehen Vokabular gefesselt, in welchem Heinz Liineburg vorhatte, 
die Hcrkunft dcr von den Mathcmatikcrn mcistbcnutztcn Worter blofizulcigcm, 
denn das mciste war fiir mich iibcrraschcnd und ncu und zcigtc mir meinen Man- 
gel an klassischer Biklung. Die Lcktiire dieses Vokabulars ist schr vcrgniiglich, 
was hier an dem Wort Korollar crlautcrt sci: Das latcinischc CoroUarium ist 
das Kranzchen, das dcr Gastgeber seinen Zcchkumpanen aufs Haupt driickt, 
wenn sie zum Symposion (griechisch fiir Gelage) kommen. Leider ist dieses 
Manuskript nicht ganz vollstandig. 

Heinz Liineburg war ein Freund, auf den man sich verlassen konnte. Er 
hat mit seinen Meinungen nie hinterm Berg gehalten und sich seine Gradlin- 
igkeit ein Leben lang bewahrt. Seine Mathematik bleibt in uns gut aufge- 
hoben, so lange wir leben. Die Liineburgebenen bleiben aktuell, so lange man 
sich fiir projektive Ebenen und Suzuki-Gruppen interessiert. Dass er sich aus 
dem Kraal der Mathematiker hinausgewagt hat, wird sich fiir sein Gedenken 
in der Zukunft lohnen. Wahrend die wenigen kompetenten Biicher fiirs brei- 
te Publikum, die die Mathematik aus der Geschichte herauswachsen lassen, 
naive, unmittelbare Begeisterung entfachen und sich jahrzehntelang eines Zu- 
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spruchs erfrcucn konncn, muss cin mathcmatischcr Aufsatz auficrhalb dcs cng- 
sten Spezialistenkreises um die Aufmerksamkeit der in Anbetracht der Flut der 
Veroffentlichungen abgebriihten Mathematikergilde hart und manchmal ohne 
Erfolg kampfen. 



444 



Literatur 



Johannes Andre, Uber nicht-Desarguessche Ebenen mit transitiver Translations- 
gruppe. Math. Z. 60, 156-186, 1954 

Emil Artin, Geometric Algebra. New York, London 1957 

Reinhold Baer, Homogeneity of projective planes. Amer. J. Math. 64, 137-152, 

1942 

— Polarities of finite projective planes. Bull. Amer. Math. Soc. 53, 77-93, 1946a 

— Projectivities with fixed points on every line of the plane. Bull. Amer. Math. 
Soc. 52, 273- 286, 1946b 

— Linear Algebra and Projective Geometry. New York 1952 (Struktursatzc) 

Richard Brauer, A Gharacterization of Null Systems in Projective Space. Bull. 
Amer. Math. Soc. 42, 247-254, 1936 (Beweist u. A., dass jede Kollineation 
von cincr somilincarcn Abbildung induziert wird; vorausgcsctzt wird jcdoch, 
dass der Korper kommutativ ist. Benutzt Doppelverhaltnisse. Der Satz sei 
bekannt, sein Beweis jedoch kiirzer.) 

— On the connection between the ordinary and the modular characters of groups 
of finite order. Ann. Math. 42, 926-935, 1941 (Satz IIII.3.4) 

Egbert Brieskorn und Horst Knorrer, Algebraische Kurven. Math. Institut Bonn, 
o. J. (Birkhauser 1981) 

Richard H. Bruck and Herbert J. Ryser, The non-existence of certain finite 
projective planes. Canadian J. Math. 1, 88-93, 1949 

W. L. Chow, On the Geometry of Algebraic Homogeneous Spaces. Ann. Math. 
50, 32 67, 1949 (Satz von Chow fiir beliebige irreduzible projektive Raume, 

aber r = s.) 

Paul M. Cohn, Skew field constructions. Cambridge 1977 
(Korper mit {K*)' = K*.) 

Richard Dedekind, Uber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grofiten gemein- 
samen Teiler. Festschrift der TH Braunschweig. 1-40, 1897. Werke, Band 2, 
103-147, 1931 



445 



446 



Literatur 



Peter Dembowski, Verallgem,einerungen von Transitivitatsklassen endlicher pro- 
jektiver Ebenen. Math. Z. 69, 59-89, 1958 

— Finite Geometries. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band 
44. Berlin, etc. 1968 

Ulrich Dempwolff, Uber die Determinante. Math. Semesterberichte 40, 193-197, 
1993 

Max Deuring, Algebren. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 
Band 41. 2. Auflage. BerUn, Heidelberg, New York 1968 

Leonard Eugene Dickson, Linear Groups with an Exposition of the Galois Field 
Theory. Nachdruck der ersten Auflage. New York 1958. In dieser Auflage ist 
das Vorwort zur crstcn Auflage mit November 1900 daticrt. 

Jean Dieudonne, Les determinants sur un corps non commutatif. Bull. Soc. 
Math. France 71, 27-45, 1943 (Zitiert nach Dieudonne 1955) 

— La geometric dcs groupes classiques. Ergebnisse der Mathematik und ihrer 
Grenzgebiete. Ncue Folgc Band 5. Berlin, etc. 1955 

R. A. Fisher, An examination of the different possible solutions of a problem in 
incomplete blocks. Ann. of Eugenics 10, 52-75, 1940 (Zitiert nach Dembowski 
1968. Fisher'sche Ungleichung.) 

G. Frobenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen. J. reine angew. 
Math. 84, 1-63, 1877 

Carl Friedrich Gaufi, Demonstration nova altera theorematis omnem functionem 
algebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel 
secundi gradus resolvi posse. Comm. soc. reg. sci. Gottingensis. rec. III. 
Gottingcn 1816. Wcrke, Band 3, 31-56, 1876 

William Rowan Hamilton, Memorandum respecting a new system of roots of 
unity. Phil. Mag. (4), 12, 446, 1856 (Satz III.4.5: Presentation von A^.) 

I. N. Hcrstein, Noncommutative Rings. The Carus Mathematical Monographs 
15. Published by The Mathematical Association of America. Kein Ort. 1968 

Armin Herzer, Dualitdten mit zwei Geraden aus absoluten Punkten in projek- 
tiven Ebenen. Math. Z. 129, 235 257, 1972 

Otto Hesse, Uber die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen Gleichun- 
gen vom zweiten Grade mit zwei Variabeln. J. reine angew. Mathematik 28, 
68-96, 1844 

— Algebraische Auflosung derjenigen Gleichungen 9ten Grades, deren Wurzeln 
die Eigenschaft hahen, dass cine gegebene rationale und symmetrische Func- 
tion 9{x\,Xfj.) je zweier Wurzeln x\, x^ cine dritte Wurzel x^ giebt, so dass 
gleichzeitig: x^ = 9{xx,Xu,), xx = 0{xu,,x^), = 6{x^,xx). J- reine angew. 
Mathematik 34, 193-208, 1847 

Gerhard Hesscnbcrg, Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen. 
Math. Ann. 61, 161-172, 1905 



Literatur 



447 



David Hilbert, Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1899 

Otto Holder, Die einfachen Gruppen im ersten und zweiten Hundert der Ord- 
nungszahlen. Math. Ann. 40, 55-88, 1892 

Daniel R. Hughes und Fred C. Piper, Projective Planes. New York, etc. 1973 

Bertram Huppert, Endliche Gruppen I. Berlin, etc. 1973 

K. Iwasawa, Uber die Einfachheit der speziellen projektiven Gruppe. Proc. Imp. 
Acad. Tokyo 17, 57-59, 1962 (Zitiert nach Huppert 1973) 

John Jackson, Rational Amusements for Winter Evenings. London 1821 

Camilla Jordan, Traite des substitutions et des equations algebriques. Nachdruck 
der Ausgabe Paris 1870. Sceairx 1989 

Helmut Karzel, Zweiseitige Inzidenzgruppen. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 

29, 118-136, 1965 

Heinz Liineburg, Ein neuer Beweis eines Hauptsatzes der projektiven Geometrie. 
Math. Z. 87, 32-36. 1965 

— Uber die Struktursdtze der projektiven Geometrie. Arch. Math. 17, 206-209, 
1966 

— Einige methodische Bemerkungen zur Theorie der elliptischen Bewegungs- 
gruppen. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 34, 59-72, 1969a 

— Lectures on projective planes. Notes prepared by Mark Pankin and William 
Patton. Lectures given during 1968/69 at the University of Illinois at Chicago 
Circle. Dept. of Mathematics, University of Illinois at Chicago Circle 1969b 

— Einfiihrung in die Algebra. Berlin, etc. 1973 

— Translation Planes. Berlin, Heidelberg, New York 1980 

— Tools and Fundamental Gonstructions of Gombinatorial Mathematics. Mann- 
heim 1989 

Fumitomo Maeda, Kontinuierliche Geometrien. Berlin, Gottingen, Heidelberg 
1958 

Helmut Maurer, Zur Automorphism,engruppe der symmetrischen Gruppe. Mitt. 
Math. Gcs. Hamburg XI, 265-266, 1983 

Eliakim Hastings Moore, Concerning the abstract Group of order k\ and ^kl. 
Proc. London Math. Soc. (1), 28, 357-366, 1897 

— Goncerning the general equation of the seventh and eighth degrees. Math. 
Ann. 51, 417 444, 1899 

P. J. Morandi, B. A. Sethuraman und J. -P. Tignol, Division algebras with an 
anti- automorphism but with no involution. Adv. Geom. 5, 485 495, 2005 

Eugen Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendungen auf die Algebra. 
Leipzig 1882 

Peter Neumann, A Lemma that is not Burnside 's. The Mathematical Scientist 
4, 133-141, 1979 (Satze Iin.1.6 und IIH.1.7.) 



448 



Literatur 



John von Neumann, Continuous Geometry. Princeton, London 1960 

Theodore Ostrom und Ascher Wagner, On projective and affine planes with 
transitive collineation groups. Math. Z. 71, 186 199, 1959 

Giinter Pickert, Projektive Ebenen. Berhn, Gottingen, Heidelberg 1955 (Zweite 
Auflage 1975) 

A. Rosenberg, The Structure of the Infinite General Linear Group. Ann. Math. 
68, 278-297, 1958 

G. Salmon, Lettre de Mr. G. Salmon de Dublin a I'editeur de ce journal. J. reine 
angew. Math. 39, 365 366, 1850 

Issai Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere. Sitzungs- 
berichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften 1905, Phys.-Math. 
Klasse, 406-432. Werke Band 1, 143-169 

Helga Tecklenburg, A Proof of the Theorem, of Pappos in Finite Desarguesian 
Affine Planes. J. Gcom. 30, 172-181, 1987 

O. Veblen und J. W. Young, Projective Geometry. 2. Auflage. Band 1, Boston 
1916. Band II, Boston 1917 

Ascher Wagner, A theorem on doubly transitive permutation groups. Math. Z. 

85, 451-453, 1964 (Satze IIII.8.4, IIII.8.5, IIII.8.6.) 
— On finite affine line transitive planes. Math. Z. 87, 1-11, 1965 (Geradenho- 

mogene affine Ebenen sind Translationsebenen. Dieser Satz wurde in Ostrom 

und Wagner 1959 vermutet. Satz IIII.9.11.) 

Helmut Wielandt, Unendliche Permutations gruppen. Vorlcsungen an dor Univ. 
Tiibingen 1959/60 (Englische Ubersetzung in: Mathematische Werke vol. 1. 
De Gruyter, Berlin 1994). 

Max Zorn, Theorie der alternativen Ringe. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 8, 
123-147, 1931 (Hicrin dor Satz IIII.6.14 und der Satz von Artin-Zorn. Beide 
Satze stammcn laut Zorn von E. Artin.) 



Index 



Abgclcitctc Stniktur, 226 
Abhiingigkcit, 17 
absolute Hyperebene, 98, 277 
absolutcr Block, 236 
absolute! Punkt, 98, 236, 277 
Abstand, 66 

absteigende Kommutatorreihe, 155 

Achse, 81, 104, 106, 184 

affine Ebene der Ordnung 3, 204, 207 

affincr Raiun, 73 

ahnliche Perinutationcn, 234 

Algebrabiichcr, 1 

algcbraische Situation. 97 

Alternativkorpcr, 247, 249 

alternierende Gruppen, 71, 171, 172, 

174, 175, 180, 183 
Altruist, 98 

Antiautomorphismus, 36 
Antiisomorphismus, 41, 66 
antisymmetrische Form, 280, 315 
Artin, E., 38 
artinscher Ring, 47, 50 
artinscher Verband, 31 
Assoziator, 247 
assoziierte Bilinearform, 302 
assoziierte Spaltensummenmatrix, 238 
assoziierte Zeilensummenmatrix, 238 
Atom, 9 
atomar, 9 

aufgespannter Unterraum, 3 
auflosbar, 155 
aufsteigendes System, 5, 10 
Ausnahmeisomorphien, 171, 212, 294, 
335 

auBere Automorphismengruppe, 149 
Automorphismus, 3 
Autoren, 36 



axiale KoUineation, 81 

Bacr, R., 86 
Baerinvolution, 259 
Baerunterebene, 259 
Bahn, 155, 228 
Basis, 18 
benachbart, 66 
Beweismcthodcn, 212 
bidualer Raum, 37 
Bilinearform, 278 
Binomialkoeffizient, 62, 63 
Blockplan, 226 
Brauer, R., 235 
Biicher, 36 

Charakteristik, 121 
Clifford, W. K., 130 
Clifford-Parallelismus, 130, 134 

Dandelin, G. P., 78 
Darstellungstheorie von Gruppen, 50 
Dedekind, R., 7 

dedekindsches Modulargesetz, 7 

Dembowski, P., 240 

Dempwolff, U., 51, 161 

Determinante, 153, 161, 171 

Dichtesatz, 47 

didaktisch, 36 

Dieudonne, J., 142, 161 

Dilatation, 162 

Dimension, 16 

duale Abbildung, 42 

duale Basis, 37 

duale Inzidenzstruktur, 225 

dualer Verband, 30, 33, 82 

duales Ideal, 54 



449 



450 



INDEX 



duales Raumpaar, 38 
Dualitat, 98 
Dualraum, 36 
Dugas, M., 116 

Ebene, 18, 268 

Eigenwerte einer Permutationsmatrix, 
233 

einfache Permutationsgruppe, 171 
Einheitswurzel, 233 
Elation, 84 

endlich erzeugt, 16, 17 

endlichc Abhangigkeit, 13 
endliche desarguessche Ebene, 91 
endliche Inzidenzstruktur, 225, 226 
cndlichcn Ranges, 17 
Endomorphismus, 161 
Entartungsfalle, 97 

Fahne, 225 
Fakultat, 62 
falscher Ansatz, 138 
Fibonacci, 138 

fishersche Ungleichung, 231, 240 
Fixpunktkonfiguration, 212 
freier Vektor, 109 
Probenius, G. P., 137 

Galois, E., 256 
Galoisverbindung, 40 
gaufischc Zahlcn, 62, 63 
gekoppcltc Raume, 38 
Geometric, 19, 135 
geometrischc Situation, 97 
Gerade, 3, 267 
gerichtete Menge, 5 
geschlitztcr Raum, 73 
groBe projcktivc Gnippc, 148 
grofites Element, 9 
Gruppe dcr Einhcitswurzeln, 120 
Gruppenalgebra, 50 
Gruppenordnung, 154 
Gruppenring, 51 

halbeinfacher Ring, 49 
hausdorffsche Topologie, 122 



henselschc p-adischc Zahlen, 120 
henselsches Lemma, 126 
Herzer, A., 98 
Hesse, L. O., 204 
Hessenberg, G., 97 
hessesche Gruppe, 204, 212, 224 
Hexagramme mystique, 78 
Hilbert, D., 108, 109 
Hilberts Satz 90, 200, 343 
homogcne Komponente, 22 
homogener Ring, 23 
Homologie, 84 
Homothetie, 106 
Hiillenoperator, 4 
Hyperebene, 18, 30 

Idempotent, 24, 45 
imprimitiv, 155 
Imprimitivitatsgebiet, 155 
Index, 310 

involutorische Perspektivitat, 242 
Inzidenzmatrix, 230 
Inzidenzstruktur, 1, 225 
irreduzibler Modul, 20 
irreduzibler Verband, 10 
Isometric, 282, 311 
Isomorphismus, 2, 8, 65 
isotrop, 289 
isotroper Raum, 305 
Iwasawa, K., 155 

Jackson, J., 80 
Jacobson-Radikal, 44, 50 

Karzel, H., 131 
Kegel, 304 
Kern, 91, 148 

kleine projektive Gruppe, 148 
kleinstes Element, 9 
Ko-Atom, 18, 30 
Ko-Rang, 35 
koUinear, 1 
Kollineation, 3 

Kollineation mit Fixpunkten, 98 
kommutativcr Korpcr, 36, 41 
Kommutator, 155, 248 



INDEX 



451 



Kommutatorgruppe, 155 
Komplement, 8, 9 
komplementar, 9 
Komponcntc, 89 
konfluente Hyperebenen, 70 
Konfusion, 109 
Koordinatenkorper, 109 
Korper, 24 

der formalen Laurentreihen, 124 
Korrelation, 66, 98, 235, 236 

Lange eines Nestes, 34 
linearc Algebra, 41, 81 
linksparallel, 133 
Linksvektorraum, 37, 41 
Liineburg, H., 98 

Mathematik, 135 
Maurer, H., 71 
maximal, 66 
maximaler Index, 310 
maximales Element, 9 
maximales Rechtsideal, 20 
Menge von Punkten, 3 
minimales Element, 9 
minimales Rechtsideal, 23 
modular, 10 
Motivation, 104 
Moufangebene, 241, 249 

nach oben stetig, 10 
Nest, 34 

nicht ausgeartet, 113, 302, 304 

nicht cntartet, 113 

nicht trivialc Partition, 89 

nilpotent, 58 

noetherscher Verband, 31 
Normalreihc, 189 
Normalteilcr, 161 
Nullstellen eines Polynoms, 138 

obere Grenze, 9, 12 
obere Schranke, 9 
Operatorgruppe, 228 
Ordnung, 61, 91 
orthogonale Vektoren, 305 



Orthonormalbasis, 325 
Ortsvektor, 109 
Ostrom, T. G., 264 

pappossche Ebene, 97 
papposscher Raum, 131, 152, 185 
parallel, 209 
Parallelenschar, 209 
Parameter, 226 
Partition, 89 
perfekte Gruppe, 155 
Permutationscharakter, 229 
Permutationsgruppe, 256 
Permutationsmatrix, 232 
Perspektivitaten, 84 
Polaritat, 66, 235, 276 
Potenzmenge, 3 
primitiv, 155 
primitiver Ring, 46 
Projektion, 24 
projektiv aquivalent, 304 
projektive Ebene, 86 
projektive Geometric, 2, 10, 14, 65 
projektive Gruppe, 148 
projektive Kollineation, 149, 183 
projektive Korrelation, 280 
projektiver Blockplan, 232 
projektiver Raiim, 2 
projektiver Verband, 10, 14 
Priifergruppe, 117 
Priifermodul, 117 
Purist, 41 

g-Analogon, 62 
quadratische Form, 237, 302 
Quadrik, 304 
Quasielation, 184 
Quasiperspektivitat, 183 
Quasistreckung, 184 
Quotient, 10 

Radikal, 303 
Rahmen, 64, 152 
Rang, 16, 18 
Rangformel, 19 
rechtsparallel, 133 



452 



INDEX 



Rcchtsvcktorraum, 41 
reell abgeschlossen, 137 
regulares Rechtsideal, 20 
relativ atomar, 12 
relativ komplementar, 12 
Ring der formalen Potenzreihen, 122, 
124 

Rink, R., 116 

Satz von Artin-Zorn, 250 
Satz von Bruck und Ryser, 64 
Satz von Cartan-Brauer-Hua, 188 
Satz von Chow, 69 
Satz von Dandelin, 78, 131 
Satz von Dembowski-Hughes-Parker, 
235 

Satz von Desargues, 75, 85 
Satz von Hessenberg, 103 
Satz von Ito, 270 
Satz von Maschke, 50 
Satz von Ostrom-Wagner, 267 
Satz von Pappos, 94 
Satz von Wedderburn, 97 
Schmierzettel, 104 
schursches Lemma, 46 
Semibilinearform, 112 
semilineare Abbildung, 107 
singulare quadratische Form, 302 
singularer Raum, 305 
singularer Vektor, 304 
Skalarprodukt, 38 
Spur, 236 
spurwertig, 305 
Statistik, 226 

steinitzscher Austauschsatz, 18 
Streckung, 84 
Struktursatz, 110, 111, 147 
Struktursatz fiir Vektorraume, 108 
symmetrische Gruppe, 71, 232 
symmetrische Semibilinearform, 277 
symplektische Basis, 280 
symplektische Gruppe, 286, 315 
symplektische Polaritat, 279 



Tecklcnburg, H., 97 
Teilordnung, 3, 8 
Teilverband, 10 
topologischer Ring, 122 
Torsionsgruppe, 120 
Transformationsregel, 10 
transitiv, 87, 185, 228 
Translation, 208 
Translationsebene, 91 
transponieren, 36 
Transvektion, 104, 153, 157, 162 
Transversale, 79 
treuer Modul, 46 

Umgebungsbasis, 122 
Unabhangigkeit, 17 
Unabhangigkeitsstruktur, 18 
ungeradc Permutation, 171 
Unital, 330 
unitare Polaritat, 280 
untere Grenze, 9 
untere Schranke, 9 
Unterraum, 3 

Veblen- Young Axiom, 2, 11 
Verband, 9 

vollstandig isotrop, 289 
voUstandig reduzibel, 22-24 
vollstandig singularer Raum, 304, 305 
vollstandigcr Verband, 9 
von Neumann-Ring, 24 
Vorlesung, 106, 107 

Wagner, A., 264 
Wielandt, H., 2, 71 
windschicf, 74 
Witt, E., 66, 97 
wittsche Zerlegung, 309 

Zentralkollineation, 81, 270 
Zentrum, 81, 106, 184, 270 
zu Grunde liegender Vektorraum, 109 
zweifache Abzahlung, 181 



taktische Konfiguration, 226 
taktische Zerlegung, 238, 240 



